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Comentario

El presente trabajo tiene como objetivo, desarrollar ante el estudiante una
guia de estudio, constituida por notas teorico-practico de las clases dadas. Pero, bajo
ningln concepto intenta sustituir a la bibliografia existente sobre este tema, la cual debera
consultarse permanentemente para lograr un efectivo aprendizaje.

Esta dirigido a los alumnos que cursan regularmente la asignatura Algebra
2, correspondiente al segundo cuatrimestre del primer afo de la Carrera del Profesorado en
Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales de la Universidad
Nacional de Misiones. Asimismo, el objetivo fundamental del presente consiste en
desarrollar los conceptos basicos y propiedades de los numeros complejos de las funciones
circulares, de los polinomios, de las fracciones racionales y de las ecuaciones algebraicas;
de acuerdo a los contenidos minimos establecidos por los docentes de las asignaturas de los
aflos siguientes de la Carrera.

Se cree que el alumno tendra un elemento de trabajo que le facilitard el
estudio de esta parte del Algebra en el Primer Afio de su carrera. Los temas presentados en
este cuaderno son los que se desarrollaran en las clases teoricas, practicas y trabajos
complementarios, y se corresponden con las unidades que conforman el Programa vigente
de la Carrera mencionada, constituyen, en consecuencia, el complemento necesario para
una buena comprension del texto.

Este material impreso expone los temas que forman parte de los contenidos
de la asignatura y que son desarrollados en las clases expositivas y presentados en base al
criterio del Profesor para el estudio del mismo. Perom, ademas, el mismo cobra relevancia
si se considera que tales contenidos se encuentran dispersos en una bibliografia muy
variada o de muy dificil acceso para el alumno. Consiste, esencialmente, en la presentacion
y desarrollo, metodoldégicamente ordenado, de lo fundamental de cada unidad y que es
producto de una labor docente de sintesis y recopilacion.

Se propone que la asignatura considere y estudie los temas relativos a:

Numeros Complejos;
Funciones Circulares;
Polinomios;

Fracciones Racionales
Ecuaciones Algebraicas.

propuestos en los contenidos basicos para la Formaciéon Docente en Matematica del actual
Plan de Estudios de la carrera.

Se parte de la premisa fundamental de que en las Universidades se debe
ensefiar ciencia de buen nivel, no importa si pura o aplicada, pero si dptima; no se debe
sacrificar la formacidn bésica en aras de la informacidn tecnologica, ya que esta envejece
con mucha facilidad y solo un sélido dominio de los conceptos basicos, otorga la
flexibilidad necesaria para incorporar y adaptarse a las nuevas tecnologias.



El curso, sin pérdida del rigor y de su nivel de excelencia, debera
concentrarse en ideas, aplicaciones y capacitacion para una mayor y efectiva participacion
en actividades de discusion sobre problemas didacticos relacionados con la futura
participacion profesional. La seleccion de los temas, y su ordenamiento, deberan mostrar
las conexiones entre ellos y con modelos reales, asi como las técnicas de resolucion
concreta, y ademads teniendo en cuenta los contenidos minimos de la Carrera.

Se ha tratado de presentar el desarrollo de los temas con el concepto de:

-Incrementar, actualizar y fortalecer su formacion especifica mediante el
conocimiento de los fundamentos, métodos y aplicaciones de:

- Numeros complejos.
Funciones trigonométricas.
Polinomios.

Fracciones racionales.

Ecuaciones Algebraicas

-Desarrollar una mejor disposicion a:

- Redescubrir conceptos basicos e incorporar conocimientos nuevos de
manera continua;
- Resignificar los conocimientos previamente adquiridos a partir de:

a) la reflexion y el andlisis historico y epistemologico sobre el
descubrimiento y desarrollo de los conceptos.
b) La comparacion de diferentes propuestas didacticas.

- Adoptar una actitud decididamente actual en la presentacion e
interpretacion de temas problemas y resultados tradicionales;
- Relacionar sus propios conocimientos y experiencias con el de-
sarrollo de la investigacion cientifica.

Est4 organizado de manera tal que cada capitulo se corresponda con una
Unidad del Programa de la asignatura, tal como se enumera a continuacion.

I. Numeros complejos

Conceptos: Introduccion. Definicion. Adicion. Multiplicacion. Propiedades.
Distributividad de la multiplicacion con respecto a la adicion. Cuerpo de los numeros
complejos. Construccion de la R-dlgebra C. Numero complejo conjugado. Automorfismo
involutivo. Modulo de un nimero complejo. Definicion. Valuacion sobre C. Plano
complejo.

Il. Razones y funciones trigonométricas

Conceptos: Angulos. Razones trigonométricas de un angulo. Razones
trigonométricas de éangulos especiales. Formulas relativas a los éangulos asociados.




Funciones trigonométricas y sus graficas. Expresion trigonométrica del producto escalar.
Identidades trigonométricas fundamentales. Ecuaciones trigonométricas.

I1l. Raices de nimeros complejos

Conceptos: Argumento de un numero complejo no nulo. Interpretacion
geométrica. Expresion trigonométrica de un numero complejo. Férmulas trigonométricas
de adicion. Formulas de transformacion. Potencias. Teorema de DeMoivre. Raices enésima
de un niumero complejo. Raices enésima de la unidad. Forma exponencial.

IV. Anillo de polinomios

Conceptos: Introduccion. Polinomio formal. Grado. Igualdad. Adicion en
A[x]. Multiplicacién. Notacion definitiva. Division euclidiana. Teorema fundamental.
Divisores comunes. Méaximo comun divisor. Polinomios primos entre si. Teorema de
Bezout. Teorema de la divisibilidad. Descomposicion en factores primos. Derivacion.
Formula de Mac-Laurin y de Taylor. Ceros de un polinomio.

V. Fracciones racionales

Conceptos: Cuerpo de las fracciones racionales. Fraccion irreducible. Leyes
de composicion en Fg[x]. Descomposicion de una fraccion racional sobre un cuerpo
conmutativo. Descomposicion de una fraccion irreducible. Descomposicion sobre el cuerpo
de los nimeros complejos. Determinacion de la parte principal. Descomposicion sobre el
cuerpo de los numeros reales.

VI. Ecuaciones algebraicas

Conceptos: Ecuaciones algebraicas y polinomios. Relaciones entre los
coeficientes y las raices de un polinomio. Polinomio en R[x]. Ceros comunes a dos
polinomios. Eliminacién. Métodos de eliminacion. Resolucion de ecuaciones particulares.
Ecuacion de tercer grado. Método de Cardan. Discusion de la resolucion en R. Resolucion
trigonométrica en el caso:  4p> +27q> <0.







1. Numeros complejos

Recordatorio

Recordemos que, para todo punto a# 0 en P = R?, se denomina recta
vectorial que contiene a @, al conjunto D,, que sigue:

D,= {x € P/IreR; x= Aa}.

Semi-recta

Para todo punto a # 0 en P, se denomina semi-recta vectorial (o
simplemente semirrecta) que contiene a a al (conjunto denotado d,) siguiente:

d.= {x € P/ILeR"; x= Aa}.

La semirrecta d, es entonces el conjunto de puntos Aa cuando A
recorre R

El punto 0 se denomina el origen de toda semirrecta vectorial.

La semirrecta d, | que pasa por el punto € (primer vector de la base

canonica) se denomina eje polar)

P
o)

Definicidn:
Se llama circulo unidad, y se lo denota U, al siguiente conjunto:

U= {xeP/||x| =1}

Propiedad 1

Toda semirrecta vectorial corta al circulo unidad en uno y solo un punto.
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En efecto, sea la semirrecta d, (a# 0). La interseccion d, " U es el
conjunto de los X € P que verifican las siguientes condiciones:

|x||=1, con x=Aa y AeR"

Se tiene entonces || X || =|A|-||a]=1. Como a=0yA>0,resulta que
)\ existe y es nico. Esto es A = || a||’. La interseccién contiene entonces un Gnico punto
b. Ver figura.

Ejemplo 1:
Supongamos que tengamos que escribir la ecuacion de la semirrecta que

pase por:
a) (3,2); b)(-3,5) yademas tengamos que representarla graficamente.

a) Solucion:

La ecuacion que describe los puntos de la semirrecta serd: (x,y)=2A (3, 2) con
LeR", con Xx=(x,y)y a=(3,2). Sabemos que la semirrecta tiene su origen en el punto
(0, 0), (A = 0) y ademas pasa por el punto (3, 2). Para conocer un tercer punto, le
asignamos a A un numero real positivo cualquiera, por ejemplo 2, de manera que el punto
lo calculamos como (x, y) = 2(3, 2) = (6, 4). Se debe observar que la pendiente de la

. , 2
semirrecta estard dada por m = 3

b) Solucion:
Queda a cargo del alumno.

1.1. Planteamiento del problema

Sabemos que todo numero real positivo tiene raiz cuadrada; sabemos
también que un numero real negativo no tiene; en efecto, en un cuerpo ordenado todo
numero al cuadrado es positivo.

Cuando los algebristas del siglo XVI acometieron la solucion de la
ecuacion de tercer grado, encontraron perturbados que ciertas expresiones, donde
intervenian raices cuadradas de niumeros negativos, representaban niimeros reales.

El Matematico Bombelli fue el primero en no asustarse ante el objeto

V-1 y lo consideré como un niimero. Aplicd a este simbolo las operaciones conocidas en
R, denotando a este objeto imaginario i que, por definicion, verifica que i’ = -1,y lo trat6
como si este simbolo fuese un “niimero” como los otros.

Maés precisamente compuso este elemento 1 con los nimeros de R
como si operara en un cuerpo, y reemplazando en los calculos i’ por -1. Actualmente, se
dice que este cuerpo es una extension del cuerpo R o que es el cuerpo engendrado por
1 sobre Ry selodenota R. (Lanotacion definitiva sera C).
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1.2. Condiciones necesarias

Intentemos que las propiedades de la adicion y la multiplicaciéon en R
sean prolongadas a R de manera que R sea al menos un anillo conmutativo.
Supongamos que se definen una adicion y una multiplicacién que tengan las propiedades
de un anillo conmutativo de tal forma que R sea un sub-cuerpo de este anillo y denotemos
estas operaciones de la misma manera que en R (es decir, tal como procedié Bombelli).

Para la multiplicacién, debe ser i’ = -1, y para cualesquiera a y b
reales por asociatividad debe ser:

(ia)b =i(ab)
y por conmutatividad y asociatividad,

a(ib) = (ai)b =i(ab) y (ia)(ib) =-ab

para la adicion, por distributividad,
ia+ib=i(a+b),

y en una segunda etapa, se debe probar que para elementos del tipo a + ib. Sumando dos
elementos de este tipo, se obtiene:

1) (a+
ib) + (c +id)=(a+¢) +i(b + d),

por conmutatividad y asociatividad de la adicion y por distributividad. Se ve que el
resultado es del mismo tipo que los términos de la adicion.

Multiplicando dos elementos de este tipo; se obtiene por distributividad:
(a+1b) - (c +id) =ac + (ib)(id) + a(id) + (ib)c
Finalmente, por los resultados precedentes, se obtiene:
2) (a+1ib)(c +id) =ac —bd + i(ad + ib)

y el resultado es del mismo tipo.

Se ve entonces que: haciendo intervenir pares ordenados (a, b) de Rz,

. 2 .., .. ., , ..
definiendo en R una adicidon y una multiplicacion y, apoyandonos en las condiciones
necesarias que acabamos de mostrar, podemos definir el cuerpo de los nimeros complejos.

Observacion:
. ey 2 . L3 4 . 5.
A partir de la definicion 1" =-1, se obtienen: 1" =-1; 1 =1; 1 =1,

es decir, cualquiera sea el numero natural n, i" serd igual a uno de estos cuatros valores,
{i,-1,-, 1}
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1.3. NUmeros complejos

1.3.1. Definicidn

Se llama numero complejo a un elemento de R?, es decir a un par
ordenado (a, b) de ntimeros reales.

Al primero; a se le denominara “parte real de (a, b)”.
Al segundo; b se le denominara “parte imaginaria de (a, b)”.

Dos numeros complejos son iguales se tienen la misma parte real y la
misma parte imaginaria:

(a,b)=(a’,b’) & (a=a’> y b=Db’).

Al conjunto de los nlimeros complejos, munidos de estructura aditiva y
multiplicativa, que van a ser definidas, se le denota C.

Un numero complejo sera denotado por una letra griega:
o =(a, b)

se escribe entonces:
a= Re(a) y b= Im(a).

1.3.2. Adicién en C

La definicion siguiente resulta de la condicion necesaria (1)
Definicion:

A dos niimeros complejos (a, b) y (c, d), asociamos un nimero
complejo, denominado suma y definido por:

(a,b)+(c,d)=(a+c;b+d).

1.3.3. Multiplicaciéon en C

La definicién siguiente resulta de la condicion necesaria (2).

Definicién:
A dos numeros complejos (a, b) y (c, d), asociamos un namero
complejo, denominado producto y definido por:

(a,b) - (¢, d) = (ac —bd; ad + bc)
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1.4. Propiedades de la Adicion

1.4.1. Conmutatividad

Cualesquiera que sean los nimeros complejos o y 3, se tiene
a+tpB=pf+a
En efecto,si a=(a,b) y PB=(c,d), entonces
(atc;btd)=(ct+a;d+Db)
debido a la conmutatividad en R

1.4.2. Asociatividad

Cualesquiera que sean los nimeros complejos o, By y se tiene:

(a+P)+y=a+(B+y)

En efecto, se conservan las notaciones precedentes y si v = (e, f), se
tiene:

[@+c)+e;(b+d)+f]]=[a+(cte);b+(d+1)]

debido a la asociatividad en R.

1.4.3. Elemento neutro: o = (0, 0)

Se verifica inmediatamente que, cualquiera que sea o € C
oato=a.

1.4.4. Numeros complejos opuestos

Cualquiera que sea a € C, existeun B € C tal que:
a+p=o.
En efecto, si se parte de o = (a, b) buscamos un 3 = (x, y) tal que:
(a+x;b+y)=(0,0).
Se tiene, igualando las partes reales e imaginarias

Xx=-a y y=-b.
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Todo elemento (a, b) tiene entonces un opuesto (-a, -b) para la adicion.
Se lo denota
(-a, -b) = -(a, b), en consecuencia:

C es un grupo aditivo conmutativo.

Consecuencia: Para cada par de nimeros complejos o = (a, b) y B = (c, d), existe otro
nimero complejo llamado la diferencia de o y B, denotado a - B y definido como la
suma de o mas el opuesto de [, y se escribe:

a+(-P)=a-B.

Puesto que todo nimero complejo tiene opuesto aditivo unico, las sustraccion o diferencia
entre nimeros complejos siempre es posible y es unica.

Ademéds, como el conjunto de los nimeros complejos con la adicion asi

definida es un grupo conmutativo, y en un grupo todos los elementos son cancelables, se
tiene entonces:

Vo, B,y)  atP=aty & B=y

1.5. Propiedades de la multiplicacion

1.5.1. Conmutatividad

(Va,p € C), ap = Pa
Sea a=(a,b) y P=(c,d). Setiene:
ofy = (ac —bd; ad + be), Bow = (ca - db; da + cb)

Los dos numeros obtenidos son iguales ya que la multiplicacion es
conmutativa en R.

1.5.2. Asociatividad

(Va, B, v € ©), (ap)y=oa@y)
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1.5.3. Elemento neutro

e=(1,0)
Se verifica inmediatamente que, cualquiera que sea o € C. La prueba a cargo del alumno.

ae = Q.

1.5.4. NUmeros complejos inversos

Voe(C-{m}), e C, af=¢
Sea a = (a, b). Tomemos B =(x,y) tal que
(a,b) (x,y)=(1, 0).
Notemos primero que si (a, b) = (0, 0), se tiene, cualquiera sea (X, y),
(0,0) (x,y) = (0, 0).
El ntimero complejo ® = (0, 0) no tiene entonces inverso.
Supongamos a # (0, 0). La condicion impuesta a 3 nos da:
(ax — by; ay + bx) = (1, 0).
Igualamos las partes real e imaginarias:
ax —by =1, bx +ay =0,
Dado que a’ + b’ # 0, el sistema admite una Gnica solucion:

o & _ -b
a’+b”’ Y a’+b’

De lo que resulta que todo nimero complejo o = (a, b) # (0, 0) tiene
nverso

B—[ a__. _bj ue se denota
a2 +b’ al4b’ ) O

B =
Se designa C*=C - { » }

1
(04

Entonces C* esun grupo multiplicativo conmutativo.
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Consecuencia: Al ser C* un grupo multiplicativo conmutativo, todos sus elementos
seran simplificables, es decir:

Vo, B,yeC*), a-B=ay < B=y
Por otra parte, cualquiera que sean los numeros complejos o, B, con B # 0, existe otro

nimero complejo y llamado cociente de o y de B, denotado por o/f y definido en la
forma siguiente:

y=oc/B=0L-B'l

1.5.5. Distributividad de la multiplicacion respecto a la adicion

(Vo, B,y € C), aBt+y=oaptay
Tomando: a=(a,b); B=(c,d); v=(e 1)
se tiene:
a(B+y)=(b)cted+)=
= (a(c +e)—b(d +f); a(d + f) + b(c + ¢)).
Por otra parte:
off = (ac — bd; ad + be), ay = (ae — bf; af + be),

de donde

ofy + ay=(ac —bd + ae —bf; ad + bc + af + be)

y comparando se obtiene:

aB+y) =af+ ay

1.5.6. Cuerpo de los nimeros complejos

La adicion y la multiplicacién definen sobre C una estructura de grupo
conmutativo. Ademds la multiplicacion es distributiva respecto a la adicion. En
consecuencia:

Teorema 1
C esun cuerpo conmutativo.
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1.6. Inmersibonde R en C

1.6.1. Conjunto de los numeros complejos: (a, 0)

Designemos por ‘R el conjunto de los numeros complejos (a, 0)
cuando “a” recorre R. La aplicaciéon f: a > (a, 0) es evidentemente una biyeccion
de R sobre R.

Para la adicion se tiene:

f:R > R
a B f(a)=(a,0)
b — f(b)=(b,0)
a+b — f(a+b)=(a+Db,0)

O sea,
f@ + f(b)= f(a+b)
pues
(a,0)+ (b, 0)=(a+b,0).
En consecuencia, f es un isomorfismo para la adicion.
Para la multiplicacion, trabajando de la misma manera que con la suma
tenemos:

(a, 0)(b, 0) = (ab—0; 0 + 0) = (ab, 0)
se tiene finalmente que:
f(a) - f(b) = f(ab)

es también un isomorfismo para la multiplicacion.

Se tiene entonces a R inmerso en C, escribiendo:
(VaeR) (a,0)=a
En particular, el elemento neutro de la adicion en C es
®=(0,0=0
El elemento neutro de la multiplicacién en C es

e=(1,0)=1
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Se dice que C es un sobre cuerpo de R o una extension de R. En
resumen, para los conjuntos de numeros, tenemos la siguiente cadena de inclusion:

NcZcQcRcC
Ademas, se debe observar que:
I- C esun espacio vectorial.
2- (C,+, ) esun anillo

3- (Va,BeC, VkeR)  (ka)p = akB)= k(ap).

Entonces decimos que C es un R-algebra.

Ejemplo 2. Evalte la expresion siguiente, utilizando las reglas de la adicion y de
multiplicacion de los nimeros complejos.

(3,602, )+ 43).
Solucion:
Utilizando la definiciéon de producto
(3,602, H)+(4,3)=(3-2-6-1;3-1+6-2)+(4,3),
haciendo las operaciones indicadas queda:
(3,6)(2, 1)+ (4,3)=(0; 15) + (4, 3);

finalmente, usando la definicion de suma tenemos:

(3,6)(2,1)+(4,3)=(4, 18)

1.6.2. Imaginarios puros

Tomamos (0, 1) =1i. Se tiene
(0,1)(0,1) = (0 - 1’ 0+ 0) = ('1: O)a

que se escribe

Cualquiera que sea el nimero real a, se tiene
(0,1)(a, 0)=(0—-0;0+a)=(0, a)

Es decir,
ia=(0, a)
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Todo numero complejo ia con aeR se denomina imaginario puro.

Ahora, para todo nimero real a y b, se tiene

a+ib=(a, 0)+(0,b)=(a, b)

Reciprocamente, todo nimero complejo o = (a, b) es la suma de un nimero real y de un

imaginario puro, y puede ser escrito,

a=(a,b)=a+ib.

En el calculo sobre los nimeros complejos se pueden emplear cualquiera

r 2
de estas formas y ademas reemplazar 1° por -1.

Ejemplo 3. Evalte la expresion siguiente, utilizando las reglas de la adicion y

multiplicacion de los ntimeros complejos utilizando la forma a + bi de
complejos con la regla i* = -1.

(3,6)(2, 1)+ (4, 3).
Solucién: Escribimos la expresion a calcular en la forma:
(3,602, H+4,3)=@3+61))2+1)+(4+30)=
=32+6i°+3i +2-6i=6-6+3i+ 121,
por consiguiente:
(3,602, H)+(4,3)=0+151
Ejemplo 4. Verifique la siguiente igualdad mediante calculos directos
asociativa).
B+20)+[2+61)+(B+7)]=[(3+2i)+ 2+ 61)]+(8+7i)]
Solucion. (3 +2i) +[(2+6i)+(8+71)]=(3,2)+[(2,6)+ (8, 7)] =
=(3,2)+(10,13)=
= (13, 15),
=13+151
[(B+2)+2+6)]+(B+71)]=[(3,2)+(2,6)]+(8,7)=
=(5,8)+(8,7)=
=(13, 15),

=13+151
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1.7. NUmeros complejos conjugados

1.7.1. Definicidn

Se llama  conjugado  del nimero complejo a + ib al numero
complejo a-—ib.

El conjugado de a se denota a:

a=a+ib <& a=a-ib.
Queda definida asi una aplicacion o +— « de C en si mismo.
Se tiene: o+ a =2Re(a); a - a=2ilm (a)
. 2.2

Ademas: oa-a=a+b
Por ejemplo: Si aa=-2+ 31 entonces sera o =-2—3i;
se tendra:

ot a=-4 y o a=(-27+3"=13
Problema: Halle dos numeros complejos oo y [ de manera que su suma dé por resultado
un numero real a y su diferencia un nimero imaginario bi.
Solucidn:
Puesto que la suma o + B es un numero real, las partes imaginarias de o y de [3 deben ser
iguales en valor absoluto, pero de signos opuestos. Ademas como la diferencia o -3 es
imaginario puro, las partes reales de o y de 3 deben ser iguales. Por lo tanto si o =X + 1y,
tendra que ser 3 = x — 1y, para cualquiera x e y nimeros reales. Tendremos entonces que:
atPf=2x=a = x=}%a

a-B=2iy=b = y=%b

De esta manera los dos nimeros complejos son: aa="2a +%bi y f='%a-"%bi=a
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1.7.2. Propiedades

Propiedad 1

Por definicion, el conjugado de a-ib es a + ib, entonces:

Q|
Il
R

Esto prueba que a o es involutiva.

Propiedad 2

La involucion o +> o esun automorfismo para la suma

a+P=o+p

Si a=a+ib y P=c+id, entonces: o= a—ib y P =c—id.

De donde
a+B=(@+c)—i(b+d)=a+p.

Porejemplosi a=5+21 y [ =4-6i,seran o= 5-2i y B=4+6i,

De donde:
o+ B =(5-2i) +(4+6i)=9+4i;

ot+B=(5+21) +(4-61)=9—-41 luego a+p =9 +4i;

y se verifica que,

o+ pB=9+4i=a+p

Propiedad 3

Lainvolucion o + o esun automorfismo para la multiplicacion:
a-B=oP
Considerando las mismas notaciones, se tiene:
a-p =(ac—bd)—i(ad + bc)= a-p

Porejemplosi a=5+21 y [ =4-6i,seran o= 5-2i y B=4+6i,
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De donde:
0B =(5-20) - (4+60)=20+12+301-8i=32+22i

o-B=(5+2i) - (4-6i)=20+12-30i +8i=32-22i luego a+p =232 +22i

y se verifica que,
o-p=32+221 =a+

De estas propiedades resulta que, en todo calculo sobre los numeros
complejos, si se reemplazan los niumeros que intervienen por sus conjugados, el resultado
se reemplaza por su conjugado. La conjugacion es un automorfismo del cuerpo C.

Lema
VBeC*, con B =(a,b) setiene que: B_l = i_
P-p
Prueba:
Dado que B =(a, -b), sera:
B __ (a-b) _ (a-b) :( a . -b jzﬁ-l
B-p (ab)r(a-b) a?+b> la?+b? a?+b?
Consecuencia

Dado un numero complejo a cualquiera, se puede escribir:

=]
=I

_ o
a‘Blz—:

=I

B.

Es decir, para escribir una fraccion entre dos nimeros complejos en la forma (a, b);
multiplicamos y dividimos la fraccion por el conjugado del denominador; esto es:

=

a-

e
BB

=

Ejemplo 5: Siendo a y b niimeros reales, escriba el siguiente nlimero complejo en la forma a +
bi:

3+2i
1+1

=I

. , o o
Solucion: De acuerdo a la formula — =

; tenemos que:

=
=
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1.8. Médulo de un niumero complejo

1.8.1. Definicidon

Sea un numero complejo o = a + ib y su conjugado. Calculamos el
producto:

oo =(a+ib)(a—ib)=a’+b’

El producto de un ntimero complejo por su conjugado es un niumero real,

positivo o nulo. Este nimero o« admite por consiguiente una y s6lo una raiz cuadrada
positiva.

Definicion:
nulo, va-a

Se llama modulo de un nimero complejo o al nimero real positivo o

El médulo de a se denota |a |.

Por definicion,

|a+ib|=+a’+b’
Queda asi definida una aplicaciéon de C en R™:

a = |al

Ejemplo 6. a) Si a =(3, 4), entonces |a |= V32 +4% =25=5

b) Si a =1+ 2i, entonces | o |= V12 +2%2 =5,

En 1.9 estudiaremos el plano complejo. Sin embargo a esta altura
conviene observar que es evidente que existe una funcion biyectiva que asocia a cada
elemento del plano R? un namero complejo C y s6lo uno. En 1.9 se establecerd que esta
funcién es un isomorfismo, por lo que los nimeros complejos pueden interpretarse
geométricamente como puntos de un solo plano.
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1.8.2. Valuacion sobre C

Mostraremos que esta aplicacion posee las tres propiedades que
distinguen al valor absoluto.

Propiedad 4
la|=0 < a=0.

En efecto, se tiene en R, las siguientes equivalencias logicas:

(Va’+b?> =0) < (@+b'=0) < (a=0y b=0)

Propiedad 5

o — |o| esun morfismo del grupo multiplicativo de C sobre el
grupo multiplicativo de R*:

loB=]of]B].
Por definicion:
laf=oa, |BP=pp.  |oBl=apop
Aplicando la propiedad 3 (automorfismo del producto), y la conmutatividad, se obtiene:
|op = opraB=capp=]al|BF=(alip)
Tomando las raices cuadradas en R", la propiedad queda demostrada.

Consecuencia

) 1
Si B=— entonces,
o

o
o

El médulo del inverso es igual al inverso del médulo.

Propiedad 6

El médulo de la suma de dos niimeros complejos es a lo sumo igual, que
la suma de los médulos de éstos nameros.

lao+B| < Joaf[+[B]
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Lema
Cualquiera que sea el nimero complejo 7, se tiene:

Re(y) < |v]|

Se debe precisar que la desigualdad que se trata de demostrar aqui, tiene
lugar en R, hay que tener cuidado de no escribir la desigualdad en C, ya que no se puede
definir ninguna estructura de orden parecida en C.

Se debe observar que ninguna estructura de orden en C confiere a C de
una estructura de cuerpo ordenado, va que en tal cuerpo todo cuadrado es positivo,
mientras que en C: i2 = -1.

Llamamos
y=a+ib.

Setiene Re(y)=a y |y|= va? +b? (mimero real positivo o nulo).

O sea, en R, se tiene que
a< \/a2 +b?

Puesto que, si a es negativo, la desigualdad es evidente y si a es
positivo, es suficiente comparar los cuadrados de los dos miembros y constatar que se
tiene

a?< a’+b*.

Demostracion de la propiedad 6

Se tiene, por definicion,

la+B = (a+p)a+B)=(a+p)a~+p)
Desarrollando en C esta expresion:
la+BF= (a+B)a+B)=ca+Bp+ap +ap=
=la+ [BP+oB + o

Aplicando el lema al nimero y = OL-B:

ap+ap < 2Bl =2]al ]
entonces:

la+ Bl < JaP +|BP+2]al-|Bl = (o] +|B])’
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Dos numeros reales positivos o nulos estan en el mismo orden que sus cuadrados, la
propiedad 6 queda demostraday

la+B| < [af+[B]

Las propiedades 4, 5 y 6 muestran que el mddulo tiene las mismas
propiedades que el valor absoluto.

Desigualdades

Son indispensables ciertas desigualdades que contienen modulos de
nimeros complejos para el desarrollo de ciertos aspectos tedricos y la solucion de
problemas. Como el médulo de un nimero complejo es un niimero real, en la resolucion de
estas desigualdades se utilizan las propiedades del cuerpo totalmente ordenado.

l.a) [o|2|Re(); b) [o|2]Im(a)|

2. |a|?> 2| Re(a)| - | Im(a)|

3. V2]alz |Re() + | Im(o)
Solucién de 1:

1.a) Puesto que todo nimero complejo o puede escribirse como a = Re(a) +1 Im(a), su

modulo puede escribirse como | a | = \/ [Re(ot)]2 +[Im((x)]2 . Como [Im(a)]* > 0, de

deduce que:

VRe(@) + [1m(@) > [Re(a)? =[Re(c).

| a | >| Re(a)].

Por consiguiente:

1.b) De la misma manera tenemos que: | o | = \/ [Re(a)]2 + [Im((x)]2 y [Re()]* > 0, se

sigue:

VRe(@)P +[m(@)f = /[im(@) = fim(c)

|a| =] Im(a)l.

De lo que resulta:

Solucién de 2: Como el cuadrado de un niimero real no puede ser negativo, podemos
escribir:

URe(a)' + |Im(ot)]2 > 0. Por consiguiente,
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desarrollando el cuadrado:
[Re(a) + [1m(a) P = | Re (o + 21 Re (o0} Im(o0)] + | Im(o0)* 2 0

Es decir que, | Re (a)* + | Im(a)* > 2| Re(a)|| Im(av)| , o lo que es lo mismo:

la|?2 2+ |Re (o) - | Im(at)]

Solucion de 3: Si a la expresion de arriba, le sumamos | o [*= | Re (a)]* + | Im(o)]* se
obtiene:

2o [* =] Re ()] + 27| Re (o)|-| Im(a)| + | Im(ar)[*, de donde
2 2 , .
2:la| > URe(a] + |Im(0c)|] y extrayendo las raices positivas se concluye que:

V2 o> |Re (o) + | Im(a)l

1.8.3. Sub-grupo multiplicativo U de los numeros complejos de moédulo 1

Designamos por U al conjunto de nimeros complejos de modulo 1:
U={aeC/|a|=1}
La propiedad 5 expresa que la multiplicacion es interna en U:

(af=Ty [Bl=1) = Jof[-[B[=]a-B|=L

Por otra parte, el inverso de o € U es un numero de U.
1 1

_=_:1

(0 o |

la|=1 =

Entonces, U es un sub-grupo multiplicativo de C. Este es el nucleo del
morfismo o > |a| del grupo multiplicativo de C enelde R—{0}.

1.8.4. Resoluciéon de 72 = .

., 2 . .y, . .
Laecuacion 2z~ = a se denomina ecuacidon binomia de segundo grado.
o estddadoen C ylaincognitaes Z.

Llamando z=x + 1y, a=a+ib; conx,y,a,b sonnimeros reales..

La ecuacidn binomia se escribe
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(x+iy)’=a+ib

Igualando parte real y parte imaginaria de la ecuacion, podemos escribir:

xX*—-y*=a y xy=b/2; (1)

o también:
K+(y)=a , xX(y)=-b7/4 y xyb>0) 2)

Reciprocamente, cada solucion (x,y) de (2), talque a xy se le asigne
-y 5 . , 2 ) .
b, es solucion de (1); resolver (2) es determinar los dos numeros X~ y (-y”), conociendo
su suma y su producto, y son en consecuencia, raices de la ecuacion de coeficientes e
incognitas reales:

uw’—au-b¥4= 0;

esta ecuacion tiene una raiz positiva x° y una raiz negativa (-y’), entonces sin
ambigiiedad,

, Va'+b’+a , Wa’+b’-a

X = y:

2 2
Va? +b? +a , va? +b% -a
AT TR

con g2 =¢%=1,siendo ¢ y & tales que xyb > 0, luego tales que e&’b > 0; de donde
obtenemos dos soluciones

\/a2+b2+a o \/a2+b2—a

Z] =€ fjﬂsl 5

una de ellas (con 818'1 del signode b), y z, =-z; la otra.

Para b=0 y a>0 se encuentra:

Z1 = 81\/E 7= -7
parab=0 y a<0 (cuidado, que Va? = | a | =—a) se encuentra:

zy =¢g|W-a z=-7.

Si a=b=0 seencuentra z; =2z, =0, luego:
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Teorema
Todo niimero complejo tiene dos raices cuadradas opuestas. Son distintas
entre si, siy solo si, el nimero es no nulo.

Ejemplo 7. Encontrar las raices de la ecuacion ol=1+i.

Solucién. Tomamos o = (x +iy)* = 1 + 1, o bien: x> — y* + 2xyi = 1 + i, es decir podemos
formular, igualando la parte real y la parte imaginaria.

1 ,de manera que:
ax*y? =1 x2(-yt)=—

2 2
2 2 2 2 — =
{X -y =1 {x +(-y7)=1 X"+ (-y)=1
4

2xy =1

podemos ahora considerara x> ya (- y®), (la suma de las dos raices es 1, y el producto

. . 1 .,
es Y4) como las raices de la ecuacion: u*—u - 2 =0, cuya solucion es:

1 2 1 2

U =—+—> n=———"
: 2 yoomrmayTy

Como (-y) es una raiz negativa, tendremos que elegir uw = (-y*) y u; = x%, luego
tenemos:

V=u = y= gy—Uup, con &€ ==xl,esdecir y=¢

w5

1
2

l\)“ ~

. 1
X=u = x=¢'\/—u;, con g==1,esdecir x=¢ §+

. 2 2 . . ., .
Sitomamos €= ¢'= 1, y reemplazamos en x"—y” + 2xyi = 1 + 1, la ecuacion se verifica:

1&-[1@}”[ 1+£N iﬁ}m

2 2 (2 2 2 2 2 2

Por consiguiente el conjunto solucion de la ecuacion seré:

con o igual al opuesto de a,.

1.8.5. Ecuacion de seqgundo grado con coeficientes complejos

ax>+bx+c=0, con a#0
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se puede escribir
b)Y b’-dac
X+—| ——=0.
2a 4a’

se presentan dos tipos de discusion segiin sean a, b, ¢ reales o no;

1. a, b, c reales

‘= -b+a~:\/b2 —4ac

b* —4ac >0 (82:1),
2a
. [2
b2 dac <0 X:-b+81 b“ —4ac (gz=1),
2a
b*—4ac=0 x:—i.
2a
2.a,b, c no reales.
Sea d un nimero complejo tal que:
d>= b’ —4dac
b2 —4dac #0 x=-0ted €2 =1)
2a
b>—4ac=0 x:—i
2a

1.9. Plano Complejo

1.9.1. Representacion geométrica de los niumeros complejos

Sea P =R? el plano euclidiano, {e;, e} su base candnica. La
aplicacion:

f: R® > C; fa,b)=a+1ib
es evidentemente biyectiva.
Todo punto (a, b)eP estd asi asociando a uno y sélo un elemento a=a+ib de C, y
reciprocamente. Ademas, f es un isomorfismo de la adicion del R-espacio vectorial P

sobre la adicién en C:

(a,b) —— a+ib; (c,d) —— c+id
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implica
(a,b)+(c,d) —— (a+c)+i(b+d)="1(a,b)+f(c,d)

En la multiplicacion de un ntimero real por un numero complejo sera,
para todo escalar c € R:
c(a,b) —— ca+icb=cf(a, b).

En consecuencia, los R-espacios P y C son isomorfos. Estos dos
espacios vectoriales quedan identificados y se los denominan, C ¢l plano complejo.

Todo (a, b)eR?, f(a, b) = a se denominara punto del plano complejo C.

La adicion en C tiene por imagen en el plano complejo a la adicion
vectorial.

Sea o € C un punto dado del plano complejo. Entonces la aplicacion:
te : C > C, t(z)=z+a
es la traslacion de C asociado a a. El conjunto T de las traslaciones cuando o

recorre C es un grupo conmutativo, sub-grupo del grupo (C) de las permutaciones del
plano complejo C. T es isomorfo al grupo aditivo de C.

Sea A € R, laaplicacion h; : C — C; hy(z) = Az es una homotecia
derazén A. El conjunto H de las homotecias cuando A recorre R* es un grupo
conmutativo, sub-grupo de ¢ (C), isomorfo al grupo multiplicativo de R.

€2

\ 4

€]
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1.9.2. Médulo de un nimero complejo

g: C —> R

Dada la funcion { 21 g(z) = ” . ”

Sea z e C y g(z) suimagen en R. Entonces,

| 2z)|=a? +b% =|| z]|

El médulo de un ntimero complejo es la norma del vector asociado en P.

1.9.3. Rotaciones

El circulo-unidad es la imagen, en el plano complejo, del sub-grupo U
multiplicativo de nimeros complejos de modulo 1.

Para identificar C con el plano, se dice que U es el circulo unidad.

Definicién:
A todo o € U, asociamos la aplicaciéon r,; C — C siguiente:

(VzeC) r14(z)=az.
1y se denomina rotacion del plano complejo C asociado a a.

Sobre la figura, se muestra la imagen de un zeC. Se tiene:
14(2)7- .

T2 [| =]z

Es evidente que toda rotacion r, es biyectiva.

Es una permutacion del plano. Si se designa por R al
conjunto de las rotaciones r, cuando o recorre U,
entonces R es una parte del grupo ¢ (C) de las
permutaciones del plano.

La reciproca der, esta definido por:
(VzeC) 1y =o'z

r =71,

a

. -1
ysetienequer o € R.
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Sean ahora dos rotaciones r, y rp. Se tiene:

(VzeC) (tpo To)r) = Tpr) = P(az) = (Ba)z = rpy

Luego

Igo Ty = Iy oIp= Ipq.
y se tiene que 1oy € R, y que la ley de composicion de rotaciones es conmutativa. De
lo que resulta que R es un sub-grupo conmutativo de (C). Se le denomina grupo de

las rotaciones. (vectoriales).

Ademas la aplicacion:

¢: U > p@©
(Vael) O = Q)= I

es un morfismo de grupos:

Pwp= P o Q-

Este morfismo es inyectivo:

g = Iy = (Vzel) Ta(z) = Ty = 0Z=0"Z = o=’
y la imagen de este morfismo (@(U) = R. En consecuencia, el grupo multiplicativo U de
los ntimeros complejos de moédulo 1 es isomorfo al grupo de las rotaciones.

Teorema?2

El conjunto R de las rotaciones del plano P es un sub-grupo
conmutativo de grupo @ (C) de las permutaciones de P.

El grupo de las rotaciones R es isomorfo al grupo multiplicativo U de
los nimeros complejos de modulo

Ejemplo: Determinar la rotacion 1,(z) = oz, para o = 73 +% ien el punto z = %+ 2i.

Solucién: Tendremos que: 14(z) = 0z = (% +%i] (% + 2ij = 3\/54_ 4 + 4\/i+ 3 i.

Observar que: |o |=1; yque |r(z)|=|z|= % Es necesario que el lector, haga una

representacion grafica, para visualizar la rotacion.
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1.9.4. Similitudes
Definicion
A todo aeC*, asociamos la aplicacion s, : C — C siguiente:
(VzeC) Sa(z) = OZ
sq se denomina similitud del plano complejo C asociado a a.
Es evidente que s, es biyectiva. Es una permutacion del plano. Si se
designa por S al conjunto de las similitudes s, cuando a recorre C*, S es una parte

del grupo ¢ (C) de las permutaciones del plano.

De lo que precede, se ve que, para cualquieras, y sg en S:

-1 — —
SO{ :Sa_l,sﬁ OSa _Sg_ 05[3 _S(j_ﬁ.

Luego s; pertenecea S y spoSy € S. Ademas la ley de composicion

de similitudes es conmutativa. En consecuencia, S es un sub-grupo conmutativo del grupo
#(C) de las permutaciones del plano. Se lo llama grupo de las similitudes. (vectoriales).

Ademas el grupo R de las rotaciones es sub-grupo de S; la similitud s,
es una rotacion si a€U. El grupo H de las homotecias es también sub-grupo de S; la
similitud s, es una homotecia si oe R*.

Por ultimo, la aplicacion
y:C*—> p(O)
(VacC) W=
es un morfismo inyectivo de grupos donde la imagen es y(C) = S.

En consecuencia, el grupo multiplicativo de C* es isomorfo al grupo de
las similitudes S. Resumiendo, tenemos este resultado:

Teorema 3
El conjunto S de las similitudes del plano P es un sub-grupo
conmutativo del grupo ¢ (P) de las permutaciones de P. El grupo de las similitudes S

es isomorfo al grupo multiplicativo C* de los niimeros complejos. El grupo R, de las
rotaciones y el grupo H de las homotecias son sub-grupos de S.
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1.9.5. Factorizacion canodnica de una similitud

Observemos primero que el conjunto H' de las homotecias h; donde la

razén A recorre Hi es un subgrupo del grupo H de las homotecias, e isomorfo al grupo

multiplicativo de R’ .

Sea una similitud s, € S (o € C*). Tomamos |a|= A € Rj . Para todo

su(z) = Az = [%j(kz) = k(%zj.

z € C, se tiene

Observemos que:

En consecuencia, si h; es la homotecia de razon A (positivo) y 1, la
rotacion asociadaa o ’e U, se tiene:

Sa = ra’ Ohx = h}\‘ Org_’.

Esta es, la factorizacién candnica de la similitud s, .

Teorema 4
Toda similitud S¢ €S es compuesta, de manera Unica, de una

homotecia hy e H; (A= |o| € R j) y de una rotacion r, € R (o’ = a A eU):

Sq =Ty ohy = hy ory.

1.9.6. Similitudes afines

Definicion
Para toda similitud s,€S y toda traslacion tgeT, la compuesta tgo sy
denotada s, g se denomina similitud afin del plano asociadoa ay f.

- St aeU, sy p sedenomina rotacion afin'y se denota r, p.

- Si A e R* su,p sedenomina homotecia afin de razén Ay se
denota hy_p.
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- Si o =1, entonces si g = tp, traslacion asociada a f.
Propiedad 7
Para toda similitud s, g, existe unay solo una traslacion, t, € T tal que
Sap =1tp0Se = Saoty
Notemos que, para todo y € C,
(Vze C) (Su0 t)(2) = a(z+7).
Mostremos entonces que para todo a#0 y [ en C existe uno y séloun y € C tal que
(Vze C) az+pB=o(z+7).
Es decir, y = fa”". La propiedad queda demostrada.

Se ve también que, enel caso B#0, tgoSq#Sqotp si a1, luego
Sq & T.

Designemos por SA al conjunto de las similitudes afines s,, g cuando
a recorre C. SA es una parte del grupo @ (P) de las permutaciones del plano Py se
tiene:

SNT < SA < p(P).

De acuerdo a la propiedad anterior, el sub-grupo ¢ (P) engendrado por
la parte S N T es precisamente SA.

Se ha obtenido entonces el siguiente teorema:
Teorema 4
El conjunto SA de las similitudes afines es un subgrupo del grupo ¢ (P)

de las permutaciones del plano P, sub-grupo engendrado por la parte SN T .

Punto invariante de una similitud afin

Mostraremos que, para toda similitud afin s, 3 € SA distinta de una
traslacion, existe uno y sélo un punto { € C tal que

Sap(8) =G

En efecto, la ecuacion en C
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ac+p=C

tiene una, y solo una solucién si, o # 1

¢ =

1-0a

Propiedad 8

Toda similitud afin s, p , distinta de una traslaciéon (o # 1) posee uno y
s6lo un punto invariante, € = (1 - a)’.

Se la denomina centro de la similitud afin s, .
El centro de la similitud s, es 0.

Sap(2)
z
C
i
0 1
Tenemos ahora la siguiente propiedad:
Propiedad 9
Para toda similitud s, (a# 1) de centro C:
Sap =troSgoly
En efecto
(Vze(C) sap(z) =0z + B
C=al+p
Restando miembro a miembro, se obtiene
Sap(2) - =0 (z-0C)
Tenemos entonces el siguiente esquema:
tg 54 g
z z > L — > az-0) —> awz-0) +C = 5452
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ANEXO 1

En andlisis matematico se estudiara que:

0

¢ =cosO + i send
en particular (k entero)
2ikn _ | LI
tendremos ( teZ)
¢© ¢l = @) (o)l i () = &,

Todo niimero complejo z = r(cosO + 1 senf) puede entonces escribirse
bajo la forma:

z=re"?

llamada forma exponencial, particularmente comoda gracias a las férmulas recordadas
anteriormente para efectuar productos y cocientes.

Ejercicios propuestos

1. Expresar cada uno de los siguientes items, en la forma ri; donde r es un nimero real
positivo.

) \/?; b) -v-49; o \/g; O 72 9T D |-

2. Expresar cada uno de los siguientes como 1, -1, i o -i:
a)i'; b i’ o i% d) )5 e fHil-

3. Si a=(2,1); b=(4,3), determinar: a) a+b; b) a-b; c¢)2a; d) 3b;
e) ab; f)b'; g) ab’

4. Si a=(-2,3); b=(6,8), determinar: a) a+b; b) a-b; c) 2a d)3b; e)ab;
f) b’ g) ab’.

5. Dar el conjugado de cada uno de los siguientes nimeros complejos:

a) (7, 4); b) 2 + 3i; ©)-3-4i;  d) 23+4/5i; e) (3/4,3/5).
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6. Dar el mddulo de cada uno de los numeros complejos del ejercicio 5.

7. En cada uno de los items, desarrolle las operaciones indicadas y exprese el resultado de
la forma a+ bi, donde a y b son numeros reales.

a) (_9)1/2+ (_25)1/2 + (64)1/2; b) (_3)1/2(_12)1/2; C) (_22)1/2 _ ((_2)2)1/2;

d) (1 +41)+ (3 + 21); e) (3- 2i)2 3+ 21)2; f) (5+ (_4)1/2)(5 - (_4)1/2);
2+3J-2, 1+i . (2+i)

O N 26 Doy

8. En cada uno de los items, determinar los valores que deben tener x e y para que las
igualdades se cumplan.

a) (2,-5) = (%, y); b) (2x,-3)=(-4,-y); €) X-2y+xi-yi=2+5i
d) x+2xi-7y-6yi=15-10i.

9. Determinar el valor de x>+ 6x + 13, donde x =-3 +2i.

10. ;Es 3+i unasolucién de y*-6y+ 10=07.
¢Es 3 -1 unasolucién de y*- 6y + 10=07.

11. Demostrar:  Va, BeC, a (0, 0), ax+p=0 = x=-Ba’.
12. Resolver la ecuacion dada y comprobar la solucion:

a) (3, 4)x + (5, 6) = (0, 0); b) (3, -4)x + (1, -2) = (0, 0); ¢) ix=1;
d) (1+)x-2=0

13. Resolver la ecuacion dada por completacion de cuadrados. Comprobar cada una de sus
soluciones por substitucion.

a) X°+5x+7=0; b) x*-x+1=0; ) 2x*-6x+5=0;
d) 2x*+ 10x + 15 =0; e) 3x*-8x+7=0; f) 3x*-2x+1=0.
14. Resolver la ecuacion dada usando la formula cuadratica y comprobar sus soluciones.

a) X’ +x+1=0; b) x*-8x+25=0; ) 9x*-24x +41=0;
d) 25x*+2x+52=0; e) (x-1)Y+x+1)*+2x=3; ) 0.01x*-0,03x+0,2=0;

15. Determinar k, tal que la solucion de la ecuacion dada en x contenga Gnicamente un
elemento.

a) kx*-3x+k=0; b) 2kx*+5x*-3kx+k-1=0.
16. Determinar k, tal que el conjunto solucion de la ecuacion dada en x contenga: a)
dos nimeros reales; b) dos nimeros complejos de la forma a+bi y a-bi, donde a

y b#0 son nimeros reales.

a)x’+4x +k=0; b) x* - kx + 9 =0;
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(Recordar que: a’+b® = a’ - (bi)* = (a - bi)(a + bi).

17. Factorizar la expresion dada, en factores de primer grado, en el cuerpo de numeros
complejos.

a) x> +x+1; b) 16/81x*+49; c) 2x*-2x + [; d) 3x*-2x + 1.
18.Si z y z’ son complejos, se consideran los tres niumeros:

z+7 2z -z 1- zZ'
X= ; =]— u=
1+zz'° Y 1+ 2zz 1+ z7'

y 0

2, .2, 2 . P
Demostrar que: x”+y” +u” =1. Verificar que si z'= z, entonces X, y, u son
reales.

19. Probar que si z, z, z; € C,

a) z=z; b) (Z1+zz):;1+z;; c) 21.22:;1.272; d) (—z):—z; €) (zl—zz):zl—zz
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2. Razones y funciones trigonométricas

2.1. Introduccioén

Se supone que el alumno tiene un minimo conocimiento sobre “medidas
de angulos”. De cualquier manera, se presenta aqui un resumen de la teoria de angulos y su
medida.

Se considera lo que sigue en el plano complejo P = C, la semirrecta
vectorial d; correspondiente al punto 1 de C se llamara eje polar. El circulo unidad U es el
grupo multiplicativo de nimeros complejos de médulo 1. Es isomorfo al grupo R de las
rotaciones.

A todo aeU le corresponde una y solo una semirrecta vectorial dg.

Reciprocamente a toda semirrecta vectorial le corresponde uno y sélo un
punto aeU de tal manera que esta recta vectorial sea d,.

En consecuencia, si se designa por D al conjunto de las semirrectas
vectoriales, existe una biyeccion

¢o: U—>D
o — dg

2.1.1. Propiedad 1

Existe una biyeccion ¢ : a — d, del circulo unidad U sobre el
conjunto D de las semirrectas vectoriales.

2.1.2. Angulos

Un éangulo (en el plano), denotado por (ds; dg), consiste en dos
semirrectas d, y dg con un punto final comin y una rotacion que lleva d, sobre dg. Al
punto comun se le llama vértice del dngulo; a la semirrecta d, se le llama lado inicial y a
la dg lado terminal del 4ngulo. Como la rotacion tiene una direccion y por lo tanto se le
puede asignar una medida y un signo, el dngulo queda “orientado”. A esta medida de la
rotacion se le llama la medida del dngulo y la denotaremos inicialmente por el nimero real
X.

Vamos a decir que el angulo es positivo, si su rotacion es contra reloj. En
caso contrario decimos que el angulo es negativo. Se denota graficamente por un arco con
la cabeza de flecha sobre el lado terminal del angulo.

Nosotros vamos a considerar por conveniencia, a un angulo con su
vértice en centro del circulo de radio 1. Luego se podra extender a circulos de radio
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cualquiera. Tenemos entonces, a O el centro del circulo unidad; a o y B puntos sobre el
circulo unidad. Los segmentos Oa y Of tienen longitud 1. Por rotacion de d, alrededor
del origen O, hasta que coincida con dg , construimos el 4ngulo (d,; dg), (muchas veces
denotado también <aoOp ), con medida x.

2.1.2.1. Angulos orientados

Definicion
Se llama angulo orientado a todo par ordenado de dos semirrectas
vectoriales d, y dg.

Se lo denota (dg, dp).
El conjunto de los dngulos orientado es entonces D”.

Se dird que un angulo orientado (d,, dg) es congruente a un angulo
orientado (d, dg) si la rotacion que envia d, sobre dg es la misma que envia d,> sobre

dp-.
Recordemos que la rotacion r, que envia a sobre [ estd definida por
B=y-a.

Esta relacion binaria en el conjunto D%, (congruencia) es una relacion de
equivalencia. Sea Q el conjunto—cociente. Se debe observar que todo angulo orientado
(d«, dp) es congruente a un y sélo un angulo (di, d,), donde el primer lado coincide con el
eje polar d;.

2.1.3. Propiedad 2

Sea Q el conjunto de clases de congruencia de angulos orientados.
Relativo al eje polar, existe una biyeccion de D sobre Q, d, — (di, do).

O sea, podemos definir la biyeccion de D sobre el conjunto Q de las
clases de angulos orientados.

y:D =5 Q
De acuerdo a lo expresado antes tenemos:
¢o: U—> D; o — dy y
v:D - Q; d, — clasede (dj, do).

Entonces y o ¢ es una biyeccion de U sobre Q:
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Yyop:U —» Q; o — clase de (di, dg).
Se transporta por lo tanto, la estructura del grupo multiplicativo U sobre
Q, definiendo en Q una ley de composicion interna, (denotada +) de la manera siguiente:

(Wo0)(a) + (Wo)PB)=(vop)aP)

A partir de este concepto se deduce que (Q, +) es un grupo conmutativo,
isomorfo al grupo multiplicativo U, por consiguiente al grupo R de las rotaciones.

Podemos ahora definir la siguiente funcién:
0:0 — 14
que sera un isomorfismo multiplicativo U sobre el grupo R de las rotaciones. Se denotara:
U, =U"- {c} con o la rotacién correspondiente al angulo Ilano.

Se denota: 8(U;))=R; y U'={aeU/ Im(a)>0}.

2.1.4. Medida de Angulos

Definicién:

Medir los angulos es construir una aplicacion p: Ry — R que tenga las
siguientes propiedades:

1) u es un elemento diferente de 0y elegido de una vez y para siempre
en R,y denominado Unidad de Medida, se tiene:

pn() = 1.
2- Cualesquiera que sean x ey de Ry, se tiene, cada vez que :

Xty eR;

Hixty) = Mo T Hy)

2.1.5. Numero

Para definir la longitud de un circulo, se inscribe en el circulo un
poligono regular de n lados luego se mide el perimetro por el numero real py,, y se le
circunscribe a este circulo un poligono regular de n lados luego se mide el perimetro por el
nimero p’,. Se obtiene de esta manera dos sucesiones (pn) y (p’n) adyacentes, la primera
creciente y la segunda decreciente. EI nimero real
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= lim p,
n—>oo

es la medida por definicion de la longitud del circulo.

Si de es el didmetro, de denota 7 al nimero real

T=—
d

Este nimero n es el mismo para todos los circulos y es un numero
irracional.

Se llama radian la unidad de angulo tal que, la medida del angulo llano
sea .

En todo lo que sigue, se mediran a los angulos eligiendo por unidad, el
radidn.

2.2. Seno y coseno

Sea U el circulo unidad en el plano P, la base candnica {ei, e,}
Definicion.

Sea g:R — R/2nZ laaplicacion canonica.

Sea 0:R/2nZ — U el isomorfismo del toro sobre el circulo unidad

U (Asimismo isomorfo al grupo de las rotaciones). Por consiguiente 0 o g asocia a todo
nimero real x un nimero a+ib € U. Se denota por definicion:

a=cos X, b =sen x.

Se definen asi simultaneamente dos aplicaciones de R en R,
denominadas coseno y seno, segin el esquema siguiente:

xeR —& 5 xeR2zZ —%5 atibeU
Si se reemplaza x por un nimero x’ de la misma clase que x:
x=x" (mod 2m)
el correspondiente oo =a+ib € U no cambia. Luego
COSX’=COSX Yy senx=senx’.

Como o € U, entonces |a|=1y
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(VxeR) cos’x + sen’x = |
Esta es la formula fundamental de la trigonometria.

Esta formula nos pruebaque x — cosx y X — senx, aplican al
conjunto de los numeros reales sobre el intervalo [-1, +1].

Si tomamos un numero ae[-1, +1], le corresponderd al menos un
namero b tal que a°+b°=1 y ademas a=a+ib e U.

Entonces existe xeR tal que:
-1 _ -
0 (o) = x.
Por consiguiente, todo nimero a del intervalo [-1, +1] es la imagen de
un x de R por la funcién coseno, que es en consecuencia una sobreyeccion de R sobre

ese intervalo. Se prueba de la misma manera que la funcidn seno es una sobreyeccion de R
sobre [-1,+1].

Estas funciones no son inyectivas, ya que dos numeros distintos X y x’,
congruentes modulo 27, tienen el mismo coseno y el mismo seno:

(VxeR) cos(x+2m)=cosx y sen(x+2m) =senx.

Se dice entonces que las funciones coseno y seno, son funciones
periodicas de periodo 2.

2.3. Tangente y cotangente

El conjunto de los niimeros reales para los cuales la funcién coseno se

anula es la siguiente:
T
{— + kn} .
2 keZ

Designemos por A al complementario de este conjunto en R:

A= U} +krz ,—+(k+l)n[

keZ

Definicién
Se llama tangente a la aplicacion de A en R, denotada tg, siguiente:

sen x
tgx=

COS X

47



Y
€ ﬁ A
b F-sen-x a=a+ib
U
X
0 a=cos X e
D, D

Consideremos, de acuerdo al dibujo de arriba, la tangente D sobre el
circulo unidad en el punto e;, y el punto aeU correspondiente de x por la
composicion 0 o g, para todo xeA. La recta vectorial D, corta a la recta tangente D en
el puntoy y tgx eslaordenada de y en {ej, e,}.

Todo numero real ceR es la ordenada de un punto y sobre D y la recta
vectorial D, corta entonces a U en dos puntos, a uno de ello lo designamos por a. Luego si

x =07 (a), se tiene que tg x = ¢, donde ceR, es la ordenada del punto y. Por consiguiente
la funcidn tangente es una sobreyeccion sobre R.

Ahora, el conjunto de nimeros reales para los cuales la funcion seno se
anula es la siguiente: {km}ycz.

Designemos por B el complementario de este conjunto en R:

B= U]k?[; (k + )|

kez
Definicién:

Se llama cotangente a la siguiente aplicacion de B en R, denotada cotg:
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cos X
cotg X =

sén X

Sea A la tangente al circulo unidad en el punto e, de la figura. A todo
xeB, le corresponde un punto a.eU. La recta vectorial D, corta a A en un punto Py la
cotg x es la abscisa de el punto Ben {ej,e,}.

Todo nimero real deR serd la abscisa de un punto 3 sobre A y la recta

Dg cortaa U en dos puntos, uno de los cudles designamos por o. Luego si 0'(a) = x, se
tiene que cotg x = d. Por consiguiente la funcion cotangente es una sobreyeccion de B
sobre R.

Es de hacer notar que la formula fundamental nos da inmediatamente:

(VxeA) 1+tgx =

COS2 X

(VxeB) 1+c0tg2x =

SeIl2 X

2.4. Formulas relativas a los anqulos asociados

Por simetria en torno de D.;, se obtiene:
cos(-X) = cos X,
sen(-x) = -sen X,
tg(-x) =-tgx.
Por simetria en torno de De;:
cos(T - X) = - cos X,
sen(m - X) = sen X,
tg(m - x) =+tg x.
Por simetria alrededor de O, se tiene:
cos(m + X) = - cos X,

sen(m + X) = - sen X,
tg(mt +x) =+tgx.
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Esta ultima relacion prueba que x— tg x (y también x— cotg x) es
periddica y de periodor.

Por ultimo, por simetria alrededor de la bisectriz (de de, ):

cos(m/2 - x) = sen X,
sen(m/2 - X) = cos X,
tg(n/2 - x) = cotg x.

2.5. Funciones sinusoidales

Nos interesa caracterizar los graficos de las funciones trigonométricas mas generales, en
particular los que resulten de las funciones seno y coseno.

La regla de correspondencia para estas funciones cuya grafica nos interesa caracterizar
viene dada por: f(x) =a-sen(bx + c¢) o también por g(x) =a-cos(bx +c); cona,byc
numeros reales, con a y b distintos de cero.

Para ello recordemos que el seno es una funcion periddica de periodo 27, al igual que la
funcién coseno, que el conjunto imagen es el intervalo [-1, 1], para ambas funciones, es

decir que:

-1 <senx<1 y que -1<cosx<1 (1)

y =sen x y = C0s X
Abhora, fijaremos nuestra atencion sobre la grafica del seno y el efecto que tienen sobre las

mismas los numeros a, b y c, en primer lugar tratar de responder la pregunta: ;qué efecto
sobre la grafica del seno, tendremos al multiplicar por un nimero a > 0?

2.5.1. Gréficade y=a-senx, (a>0)

Es evidente que si consideramos la funciéon y = a-sen X, con a> 0, cambiara el conjunto
imagen de la funcion. De acuerdo a la desigualdad dada en (1) se tiene que:

-a<a-ssenx <a, el conjunto imagen serd entonces [-a, a].

En cambio el periodo permanece inalterable, p =2, al igual que los ceros de la funcion.
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Para ilustrar esta situacion consideremos los siguientes ejemplos:

1° Ejemplo: y=2senx
12

2° Ejemplo: y = %2 sen x

Como se aprecia, el nimero a (amplitud) nos indica la longitud del conjunto imagen.
(ambos graficos, comparadas con la funcion dada por y = sen x).

Comparemos ahora la funcién dada por y =sen x y la dada por y = sen bx.

2.5.2. Gréficade y=senbx, (a=1yc=0)

Al multiplicar la variable independiente por un nimero fijo b, cambiaran de lugar los ceros
de la funcion, y por consiguiente el periodo. Observemos que:

El primer cero se obtiene cuando bx =0, 0seaen x =0.

El segundo cero se obtiene cuando bx =m,0seaen x=—, y

T

b
. 21

El tercer cero cuando bx =2w, es deciren x = 3

El periodo de la funciéon cambiard de p=2n a p= Fn

Para ilustrar este caso consideremos dos graficas unacon 0 <b <1 y otracon b>1, cada
una de ellas comparadas con la funcién dada por y = sen x.
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3° Ejemplo: y =sen Y2 x

Se debe observar para la funcién dada por y = sen 2 x, que el periodo es p =4m, y que sus
tres ceros estanen: x=0; x=2n y x=4m.

4° Ejemplo: y = sen 2x.

En cambio ahora, el periodo de la funcidon dada por y =sen 2x es p =m, y los ceros para
este periodo estdnen: x =0; x=7/2 y x=T.

Las graficas que hemos considerado hasta ahora, todas ellas estan dibujadas para el nimero
¢ = 0. Debemos observar que en todas el primer cero se encuentra siempre en x = 0.
(Qué pasa si el nimero ¢ es distinto de cero? O sea, las funciones del tipo y = sen(x + ¢)
con c#0.

2.5.3. Gréficade y=sen (xtc), (a=1,b=1yc=0)

Repasando lo anterior (para la funcién seno), dijimos que el primer cero lo
determinabamos para argumento igual a cero, es decir los ceros para la funcion y = sen (c +
c) seran:

Primer cero: X + ¢ =0, es decir en: X=-¢;
Segundo cero: X+ c=m, 0 seaen: X=T-C;
Tercer cero: X + ¢ =2m, o también: X =2m-C.

Por consiguiente la grafica de la funcion dada por y =en (x + c¢) aparecerd desplazada
respecto de la de y = sen x, como se puede observar en los ejemplos que siguen:
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5° Ejemplo: y =sen (x + 1)

ydvd

T T~ 1
3 1 2Nl and E

El periodo no cambia (b = 1), si cambian de lugar los ceros, observe que el primer cero
para un periodo, lo podemos tomar como x = -1.

6° Ejemplo: y=sen (x—1)

En este caso ubicamos al primer cero en x = 1.

Por ultimo, dibujemos algunas graficas, que tengan a los nimeros a, b y ¢ simultaneamente
distintos de cero.

2.5.4. Graficade y=a-sen(bx+c). (@=0;bx0yc=0)

7° Ejemplo: y =3 sen(1/3 x + 2)

Para esta funcién el primer cero se puede obtener en 1/3 x + 2, o seaen x =- 6,y el

T , . .
periodo serd p = 0 es decir p=6 n. Ademads tiene amplitud a = 3.

3

8° Ejemplo: y ="' sen(2x —2).

1
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El periodo es p = m; y el primer cero lo encontramos en x = 1.
En resumen, para dibujar la grafica de una funcion sinusoidal, se debera:

1°. Calcular el periodo como: p = 277[
2°. Identificar la amplitud: el numero a.

3°. Calcular los tres ceros para un periodo, recordando que el primer cero inicia el periodo,
el tercero lo termina y el segundo esta justo en el medio de los ceros extremos.

4°. También se debe observar que el valor maximo y el minimo se alcanzan siempre en el
centro de los intervalos que tienen como extremos a dos ceros consecutivos.

Recordatorio: graficas de la tangente, cotangente, secante y cosecante.

y =tan x
x T

] | | | | | | ] |

I 1 1 I | | 1 1 |

SN 12 3 4 5 B
T -1
T2
T3

y = cotan x Yy = cosec X

Muchas veces, necesitamos conocer las graficas de sumas de funciones trigonométricas,
para dibujarlas solamente tenemos que seguir las reglas del algebra de funciones.
Por ejemplo: y = sen x + cos x
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2.6. Amplitud, periodo, fase

Uno de los conceptos trigonométricos mas importantes es el de curva
sinusoidal. Se presenta en partes de Astronomia, matematicas y todas las ciencias que
incluyen a las ciencias sociales. Como ya dijimos, es simplemente la grafica de:

y =a-sen (bx + ¢), siendo a, b, ¢ constantes positivas.

Sabemos que el periodo es p = 27”, y a recibe el nombre de amplitud,

ahora bien, la frecuencia de una oscilacién es el nimero de periodos que hay en un
intervalo de unidad de tiempo, normalmente un segundo. La frecuencia de mide en
periodos por segundos, o, en lenguaje mds corriente en ciclos por segundo. O sea, un ciclo
es lo mismo que un periodo. La unidad empleada en radiodifusién es el kilociclo (mil
ciclos) por segundo. Estos son los nimeros que marca el dial de un aparato de radio. La
corriente eléctrica normal de las casas es de “50 ciclos” o de “60 ciclos”, lo que significa
una frecuencia de 50 ciclos/seg. o de 60 ciclos/seg.

Si una oscilacion tiene un periodo de p seg., su frecuencia es de:

®= 1 ciclos/seg.
p

Por ejemplo, la frecuenciade y=asenBx es ®=b/2n, ylade
y = asen(2not) es o ciclos/seg. El periodo de ondas de radio se expresa, en términos de la
distancia recorrida por la onda en p segundos. Esta distancia se llama longitud de onda A.
Como la velocidad de una onda de radio es 3 - 10" cm/seg, la longitud de onda
correspondiente a un periodo de p segundos sera 3p - 10'%cm. De manera que;

_ 310"
()

A

cm

Con esta formula se pueden convertir frecuencias en longitudes de onda y
viceversa.

Como se sabe, las ondas de radio transmiten los sonidos de las voces, de
los instrumentos musicales, etc. Para mas sencillez, consideremos un tono musical puro.
Estos tonos musicales puros, se representan por una curva sinusoidal, en la que la amplitud
corresponde a la altura del sonido y la frecuencia @ al tono.
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2.7. Expresion trigonometrica del producto escalar

Dados dos vectores cualesquiera U y V del plano (resp. cualquier
espacio), el producto escalar de U y V es igual al producto de sus modulos por el coseno
del angulo comprendido, (entendiéndose por angulo comprendido, al menor de los
angulos formados por las dos semirrectas que contienen a esos vectores); es decir:

u-v=|ul-|[v| - cosd
Dados el circulo unidad U, dos vectores cualesquiera Uy V, y tomando el
sistema de referencia ortonormal {0, €}, &}, donde 0= (0, 0), &= (1, 0); & =(0, 1); de
manera que al vector U lo podemos escribir como:

u=(a,0=a(l,0)=ae vy, al

vector V como:
V=Vl -z

siendo z el punto del circulo unidad, interseccion de la semirrecta vectorial que contiene
a V.

vV ={(c,d)

»
P

Z = (cosH, sen0O)

Entonces como, z=(cos0, senB); V=1 v || - z, el procucto escalar es:
u-v=ae -||v||-z donde a=|ul
es decir:
u-v={ufl-fvl-e-z
=|lull -Vl (L,0)- (cosb, senBd)

0 sea,

u-v=|ull-Jv] - cosO
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2.8. Formulas trigonomeétricas de adicion

u=full-z

<

v=[vi-z

Si consideramos los vectores U y V, como se muestran en la figura. La semirrecta vectorial
que contiene al vector U forma un angulo a con el eje polar; la semirrecta que contiene al
v un angulo B; el angulo comprendido entre los dos vectores es entonces o - 3.
Como z,eU y 2zeU, sus coordenadas seran:
Z,=(cosa,sena) y 2z =(cosf,senf}) yentonces:
u=jlufl-z=flull-(cosa,sena) y Vv=[Vv]-z=][V]-(cosp,senp)
El producto escalar es:
u-v=|lulfl-||v] -cos(a-p), dondea -f eselangulocomprendido
fufl-[[vi-cos(a-B)y=]ull-(cosa,sena)-|V]-(cos B, sen B)

Simplificando,
cos(a - B) = (cos a, sen a) - (cos B, sen PB)

y haciendo el producto escalar:

cos(a-B)=cosa - cos B+ sena-sen (1)

Si tomamos -3 en lugar de B3 en la formula (1), y recordando que el cosf} =
cos(-f) y que el sen B = - sen(-f3); podemos escribir:

cos(au+PB)=cosa-cosP-sena-senfd (2)

Como el cos (1/2 - o) = sen o, podemos aplicar la (1) al

57



cos [1/2 — (ou + B)] = sen (o + B)

cos [1/2 — (. + B)] =cos [(/2 — a) - B)] = cos(n/2 — ) - cos B+ sen (n/2 — a) - sen B

es decir:

sen (o +B)=sen o - cos B+ cosa-senf 3)

Por tltimo reemplazando B por -f en la férmula (3) tenemos:

sen (o - B)=sen o - cos P -cosa-senf (4)

De las relaciones anteriores resulta:

tex+t tox—t
tg(X+y)=u y tg(x—y)=u

l-tgx-tgy I+tgx-tgy

Se propone como ejercicio, determinar las relaciones similares correspondientes a las
demas funciones circulares.

2.9. Formulas de transformacion

De las anteriores relaciones, vamos a deducir las siguientes férmulas de
transformacion de sumas en productos.

cos(x -y) +cos(x+y)=cosp+cosq=2cos PP oos u,
cos(X -y) -cos(x+y)=cosp-cosq=-2sen&20‘l -sen%,
sen(x -y) +sen(x +y)=senp+senq= 2sen P*q * COS p—q’
sen(x -y) -sen(x +y)=senp-senq= 2sen 29 . cos m,

Estas formulas se obtienen, llamando:

xty=p y X-y=q
es decir:

pP+q _pP—q
2 2

X =
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y sumando o restando las formulas obtenidas en el punto anterior. En definitiva, las
formulas se pueden escribir como:

cos(x -y) +cos(x+y)=2cosXx-cosy
cos(x-y) -cos(x+ty)=-2senx-seny
sen(x -y) +sen(x +y)=2senXx-cosy

sen(x -y) -sen(x +y)=2senx - cosy

2.10. Valores de las funciones trigonometricas

Si bien los valores de las funciones trigonométricas las podemos obtener
mediante el uso de la calculadora, los valores obtenidos son en general nimeros
irracionales. Con el objeto de lograr exactitud en el célculo es util conocer los valores

T T W T
exactos de cos x, sen x, tag x,...cuandox =0; —; —; —;y —.
6 4 3 2
De acuerdo a las definiciones de la funcion seno y
de la  funciéon coseno, se puede

observar en el circulo unidad que:

cos0=1; sen0=0
cos = =0; sen = =1
2 2
(-1,0) (1,0) tag0=0; tag = no estd definida

2

Ademas el alumno, puede determinar
los valores usando la figura, los valores
del sen, cos, tan de w, 3/2 1y 2m.

(0’ '1)

2.11. Razones trigonomeétricas y vectores

En el circulo unidad U de la figura, tomamos un punto sobre el circulo:

(a, b) = (cos x, sen x) y consideremos un punto P, sobre la misma semirrecta vectorial que
pasa por el punto (a, b), de coordenadas (c, d).

59



\a’ b)

/p%, a0

— (oS X T=1v{ToSs X

Al punto P se lo puede identificar como el punto
sobre la semirrecta vectorial que corta al circulo
unidad en el punto (a, b) y a una distancia del
origen que queda determinada por la longitud del
vector V que tiene extremo justamente en P.

En consecuencia, si multiplicamos el punto (a, b) por la longitud del vector

v, obtenemos el punto

=|v| (a, b) = |v| (cos x; sen x)=

=(c, d) = (Jv| cos x; |v| sen X).

Ahora, en la misma figura podemos observar que el origen o, el punto P y el
punto c sobre el eje de abscisas, son los vértices de un tridngulo rectangulo, que tiene por
hipotenusa al modulo del vector v; por cateto adyacente, al nimero ¢ = ||V||cos X y por
cateto opuesto, a d = ||v|| sen x. Entonces podemos escribir:

de c¢=||v|| cos x se tiene, COSX = — = : :
|V| longitud de la hipotenusa

de d =||v|]| sen x se obtiene, senx=-—= : :
|V| longitud de la hipotenusa

Sabemos que:

tan X =

¢ _ longitud del cateto adyacentea x

d _ longitud del cateto opuesto a x

senx  longitud del cateto opuesto a x

cotan X =

COSX longitud del cateto adyacentea x ~

cosx _ longitud del cateto adyacentea x

1
sec X =

senx longitud del cateto opuesto a x

longitud de la hipotenusa

1
cosec X =

COSX longitud del cateto adyacentea x -

longitud de la hipotenusa

senx longitud del cateto opuesto a x
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2.12. Ley de los senos vy ley de los cosenos

El siguiente teorema es particularmente 1util en la resolucion de tridngulos
oblicuos.

2.12.1. Teorema: Ley de los senos

Sean o, By vy los dngulos de un triangulo y a, b'y ¢ los lados opuestos
respectivamente. Entonces:

a b C

- - s
seno.  senf}  seny

Primero demostremos que 1 b . Dado cualquier tridngulo ABC,

seno.  senf
existen tres posibilidades, como se indican en la figura. Trazamos un segmento lineal
desde C perpendicular a su lado opuesto. En la figura a) este segmento toca al AB del
tridngulo en D. En la figura b) toca a la extension de AB en D y en la figura c) se tiene que
h=CD.

Fig. a) Fig. b) Fig. ¢)
G C
i Y Y
hi a hf \b b a
a p o p o p
A c D B D A c B A c B

en la Fig. a) tenemos que: sen o = %, sen 3 = E; por lo que: h=Db sen a =asen f3, por lo
a

tanto:
a b

sena senp

En la Fig. b), sen (n-a)= % =sen a; senf = E; por lo que: b sen o = a sen f3, es
a

decir:

a b

sena senf
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En la Fig c), % =1=sen90°=sen o otambién h =Db sen a; por otro lado se tiene que

h=asen 3, es decir: bsen o= asen 3, de donde se vuelve a verificar la igualdad:

a b

sena. senp

En forma similar, construyendo un segmento lineal desde B y perpendicular
al lado opuesto, se puede demostrar que:

a C

- s
sena seny

Por transitividad, se obtiene la ley de los senos.

2.12.2. Teorema: Ley de los cosenos

El teorema de Pitdgoras que se aplica a tridngulos rectdngulos, puede
generalizarse para tridngulos que no sean necesariamente tridngulos rectdngulos. Esta
generalizacion se denomina Ley de los cosenos, y una forma de mostrar la misma es la
siguiente:

Sean o , By vy los angulos de un triangulo y a, b 'y ¢ los lados opuestos
respectivamente. Entonces:

a’=b>+c?—2bc cos a
b? =a’ + ¢ — 2ac cos
2_ 2,42
¢ =a"+b"—2abcosy
Colocamos el tridangulo de manera que el vértice A del mismo coincida con
el origen del sistema de referencia ortonormal, el vértice B sobre el eje de las “x”, es decir
el vector que va de A a B con la misma direccion del eje de las x, como se observa en la

figura que

y

bcos o, bsen )

A C C(c, 0) X

El cateto a, lo podemos calcular como la longitud del vector con origen en C y extremo en
B o también como la distancia desde C hasta B, es decir:

62



a= \/ (bcosa — c)2 + (bsena — 0)2 es decir: a® = (bcos a - ¢)* + (b sen a)*; de donde:
a’> =b” cos® a - 2bc cos o + ¢ + b? sen’ a,
a’=b’ (cos® o + sen” a) - 2bc cos o + ¢?,
a>=b>+c’ - 2bc cos a.

En forma similar, colocando el vértice B coincidiendo con el origen de coordenadas se
puede demostrar que:

b? = a’ + ¢* — 2ac cos P.

Lo mismo se hace con C para obtener la formula: ¢* = a® + b> — 2ab cos y

Ejercicios propuestos

1. Expresar en radianes cada uno de los angulos siguientes:
a) 30° b) 135°; c) 25°30% d) 42°24’35”.
2. Expresar en grados, minutos y segundos cada uno de los angulos siguientes:

a) Zrad; b) i rad; c) g7rrad; d) 4 rrad
3 9 5 3

3. Un angulo central determina un arco de 6 cm en una circunferencia de 30 cm de radio.
Expresar el angulo central 0 en radianes y en grados.

4. Una via férrea ha de describir un arco de circunferencia. ;Qué radio hay que utilizar si la
via tiene que cambiar su direccion en 25° en un recorrido de 120 m?

5. Demostrar que las funciones trigonométricas de un angulo 6 no dependen del punto P
que se escoja en el lado terminal del angulo.

6. Encontrar los valores de:

a) sen0 y cos 0 , dadatan 6 =-3/4; b) sen 6 y cos 6 =-4/5 y tan 0 positiva.

7. Encontrar los valores de las razones trigonométricas de los angulos agudos del triangulo
rectangulo ABC, dados:

a) a=1,b=1; b) a=2,b=35.
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8. Encontrar el valor de cada una de las siguientes expresiones:

a) sen 30° + tan 45°; b) cot45°+cos60° c) cos30°cos 60°-sen30°sen 60°

¢sc30° + ¢sc60° + ¢sc90°
sec0° + sec30° + sec 60°

9. Resolver el triangulo rectangulo ABC donde:
a=439 y b=243.

10. Expresar como funciones de un angulo agudo positivo:

a) sen 145°; b) cos 215°; c) tan 440° ; d) cot 155°; e) sec 325°;
d) csc 190°; e) sen (-200°); ) cos (-760°);  g)tan (-1385°); h)cot610°;
1) sec 455°; J) csc 825°

11. Demostrar que cuando 0 es un angulo del segundo cuadrante, tal que tan 6 = -2/3,
entonces:

sen(90° — @) - cos(180°-6) 2 tan(90° + 6) + cos(180° +6) _2+-/13
tan(270° + 6) + cot(360° - 0) 13’ sen(270°— @) —cot(-0)  2--/13

12. Utilizar las relaciones fundamentales para encontrar los valores de las funciones de 0,
dado:

a) sen 0 =3/5 b) tan 0 =-5/12

13. Demostrar:
a) sen (45° + 0) - sen (45° - 0) = /2 sen O; b) sen (30° + 0) + cos (60° + 0) = cos O
14. Simplificar:
a) sen (o + ) +sen (o - B); b) cos (a+ B) - cos (a - PB)

tan(a + ﬂ) —tana
1+ tan(a + ﬂ)tana '

15. Encontrar sen (o + 3), cos (o + B), sen (a - B) y cos (o - B) y determinar los cuadrantes
a que pertenecen (oo + B) y (a - B), dados:
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a) sena=4/5ycos=25/13; ayp en el cuadrante |
b) sen a =2/3ycos=4/3; aen el cuadrante Il y  en el cuadrante IV.

16. Evaluar:
a) cos(arc sen 3/5); b) sen(arc cos (-2/3)); c) tan(arc)-3/4))
17. Resolver el triangulo ABC, dados: c=25 A=35°y B=68°

18. Resolver el triangulo ABC, dados: a=132,b=224y C=28°40".
19. Demostrar que:

1 2 T
a) arc sen —— + arc sen—— = 3

5 5

b) arc tan 1/2 + arc tan 1/5 + arc tan 1/8 = n/4

20. Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas para todos los valores de x tales que
0<x<2m:

a)2senx—1=0; b) senx.cosx=0; ¢) (tanx—1)(4sen’x—3)=0

d) sen’ x + sen x = 2; e)2senx—cscx=1; f) tan2x+2senx =0

21. Construir las graficas de las siguientes funciones dadas por:

a) y = sen 2x; b)y=3sen2x; c¢) y=sen(2x + m/4); d) y =2sen(1/2 x - n/4)

e) y=cosl/2 x; f) y=cos(3x—1); g) y = senx + cosx:

Bibliografia:
La Bibliografia referida al tema desarrollado es muy amplia pero, para

elaborar esta guia de estudio se ha tenido en cuenta fundamentalmente a los libros que se
citan abajo. De cualquier manera, cualquiera de los libros de Algebra que aparecen en la
Bibliografia general del Programa Analitico de la Asignatura Algebra 2 pueden servir para
completar el estudio de este tema.

Ayres, F.Jr. Algebra Moderna. Libros McGraw-Hill.
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Leithold, L. Matematicas Previas al Calculo. Harla.

Lentin, A.; Rivaud, J. Algebra Moderna. Aguilar.

Pécastaings, F. Chemins vers [’Algebre. Vuibert.

Queysanne, M. Algebra Basica. Editorial Vicens-Vives.

Ramis, E.; Deschamps, C.; Odoux, J. Cours de Mathématiques epéciales. Masson.
Taylor, H.E.; Wade, T.L. Matematicas Basicas. Editorial Limusa. Wiley, S. A.
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3. Raices de numeros complejos

3.1. Argumento de un numero complejo

3.1.1. Definicion

Sea un numero complejo o # 0. A este nimero o le corresponde una
semirrecta vectorial d, en el plano complejo que corta al circulo unidad U en el punto m.
Sea 0: R/2nZ — U el isomorfismo del toro sobre U. Al nimero o le corresponde una
tinica clase 07'(m) del conjunto cociente R/21Z (toro).

Es decir:

(G:R/an N uj N (e'lzu N R/znzj

X —>m m — X

Definicion:

Se llama argumento del numero complejo o # 0 a cualquiera de los
numeros reales de la clase, médulo 2r, 67'(m). Se tiene entonces:

-1 T _ ol
m ——> x=0"(m) .

Si x-= 0'(m), se denota
argo = % (mod 2m).
Es de notar que una homotecia de razon A > 0 no cambia la recta
vectorial d,. En consecuencia,

(VLeR™) arg(Aa) =arg o (mod 27)
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3.2. Expresion trigonométrica de un nimero complejo

Sea aeC*. Tomamos
|lao|=1r y argoa=x (mod2m)
Se tiene por definicion de las funciones circulares:

o/t =cos X +1sen X.
Luego,

(Jal=r y arga=x) < a=r1(cosx+1senx).

y esta es la expresion trigonométrica del numero complejo aeC*.

I somor fismo fundamental:

La funcion: 0': U — R/21nZ , es un isomorfismo del grupo
multiplicativo U sobre el grupo aditivo R/2nZ.

Para probar esta afirmacion, consideramos dos niimeros complejos, o y 3
cualesquiera del conjunto U. Tenemos que, x =arga. ¢ y= argf (mod 2n),

es decir:
a=cosx+tisenX, y P =cosy+iseny;hacemos el productoy tenemos,
o - B =cosx - cosy — senx - seny + i(senx -cosy + cosx -seny)

o-P=cos(x+y)+i(sen(x+y)

Notemos que el isomorfismo 67, paratodo ayp de U
Arg aff = arga +arg  (mod 2n)

En efecto, esta relacion es verdadera si oy B estan simultdneamente en
U. Para ay B cualquieraen C, es suficiente recordar, que llamando:

jaf=r y [B]=r

Argof = 0‘_[3'; arg o = argo/r;  arg 3 = argP/r’

rr
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Es decir, si tomamos por ejemplo un nimero complejo z = x + 1y, queda
entonces determinado un punto M del plano euclidiano de coordenadas (X, y).

O sea, si hacemos una representacion geométrica de ésta situacion, se
observa también que podemos asociar al nimero z, un modulo (distancia al origen de
coordenadas) y un dngulo 6, (argumento de z (mod 2m)), como se muestra en el dibujo.

y M(x, y)

rt4Mmodulo de z)
P

0\ (argumento de 2
) X

p—

Con z un nimero complejo no nulo, existe un nimero complejo de
modulo 1, que es Uinico u tal que z =] z |-u. Los nimeros complejos de modulo 1 tienen
por imagen a los puntos del circulo de centro o y de radio 1 (circulo unidad o también
circulo trigonométrico); luego si M representa a el nimero complejo z # 0, la semirrecta
oM corta a este circulo en el punto unico P, y las coordenadas de P serdn entonces cos 0y
sen 0, de donde tenemos la ya conocida expresion trigonométrica para z, es decir:

z=r1(cos O +1sen 0).

Ademas entonces se podra escribir:

X=rcos r=+x>+y?
X y
y=rsen0 cos 0= ——, _—,
,x2+y2 ,x2+y2

z =X + 1y es la forma algebraicade z, y z=r (cos 0 +1sen 0) su forma trigonométrica,
las féormulas precedentes permiten pasar de una a otra.

sen 0 =

Observemos que las formulas determinan el nimero real 6 modulo 2n, luego, parake Z
r(cos@+isenB)=r"(cos®’ +isenO’) < (r'=r A 6 =0+ 2kn)

Consideremos finalmente la férmula

tg€)=Z
X
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valida para x # 0, a menudo util, pero que no determina el argumento de z=x +1y, 0 esta
definido por esta féormula médulo n

Observemos por ultimo que el argumento de z = 0 no esté definido.

3.3. Férmula de De Moivre

3.3.1. Potencias v raices de numeros complejos

Sean dos nimeros complejos:
z=r1(cos O +1sen 0), Z’=1"(cos 0’ +isen0’)
Tendremos:

7z’ = 11’[(cos B cos B’ —sen B sen B’) +1 (cos O sen 6’ + sen O cos 0°)]

zz’ = 11’ [cos (B +0’) +isen (6 +0°)]

De donde por induccion se tiene:

El modulo del producto de un numero finito de numeros complejos es igual
al producto de sus modulos, su argumento es congruente modulo 2x a la suma de sus

argumentos.
En particular (n entero, n > 0),
[r (cos © +1isen 0)]" =1" (cos n + i sen nod).

Siz#0

4 1z 1(cos@-isen@)
Z ===
z 2z r’

N

1 = l(cos9 -isen @)
z T

y siempre que sea z # ()
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1

z_ L[cos(t?'—t9) +1isen(d'-0)]
zZ T

en particular, sin =-n’ es un entero negativo

n -n' 1 1

z"  r"(cosn'@ +isenn'd)

=r" [(cosn’0 —isenn’0)=r"(cos n® +isen nod)

Tenemos, pues, para n entero racional cualquiera la:

Féormula de De Moivre

[(cos © +isen0)]"=cosnO +isennd | con n entero

Por otra parte la forma exponencial, nos permite escribir ahora:
e =cos 0 +1isen 0
en particular (k entero racional),

e21k7‘[ =1 in -1

tendremos (n un numero entero)
0 0" _ i@+ i0y-1 _ i i0 i0
el ele — el(e 6); (el ) =e 16; (el )n: enl

Todo numero complejo z = r (cos 0 + 1 sen 0), puede entonces escribirse de
la forma:

Z=T1¢

llamada forma exponencial, particularmente comoda gracias a las férmulas recordadas
anteriormente para efectuar productos y cocientes.

3.3.2. Raices n-nésimas de un numero complejo

a) Sea el niimero complejo z = r (cos O + i sen 0) distinto de cero,
busquemos:

z’=1"(cos 0’ +isen0’)
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tal que para n entero estrictamente mayor que cero sea:

n

2" =z
[’ (cos ©” +isen0’)]"=r"(cosn®’ +isennd’)=r (cos O +1isen 0)

da (con k entero racional), puesto que r y r’ son positivos,

rl’l'=r I":%
& 0 2krx
nd'=0+2kz O=—+—o
n n

Todos los nimeros obtenidos tienen el mismo modulo, seran distintos si sus

argumentos no son congruentes modulo 2m: luego para obtenerlos a todos es necesario y
suficiente dar a k, n valores enteros consecutivos; es decir 0, 1, 2, ..., n —1:

Teorema

Todo numero complejo z = r (cos @ + i sen 6) no nulo tiene n raices n-
ésimas

n n
0<k<n-1

Z = Q/;(cos 0 +2krx +isen 0+ 2k7rj

Por consiguiente:
| Zkr1 | = | z« | arg zx4 =arg zx + 2m/n - (mod 2m)

Las n raices de un nimero complejo no nulo determinadas de ésta manera
y para n > 2, son los vértices de un poligono regular de n lados con centro en o.

En el caso particular de las raices cuadradas, estudiadas en la Unidad
anterior, si usamos la forma trigonométrica z =r (cos 0 + 1 sen 0) distinto de cero, las
raices se calculan como:

zg=r(cos @2 +isen §2), 'y z, = {cos(g + EJ + isen(g + 72'):| =-z,

encontramos que son opuestas y que, por consiguiente son simétricas con respecto a o.
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3.3.3. Raices n-ésimas de la unidad

a) Si Z’ esunaraiz n-ésimade z=r(cos O +1isen0) =0 todas las raices
n-ésimas z’ de z son tales que:

Zan — Z:n =7
es decir,

(éj =1, z’ :Z’(Ok
4

donde wg es una de las nraices n-ésimas de la unidad, por consiguiente:

Teorema

Se obtienen las n-raices n-ésimas de un nimero complejo no nulo
multiplicando una de ellas por las n raices n-ésimas de la unidad.

Es suficiente, en consecuencia estudiar las n raices n-ésimas de la unidad;
tendremos , al ser el modulo y el argumento de 1, respectivamente, 1y 0 (mddulo 27)

2ik
2k m ==
= e n

+1isen
n n

0o, = oS

0<k<n-1

3.4. Aplicaciones de los nimeros complejos a los calculos
trigonométricos

3.4.1. Formulas trigonomeétricas de adicion

Sean a y B dos puntos del circulo unidad U,
o =cos X +1sen X, x =arg a (mod 27);
B=cosy+iseny; y=arg B (mod 2m).

Entonces, yaque argof=x+y (mod2nr)
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ofy =cos(x +y)+isen (x+y). (1)

Por otra parte, efectuando el producto y comparando con (1), se tendran en
consecuencia:

cos (X +y) =cos X COSy —sen X seny;

sen (x +y)=senxcosy+cosxseny.

Ademas reemplazando y por (-y), se obtienen:
COS (X -y)=CcOSXCOSy+senxsenys;

sen (X - y) =sen X CoS y - COs X sen y.

Se deduce asimismo:

tex+t tex-t
tg(><+y)=u y tg(X-y)=u

I-tgxtgy l+tgxtgy
Tomando x =y se obtienen las formulas:
c0s 2X = cos’x — sen’x = 2cos’x — 1 =1 -2 senzx;
sen 2x = 2 sen X cos X.
También se puede ver que:
1 + cos 2x = 2 cos’x

1 — cos2x = 2 sen’x.

De las formulas precedentes, se deducen ademas las siguientes:
cos(x—y)+cos(x+y)=2cosXcosy
cos(x—y)-cos(x+y)=2senXxcosy

Llamando x+y=p y Xx-y=q, esdecir:

se obtiene:
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cosp+cosq=2cos

pP+q . P—q
2

cosp-cosqz-Zsenp;—q . P—q

senp+senq=2 sen% : cosp—;q,

pP+q P9

senp-cosq=2 cosT - sen

Que son todas formulas ya estudiadas en trigonometria.

3.4.1. Expresion trigonométrica del producto escalar

Dados dos vectores cualesquiera U y V del plano, (resp. cualquier espacio),
el producto escalar de U y V es igual al producto de sus modulos por el coseno del angulo
comprendido, entendiéndose por angulo comprendido, el menor de los angulos formados
por las dos semirrectas que contienen a esos vectores); es decir:

u-v=Jul-||v] -cos®

v =(c,d)

(cos0, sen0)

Dado el circulo unidad U, dos vectores cualesquiera U y V, y tomando el
sistema de referencia ortonormal {0, €|, &}, donde 0= (0, 0); & = (1, 0); & =(0, 1); de
manera que al vector U lo podemos escribir como:

u=(a,0)=a(l,0)=ae vy,

el vector vV como:
v=|v]-z
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siendo Zz el punto del circulo unidad, interseccion de la semirrecta vectorial que contiene a
V.

Entonces:
z=(cos0, senB);  v=(c,d).

De manera que el producto escalar:
u-v=(a, 0)-(c,d
=ac+0d=ac
y, por consiguiente tenemos:
u-v=ae ||Vv| -z donde a=| u||

es decir:
u-v=Jull-|vl]-e-z=

=[fufl- v (L, 0)(cosb, send).

u-v =|Juf-|v]|-cosb

Bibliografia:
Si bien la bibliografia de este tema es muy abundante, se recomienda para

complementar esta guia de estudios:

Ayres, F.Jr. Algebra Moderna. Libros McGraw-Hill.

Doneddu, A. Cours de Mathématiques-Structures fondamentales. Libraire Vuibert.
Gentile, E. Notas de Algebra. Eudeba.

Leithold, L. Matematicas Previas al Calculo. Harla.

Lentin, A.; Rivaud, J. Algebra Moderna. Aguilar.

Pécastaings, F. Chemins vers [’Algebre. Vuibert.

Queysanne, M. Algebra Basica. Editorial Vicens-Vives.

Ramis, E.; Deschamps, C.; Odoux, J. Cours de Mathématiques epéciales. Masson.
Taylor, H.E.; Wade, T.L. Matematicas Basicas. Editorial Limusa. Wiley, S. A.

Ademés de todos los libros de Algebra mencionados en el programa
analitico de la asignatura.

Ejercicios propuestos

1. Representar graficamente el nimero complejo dado o, y dar la forma trigonométrica
de o (usando el valor no negativo més pequefio de su angulo).

a) a=(3, 0); b) o = 4i; ¢) a=3+3i; d) a=-%+%/3i;
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e) a=-3+3i; ) a=(4,0; g o=(0,-3); h) a=(3,-3+3).

2. Determinar la forma rectangular del nimero complejo cuya forma trigonométrica esta
dada.

a) 2 (cos30°+1sen30°) ; b) 8 (cos 150° +1sen 150°) ;
¢) V2 (cos 225° + i sen 225°) ; d) 6+/3 (cos 240° + i sen 240°).
3. En cada uno de los siguientes, desarrollar las operaciones indicadas. Comprobar en cada

caso su resultado, expresando cada uno de los ntimeros complejos que aparecen, en la
forma a+1ib y entonces desarrollar las operaciones por medios algebraicos directos.

a) J6 (cos 45° +i sen 45°) . 4/2 (cos 135° +i sen 135°),
b) 2 (cos 135°+1isen 135°) (cos 135° +1isen 135°),
c) 2(cos0°+isen0°) .2 (cos60°+1isen 60°),

d) 2 (cos 120° +1isen 120°) . 4 (cos 60° + 1 sen 60°).

4. Si a=r(cost;+isent;) y P=ry(cost, +isent,), demostrar que:

o/P =r1/ry[cos(tj-tp) + isen(t;-ty)].
5. Determinar o/}, donde o =4 (cos 135°+isen 135°) y B =2 (cos45°+isen 45°).
6. Pruébese que: |1-z| =\ 1—2\ e interprétese geométricamente.

7. Identifiquese geométricamente los conjuntos de nimeros complejos con la propiedad de
que:

a) |z|=1, b) Argz=mn/2, c) Re(z)=-2, d) Re(z) > -2,
e) Im(z)=1, f) Im(z)>0, g) Re(z) >0, h) |z+1|<1,
1) |z-1]<1.

8. En cada uno de los ejercicios, escribir la expresion dada, primero, como un nimero
complejo en la forma  r(cost+isent) y después como un nimero complejo en la forma
atib.

a) (-1+1), b) (V2+i+2 ), ¢) (243 +2i)’, d) 3-iv3)",
e) (cos 10°+1isen 10°)’, f) (cos 30° + i sen 30°)'2, g) (-24/3 +2i)",
h) (-3 +i)’.
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9. Determinar las tres raices cubicas de -1.

10. Determinar las tres raices ctibicas de 1.

11. Determinar las cinco raices quintas de 1 -1.

12. Determinar las dos raices cuadradas de 2 - 2i /3.
13. Determinar las seis raices sextas de -1.

14. Determinar las cinco raices quintas de 1 +1.

15. Efecttese las operaciones indicadas y exprésese el resultado en la forma a + ib.

2 I

2) 32242 e b) 5.¢ 3 .4 6 .
16. Exprésese en términos de la exponencial compleja:
a) (1+i) b) (-3+iV3)4 c) (5-50)°, d) (-1+iJ3)’.
17. En cada uno de los siguientes, determinar la solucion de la ecuacion dada:

a) xX'+8+8i43=0, b) x’-1=0; C) X’ +4=-4i43.

78



4. Anillos de Polinomios

4.1. Introduccion

Sea A un dominio de integridad, es decir, un anillo conmutativo con
elemento neutro, sin divisores de cero.

[YP2)

Si n es un entero positivo y “a” un elemento de A, entonces la
aplicacion de A en A quea x asocia ax", recibe el nombre de funcién monomia,
hace intervenir s6lo la multiplicacién en A.

Sidamos n+1 elementosde A, aop, aj,a,..,a, laaplicacion:
X —> a9+ ajx + ax> + ... + apx",

conocida como funcién polindémica de A en A, hace intervenir las estructuras aditiva y
multiplicativa de A.

No vamos a considerar a x en lo que sigue como un elemento mas del
anillo A, sino como un simbolo indeterminado, hasta el extremo que podemos prescindir
de ¢l, al principio de la teoria.

Abandonamos, pues, el aspecto funcional del polinomio y hacemos
intervenir tan solo su aspecto formal. Vamos a desarrollar una teoria algebraica de los
polinomios formales, y la indeterminada x aparecera por tltimo como un polinomio formal

particular.

4.1.1. Polinomio formal

Se llama polinomio con una indeterminada sobre un dominio de
integridad A toda sucesion

(ap, a;, az, ..., a,, 0,00, ...)

de elementos a; de A tal que, a partir de un determinado lugar, todos los términos de
la sucesion son iguales al cero de A.

Los términos de la sucesion se numeran a partir de 0 y reciben el nombre
coeficientes del polinomio. Los polinomios definidos de esta manera son entes
matematicos que designaremos con letras minusculas latina, p, g, 1,...:

p=1(ao, a1, az,...,a,,0,0,0, ...)
El conjunto de los polinomios con una indeterminada sobre A se escribe:

Alx]; peA[x].
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4.1.2. Polinomio nulo

Por definicidn, el polinomio nulo, o 0, es aquél en el que todos los
coeficientes aj, son iguales a cero:

0=(0,0,0,..,0,..)

4.1.3. Grado, valuacion

1°. El mayor entero n tal que a, # 0, se denomina grado del polinomio.
Para expresar que p es de grado n, escribimos:

p = (aop, aj, a2, ... , 3y, 0,0, 0, ...)

y también el simbolo g°(p) expresara el grado de p. La definicidn tiene sentido para todo
p de A[x], salvo para el polinomio 0.

2°. El menor entero k, tal que ay # 0 recibe el nombre de valuacion del
polinomio p.. Emplearemos la notaciéon v(p). La definicion tiene sentido para todo p de
A[x], salvo el polinomio 0.
Ejemplo.

Tomemos A = Z, anillo de los enteros en el conjunto Z[x],

consideramos: p =1(0,0,-2,0,1,-3,0,0, ..) donde los puntos suspensivos expresan
que el cero se repite indefinidamente. Segun las definiciones dadas, tendremos: g°(p) =5

y v(p)=2.

4.1.4. lgualdad

Consideremos dos elementos de A[X]:

p:(a()aalaa29“~aaia“') y q:(b()ab]abZ)"')bia"')’

cuyos coeficientes generales escribimos a; y b;; el subindice 1 toma todos los valores
de N. Por definicién, p y q soniguales, que escribimos p=q si  (VieN) aj=b;.

Evidentemente en estas condiciones:

g°P=g°(@ vy Vvip) =v(.
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4.2. Adicion en AJx]

4.2.1. Definicion

A todo par ordenado (p, q) de polinomios de A[x] asociamos p + q,
polinomio del mismo conjunto, que recibe el nombre de suma de p y q, definido como
sigue:

Si pP= (ao, al, ..., iy ... ) y q= (b(), bl, e s bi, )
entonces

p+q=(a+bo; ar+bi;...;a+bi;..)

Para todo orden 1, el coeficiente de p + q es igual a la suma de los
coeficientes de lugar i en p y q.

4.2.2. Propiedades

La estructura de grupo aditivo conmutativo de A  proporciona
inmediatamente las siguientes propiedades de la adicion en A[x]: esta operacion es
asociativa y conmutativa, tiene como elemento neutro el 0 (polinomio nulo), y todo
polinomio p = (ao, ai, ... , aj, ...) admite un opuesto, que escribimos -p, cuyos
coeficientes son, respectivamente los opuestos:

-p = (-ag, -aj, ..., -aj, ... ).
La adicién que acabamos de definir confiere pues, a A[x] estructura de

grupo conmutativo. Se verifican, ademas, las propiedades siguientes en relacion con el
grado y la valuacion de la suma. Para descartar el polinomio nulo, escribimos:

A*[x]=A[x] - {0}.
1) (Vp,qe A*[x]) g°(ptq) <max {g°!(p), g°(D)},

2)  (Vpqe A*[x])  v(ptq)= min {v(p), v(q)}.
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4.3. Multiplicacion por un elemento de A

4.3.1. Definicion

A todo polinomio p € A[x] y a todo elemento h de A asociamos un
elemento, hp, definido como sigue:

Sip=(ay, ai, ..., aj, ... ), entonces hp = (hay, hay, ..., haj, ...), queda asi
definida una ley de composicion externa , aplicacion de A x A[x] en A[x]. Puesto que A
es un anillo con elemento 1, se obtienen inmediatamente las siguientes propiedades:

(Vp,q € A[x] A Vh, k € A),
L.p=rp;
(h+k)p = hp +kp;
h(p+q) = hp + hq;
h(kp) = (hk)p.
Sabemos que A[x] es un grupo conmutativo aditivo. Las propiedades de
la ley de composicidon externa, en el caso de ser A un cuerpo, ponen de manifiesto que

A[x] es un espacio vectorial sobre el cuerpo A.

En el caso general de que A sea un anillo conmutativo con elemento
unidad A[x] es un moédulo sobre el anillo A (o simplemente un A- médulo).

Consecuencia:
Para todo natural n, sea u, el polinomio:

u,=(0,0,..,0,1,0,0, ...) talque a,=1,y a;=0 paratodo i#0.

Tenemos:
U():(I,O, 0, 0, 0, 0, ) = aouoz(a(), 0, 0, 0, 0, )
u;=(0,1,0,0,0,0, ...) = au;=(0,2a,0,0,0, ...)
u,=(0,0, ...,1,0,0,...) = au,=(0,0,...,a,0,0,..)
Sumando:

agUo +ajuy + -+ aguy = (ag, @y, Ay, ) =P.
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Sea entonces p € A[x] con g°(p) =n:
p = (a0, a1, ... , an, ...)
En virtud de la estructura de modulo de A[x] sobre el anillo A se tiene:

p=au tauyt..ta,u, .

4.4. Multiplicacion en Alx]

4.4.1. Definicion

A todo par ordenado (p, q) de polinomios asociamos otro polinomio
pq, denominado producto de py q que se define como sigue:

Si p=(ap,a;,as,..,ai,..) vy q=(bp,b;, by, ..., bi,..)
entonces.

pq = (apby, apb; + aiby, apb; + a;b; + azby,.... ).

En general, el término de lugar i en pq es:
i

aobi + albi71 + -+ ai bo = Zakbi,k
k=0

4.4.2. Propiedades

Conmutatividad: Pq = qp.

Asociatividad: (pq)r = p(qr)

Con la notacion anterior para p y q, supongamos que r sea el polinomio:
r=(co, C1, ... » Ci, ... ). El término de lugar 1 del producto pq es:

U= agb;j+a;b.+..+ab,.

El término general de lugar n en el producto (pq)r es:
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n
Zuicn_i = uocn + U.lCn_1 + et unco =
i=0

=a,b,c, +(a,b, +a,by)c, , +---+(a,b, +---+a,b,)c,

0 sea, es una suma de la forma  »"a b ,c,, en la que los indices ji, j, j3 toman todos los

valores soluciones de la ecuacion j; +j, +j3 =n.

Como los elementos a, b y ¢ desempeiian el mismo papel, se llegaria al
mismo resultado hallando el término general de lugar n del producto p(qr). La
asociatividad queda, por tanto, demostrada.

Elemento neutro.

Sea e=(1,0,0,...)el polinomio tal que ap=1y a;=0para i121.
Se comprueba que:

(VpeA[x]) ep=p,

[{P2]

por lo que “e” es el elemento neutro de la multiplicacion.

Distributividad: (p+qr=pr+qr.

Escribamos los respectivos términos de lugar i para cada uno de los
polinomios:

i
para pri D A0,
k=0
i
-para qr: Zbkci_k ,
k=0

-para pr+qr: Z (aciy +biciy)
k=0

-para (p+q)r: Z(ak +by e .
k=0
Los dos ultimos son iguales, en virtud de la ditributividad en A lo que
demuestra la propiedad.

Por ultimo, si p y q son dos polinomios, se verifica que:
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(pq=0 y p=#0 = q=0.

Teorema I:
El anillo A[x] de los polinomios con una indeterminada sobre un
dominio de integridad A, es también un dominio de integridad.

4.5. Propiedades de los grados v las valuaciones

Propiedad 3:

Si A es un dominio de integridad.:

(Vp,qe Alx]¥) g°(pg) = g°(p) + g°(q)

Propiedad 4:

Si A es un dominio de integridad.:

(Vp,qe AX]*) v(pq) = v(p) + v(q)

4.5.1. Notacion definitiva

Tomemos los vectores del tipo u, = (0, ..., 0, 1, 0, ...) para los cuales se
verifica que g°(u,) = v(u,) =n.

[IPR4)

Si n=0, wup eselelemento unidad “e” de la multiplicacion. El
producto u,up, nos dé que:

2°(Upuy) = v(Upuy) = n+m.

Por lo tanto:
UpnUm = Unt+m

Para el componente k, se comprueba inmediatamente que:
(Vn, keN) (un)* = Up.
En particular, si n =1, designamos con x el polinomio u;

x=(0,1,0,...)=u.
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k k . . .
Entonces x = (u;)" = ux. Como todo polinomio p = (ay, a;, az, ..., a;, ... ), se escribe:

p=aouy + aju;+ aux + ...t ayu, ,
tendremos:

p=ape + a;x+ x>+ .+ oax",
y por lo tanto, todo polinomio p es la suma de monomios aix; donde x es el

polinomio particular definido anteriormente y e el elemento neutro de la multiplicacion
en A[x].

4.6. Division euclidiana

4.6.1. Definicion

Dados dos polinomios a y b de K[x], (anillo sobre un cuerpo
conmutativo K) decimos que “b divide al a” y escribimos bja, si existe un polinomio q
de K[x], tal que a=bq:
bla <« dJqeK[x], a=Dbq.

Se dice también que “a es multiplo de b”, o que “b es divisor de a”.

4.6.2. Division euclidiana en K[x]

Teorema 2 (fundamental).

Dados los polinomios a y b de K[x], con b # 0, existe un par Gnico de
polinomios (g, r) tales que:

{ a=bqg+r
g(r)<g“b)

1°Existencia. Ordenemos los polinomios a y b segun las potencias decrecientes.

1

a=o,x" + o X"+ .+ ax+w

b=Lux" + Buux"'+ .+ Bix+p (o #0).
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Probemos (calculdndolos) que existen g y r.
Si g°(a) < g°(b), entonces g =0 yr=a satisfacen las condiciones deseadas.
Supongamos que g°(a) > g°b). Dividimos el primer término «, x" por

Bnx", y hacemos:

a
_ % n-m
01 =——X
m

Efectuando la diferencia a — bg; =r; setiene que g°(r;) <g%a) (1)

La desigualdad en sentido estricto proviene de que por este
procedimiento se ha hecho desaparecer el monomio de mayor grado de a.

-Si g°%(r;) < g°b) la existencia queda demostrada, ya que el par de polinomios (g, 7))
cumple las condiciones impuestas.

-Si g°%(r;) = g°(b) repetimos con el par (r;, b) lo que acabamos de hacer con el par (a, b);
si designamos con ¢, el cociente de los monomios de mayor grado de » y de b, y se
efectta la diferencia:

ri—bg,=r, setiene que g°(r) <g(r). 2)

-Si g°%(r;) < g°b) la existencia queda demostrada, ya que (q; + ¢, 7) responde a la
cuestion.

-Si g°(r;) > g°(b) se contintia como se indica:

rn-l_an:rn go(rn)<go(rn-1)’ (I’Z)

Los g°(r;) forman una sucesion decreciente en N:
g(r)>g(r)> ... > g(1) .

Sumando miembro a miembro las igualdades (1) hasta (n), se obtiene:
a-blg;+q>+ ... tqy))=r,

y por tanto
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q=q;tq>t .. +qu, r=ry
con lo que la existencia queda demostrada.
2.-Unicidad. Demostremos que el par (g, ») asi encontrado es Unico. Supongamos que
hubiera otro par (q;, ;) que respondiese a la cuestion.

Entonces se verificarian a la vez las relaciones:

{ a=bq+r { a=bq, +r
g°(r)<g®(b) g°(n)<g°®)

de lo que se deduce:

bg+r=bq,+r; = blg—q;)=r—r,
por consiguiente:

g°b)+g(q—q)=g(ri—r) (1)

ademads tendria que ser:

g(rr—r) < max{g’(r); g°(r)} < g°(b) 2

Las relaciones (1) y (2) son incompatibles si  g%(g - g;) > 0, es decir, si
q—q; #0. Por lo tanto tendria que ser ¢ =¢q; y » =r; y queda satisfecha la unicidad.

Propiedad 5.
Para que b
division euclidiana de a por b.

a, es necesario y suficiente que sea nulo el resto de la

Anexo A: Lanocion clasica de polinomio

a) Un ejemplo sencillo.

Sea x un nimero real cualquiera ( lo cual recordamos se escribe VxeR).

Supongamos que x designa una longitud indeterminada (medida en
metros), entonces x° designara la superficie de un cuadrado de lado x y x° el volumen de
un cubo de arista x.

Imaginemos que una persona compra una cuerda cuya longitud equivale

tres veces la longitud de x, es decir 3 - X metros y cuyo precio es de 2 pesos el metro,
esta cuerda cuesta pues: 3x - 2 = 6xX pesos.
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Un tablero de madera de superficie 2x* (en metros cuadrados), al precio
de 12 pesos el metro cuadrado: por lo tanto, este tablero cuesta 2x* - 12 = 24x” pesos.

Un tonel de vino de capacidad igual x> (en metros cubicos), al precio de 2
pesos el litro es decir, 2.000 pesos el metro cubico, puesto que en un metro ctiibico hay mil
litros; costo: 2.000x” pesos.

Después de estas compras le quedan 50 pesos. Se pide expresar la suma
que esta persona tenia inicialmente. Es perfectamente evidente que la suma depende de “x”
y que no se puede conocer, puesto que x es indeterminado; sin embargo, puede expresarse
en pesos bajo la forma

50+6x+24x*+2.000x (1)
Una expresion como (1) se denomina polinomio de una indeterminada (la

indeterminada es x); se representa con frecuencia por p(x), que se lee “p de x”.

Notacion y ejemplos practicos

Si escribimos 6x* + 2x + 5, decimos que esto es una expresion
algebraica. Este término se usa, para representar una constante, una variable o una
combinacion de variables y constantes que impliquen un numero finito de operaciones
(adicidn, sustraccion, multiplicacion, division etc.). Ejemplos de expresiones algebraicas
son:

3x° —x+y—4
3x2y5; 5% — 8x +2; . y=°.
(z+2) —2x
Una expresion algebraica que comprende Unicamente potencias enteras
no negativas de una o mas variables, que no contenga variable alguna en el denominador es
lo que llamamos polinomio. Por ejemplo:

3x; 4x + b; 5% — 6x° +3x* —2x + 1; son polinomios en la variable x.
3x2y4; 6x° + 8y3 +2; son polinomios en las variables x ey.

Un término  de un polinomio es una constante multiplicada por
potencias enteras no negativas de variables o bien una constante. Por ejemplo los términos
del polinomio

5%+ (- 8x)+2 son: 5x% (- 8x); 2.

A los términos que difieren Unicamente en sus coeficientes constantes se
los denomina términos semejantes. Por ejemplo 6x°, x°, -3x” son términos semejantes.
En particular, si se tiene el polinomio dado por: 2 + 6x> + 2x + x* — 4x - 3x* + 7, se puede

escribir como: 4x> — 2x + 9.
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Cuando un polinomio es de un solo término, se lo denomina monomio, si
tiene dos términos, binomio y si tiene tres términos, trinomio.

Debido a que un polinomio es una suma de monomios y un monomio
representa un numero real, a los polinomios pueden aplicarse las definiciones, axiomas y
teoremas que comprenden los numeros reales.

Por ejemplo:
a) ax+bx=(atb)x,

b) ax-bx=(a-b)x,
c) ax+tbx+cx=(at+b+o)x,

d)  8xX*+5x+2x—4x =(8+2)x*+ (5 -4)x
= 10X2+X,

e) 7a’b-3a’b+ 8ab’— 5ab’> — 6ab’ = (7-3) a’b + (8-5-6) ab’
=4a’b + (-3 ab®)
= 4a’b - 3 ab?

Si tenemos que sumar los polinomios: 4y’ + 7y* + 3y — 8, y el dado por
6y’ —2y* + 4, se realiza como sigue:

4y + 79" + 3y - 8
6y — 2y? + 4
10y’ + 5y* + 3y - 4

El producto de los monomios 4x’ y 5x” puede escribirse como:

4x®  5xt = 453x!
=20x".

O por ejemplo : 4t° (58 — 78 —3t) = 4t 5t - 457 - 403t = 20t°- 28t — 12t* .

En el caso del producto: (3x* - 2x + 1)( x - 4x> + 3), se debera aplicar la
propiedad distributiva. Una forma practica de hacer las cuentas es disponer el producto de
la siguiente manera:

3% - 2x + 1
AxE 4+ x + 3
12xt + 8% - 4x?
3 - 2% + x
9x* - 6x _+ 3
2x+ 11X - 3x% -5x + 3
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4.6.3. Ejemplo y disposicion practica para efectuar la division de
polinimios

Efectuemos la division euclidiana de a = 3x” + 4x* +1 por b = x* + 2x + 3.

La disposicion practica es la siguiente:

a= 3x° + 4x* +1 x> +2x+3 =b
-bq =-3x"-6x*- 9%’ 3x7-6x°+3x+ 16 =q
= -6x - Ox* + 4x +1
bqy = -6x'+12x° +18x°
= 3x>  +22x° -9x
-bqz = 3 - 6x5 -9x
13 = 16x° -9x +1
-bgy = - 16x*-32x - 48
I3 = -41x -47

Se tiene, pues:
3% +4x% + 1= (x> +2x + 3)( 3x” - 6x> + 3x + 16) — 41x — 47.

El grado del resto -41x —47 es estrictamente inferior al del divisor b.

4-7. Divisores comunes

-Dado un polinomio a. Sea D(a) el conjunto de sus divisores:
D(a) = {deK][x]/ d|a}.

Si a y b son dos polinomios, todo polinomio de la interseccion D(a)nD(b) recibe el
nombre de divisor comtiinde a y b.

Vamos a estudiar esta interseccion; para ello observemos que:

(Vu e K[x]) dla=d|au

}:d|(au+bv) ;
(Vv e K[x]) dlb= d|bv

Por consiguiente, cualesquiera que sean los polinomios u y v:
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D(a) n D(b) < D(au + bv) (1)

Consideremos el conjunto 1 de los polinomios au + bv para todo u 'y
todo v de K[x]. Se puede veren I que:

(au+bv)—(aw’+bv)=a(u-u’)+b(v-v’) el;
(VpeK][x]) p(au +bv) =a(pu) + b(pv) € L.
Por lo tanto, todo polinomio de I es multiplo de uno de los del I, d, de
grado minimo:
2°(d) = min{g°(p)} con p eI* I*=1-{0}.
En estas condiciones, se tiene:
(Vu, v € K[x]) d ‘ au + bv.

En particular:

siu=1 y v=0, entonces d|a;
siu=0 y v=1, entonces d|b.

Por consiguiente, d es un divisor cominde a y b; d e D(a) "D(b),
de donde:

D(d) < D(a) " D(b) (2)
Por otra parte, puesto que d € I, existen dos polinomios uy y Vo
tales que, aup + bvy = d, es decir aplicando (1), D(a) N D(b) < D(d), relacion que

comparada con (2) da:

D(a) N D(b) = D(d).

Definicion

El polinomio d se llama maximo comun divisor de a y b, y se escribe
d=m.cd.(a, b).

Teorema3

El conjunto de los divisores comunes a los polinomios a y b coincide
con el conjunto de los divisores de su m.c.d.
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4.7.1.Polinomios primos entre si

Dos polinomios a y b son primos entre si, cuando su m.c.d. es una
constante (que puede tomarse igual a 1).

Teorema de Bezout

La condicion necesaria y suficiente para que dos polinomios a y b
sean primos entre si, es que existan dos polinomios u y v tales que: au + bv = 1.

Teorema de la divisibilidad

«“_

Si “a” dividea “bc” y es primo con “b”, entonces divide a ‘“c”.
En efecto: m.c.d.(a,b)=1 = m.c.d.(ac,bc)=c

Puesto que “a” dividea “bc”,y es obvio que divide a “ac”, divide al
m.c.d.(ac,bc) =c.

4.7.2. Forma practica de calcular el m.c.d.

Teorema:

Si a y b son dos polinomios no nulos tales que, el g°(b) <g°a) el
m.c.d. (a, b) es el m.c.d.(b, r), donde r es el resto de la division euclidiana de a por b.

Se puede entonces determinar el m.c.d. de dos polinomios por el método
del algoritmo de Euclides como se ilustra en el ejemplo que sigue en R[x].
Ejemplo:

Si a=x'+3x - 2x* -2 y b= x* +x -2 dividiendo se
observa que:

xP43x% - 2x7-2=(x" +x -2)(x* +2x-2)+(6x-6) (osea, a=bq; +17);
dividiendo ahora,

b =x*+x -2 por r;=6x— 6, se obtiene que:

93



X +x -2=(6x-6)(1/6x+1/3)+0 (b=r1q2 + 1);

El m.cd. de a y b, es el ultimo resto no nulo del algoritmo, por
consiguiente de lo expuesto precedentemente m.c.d.(a, b) =2x —2; que normalizado nos
da que:

m.c.d.(a,b)=x-1

Una forma de ordenar el algoritmo es hacer la siguiente tabla.

qi= X° +2x-2 Qo= 1/6x + 1/3 cocientes
a=x +3x"-2x" - 2| b=x"+ x-2 6x — 6 dividendos y divisores
rn=6x—-6 0 restos

Se llama polinomio normalizado al polinomio cuyo monomio de mayor
grado tiene por coeficiente la unidad 1 del cuerpo K:

p=xn+an_1xn'1 +...+ax+ag

4.8. Polinomio primo o irreducible

4.8.1. Definicion

En K[x]; se da el nombre de primo o irreducible a todo
polinomio divisible solo por si mismo.

Por ejemplo, todo polinomio x + o normalizado de grado 1 es un
polinomio irreducible.

Observacion: La caracteristica de irreductibilidad de un polinomio depende del cuerpo K,
asi, x> =3 esun polinomio irreducible de Q[x], pero no es irreducible sobre R][x].

De la definicion resulta que, si un polinomio p primo no divide a un
polinomio a, entonces los polinomios p y a son primos entre si.

Propiedad 7

Si un polinomio irreducible divide a un producto de polinomio, divide
al menos a uno de ellos.

En efecto, si p divide a ab y es primo con a, por el teorema de la
divisibilidad tiene que dividir a b.
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Propiedad 8

Si p primo divide a un producto de factores primos, es igual a uno de
ellos.

4.8.2. Descomposicion en factores primos

Teorema 6

Todo polinomio no primo, es el producto de polinomios primos
(irreducibles). Esta descomposicion es unica, salvo el orden de los factores.

4.9. Derivacion

4.9.1. Derivada de un polinomio

Sea p un polinomio de A[x] sobre un anillo A: p=ag+ a;x + ax’ + ... + ax"

Si damos a x, un valor de A, es decir, si reemplazamos x por el elemento
o de A, obtenemos otro elemento bien determinado de A que representamos p(a.).

pla) = ag +ajo + a0’ + ... + a0

Queda asi definida una aplicacion o — p(a) de A en si mismo, que
recibe el nombre de funcion polinomica.

En el estudio de Analisis Matematico se demuestra que:

p’(o) =a; + 2a00 +... + na,a™’

4.9.2. Definicion

Se llama polinomio derivado de polinomio p = ap + a;x + ax’ + ... + ax" al
siguiente polinomio:

p =a;t2ax+ ..+ na,x"" .

En particular, si p es una constante, o es el polinomio cero, su derivada
p’ es 0. En los restantes casos, se tiene que g°(p’) = g°(p) — 1.
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4.9.3. Derivadas sucesivas

Definicién. EI polinomio derivado de orden n, designado por p™ del
polinomio p, se define como sigue:

]° p(O) =p
2°  Supuesto definido p™, definimos p™" = [p™]’
Segun lo anterior, se tiene sucesivamente:
p”=p;  pV=p% p?=@)y=p%  pV=@)=p.

Hallemos en primer lugar la derivada de orden h del monomio x*. Se
verifica la siguiente propiedad:

e h<k = "= (Vin) - x<h (Vi n; variaciones de k elementos tomados de a h)
e h>k = HP=o0.
Demostracion:
Se demuestra por induccion:
- La primera implicacion se verifica si h= 0.

- Suponiendo que es cierta para h <k, vamos a demostrar que es valida para h+ 1 <k
(induccidn limitada a k) y observando que:

N I k!
(k—h)-Vip = (k—h) PEST (k—h) (k-h)-(k-h-1)-(k-h-2)-..-1°

Simplificando (k — h) nos queda:

Ok k! ~ k!
(k-h)!  (k-h-1)-(k-h-2)-..-1 [k-(h+1)]

(k—h)

= \ e

Es decir que:
(k=h)-Vin = Vinn

Por consiguiente podemos escribir ahora:

™Y = [T = [View) X =
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— (k . h) . (Vk,h ) . Xk*h—l — (Vk, il ) . ka(h+l).
- La primer implicacion, es por tanto, cierta para todo h <Xk.

-Si h=Kk, resulta:
x99 = Vi x’ = k!,
y se obtiene una constante, lo que dice que, si h>k (x)® = 0.

- Esto prueba la segunda implicacion.

4.9.3. Derivada de orden n de un polinomio

Sea el polinomio p= Zakxk , del que vamos a hallar su derivada de

k=0
orden h. Derivando término a término y aplicando la propiedad anterior a cada monomio
resulta:

h<n = p»=YaV, x** (1)
k=h

h>n = p(h)ZO.

4.9.4. Férmula de Mac-Laurin

Consideremos ahora los elementos de A[x] como funciones polindmicas
de A en A, en el supuesto que la indeterminada x toma valores en un cuerpo A, que
puede ser C o un sub-cuerpo de C.

Si damos a x el valor cero en la igualdad (1):

(h<n) p(h)(o) =aph!;  de donde deducimos que:

)
_Po

"~ h!

2

ay

y por consiguiente,

- Po) _n . Po . Po >
x)=> —2x", es decir: p(x)=p, +—2x +—L x> 4. +—2
p( ) et h' p( ) p(O) 1| 2| n!

Esta es la formula de Mac-Laurin para un polinomio.
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4.9.5. Férmula de Taylor

n
Sea un polinomio de una variable X;  p=>"ax", sustituyendo X por
k=0

x +y, se obtiene otro polinomio dex e y: p(x+y)= Zn:ak(x +y)* -
k=0

Aplicando a cada término de lugar k la férmula del binomio de Newton
y recordando cémo escribir las derivadas sucesivas de (x + y)* y luego trabajando
algebraicamente se obtienen la formula:

pex+y)=pe)+ By D —pn(,X)'y“‘

1 21 n! 7’

que es la llamada Férmula de Taylor para los polinomios.

4.9.6. Ceros de un polinomio

Consideramos ahora el anillo K[x] de los polinomio con una
indeterminada sobre un cuerpo conmutativo K (que puede ser Q, R, o C) vy las
correspondientes funciones polindmicas.

Definicion
El elemento a de K es un CeX0 (o raiz) del polinomio p e K/x], si P(a) = 0.

Teorema
Para que a sea cerode pe K[x] es necesario y suficiente que
p € K[x] sea divisible por x—a:

p(x) = (x—-a)q(x) + r(x),  con g <gx-a)=1 ()

0 Ssea que r es una constante.

4.9.7. Teorema del resto

El resto de la division euclidiana de p(x) por “x—a” es p(a).

Sien (1) damos a x el valor a queda que p(a) = r(a) y por
consiguiente

p(x) = (x —a)q(x) + p(a).
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O sea, que para p(x) sea divisible por x —a es necesario y suficiente
que p(a)=0, es decir que, a sea un cero de p(x).

4.9.8. Orden de multiplicidad de un cero

Sea a un cero de p(x). entonces x —a divide a p(x); por tanto, existen
pi(x) tal que p(x) = (x —a)pi(x).

- Sipi(a) # 0, decimos que a es un cero simple de p(x).

- Si pi(a) = 0, entonces pi(x) es divisible por (x —a) y existe un
pa(x) tal que pi(x) = (x—a) pa(x), de donde:

p(x) = (x — @)’pa(x).
- Si pa(x) # 0, se dice que a es un cero doble de p(x).
- De manera general, si existe un entero natural h > 1 tal que:
P(x) = (x — a)"pu(x). con pu(a) # 0,

se dice que « es un cero multiple de orden h de p(x), o cero de multiplicidad h.

Definicion
Se llama multiplicidad de un cero de p(x) el numero natural h > 1 que
verifica a:
P() = (x — a)"pi(x), con pi(a) #0
Propiedad
Si a; ay -, ar son ceros diferentes de un polinomio p(x), de

multiplicidades h, h, -, h,, existe un polinomio q(x) tal que:

p()=(x—a)" - (x—a,)" q(x),

siendo ademas q(a;) #0 para ie{l, 2, =, r—1}.

Demostracion:

Razonemos por induccion sobre el nimero r de ceros distintos
considerados.

- Lapropiedad es cierta para r = 1.
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- Supongamos cierta para » — [; es decir, supongamos que exista un polinomio #(x) tal
que:

P =(r—a)" (x=a)* .. (x=a,_)"" 1(x) (1)

con t(a;) #0 para ie{l, 2, -, r—1}.

Vamos a demostrar que existe un polinomio q(x) tal que:
p(x)=(x-2a,)" - (x-a, )" a(x),
siendo ademas q(ai) #0 para ie{l, 2, -, r—1}.

Puesto que a, esunaraiz de orden 4, de p(x), existe el polinomio p,(x)
tal que :

p(x)=(x-a,)"p,(x),  con pda)=0.

Ahora bien: x —a, es primo con x —a; paratodo i € /1, r-1], ya que estos a; son
distintos de a,. Por consiguiente, (X —a, )hr es primo con (X —a, )hi , cualquiera que
sea para ie {l,r—1}. Segun el teorema de la divisibilidad y la hipétesis de induccion:

(x-a)"lp) = (x-a)" [t
y existe un polinomio g(x) tal que #(x) = (x —-a, )hr . q(x).
Ademas:
(1 <i<r-l y ta)=0) = q(a)#0, quesustituidaen (1)
da:
p(x)=(x—ay)™ - (x-a, )" a(x),

Por ultimo, sabemos que p(a;) =0 para ie{l, 2, -, r—1}, y,como
para estos valores de i es a; #a, se ve que:

pra,) #0 = q(a,) #0.

Propiedad

Todo polinomio p de grado n > 1 admite, como mdaximo n ceros
distintos.
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4.10. Teorema de D'’ ALEMBERT

Todo polinomio de C[x], de grado n=> 1, admite al menos un cero en C.

4.10.1. Consecuencia

Sea peC[x] con g°p) =n=1. Por el teorema de d’Alembert, p
admite al menos un cero o€ C, y existe un p; € C[x] tal que p=(x-oy)pi.

Sin=1, g°%pi1)=0, y pi esunaconstante.

-Si n > 1, entonces g°(p;) = 1,y es posible aplicar de nuevo el teorema
de d’Alembert a p;, que admitird al menos un cero o, € C[x] tal que,

p1=(x - o)(x - o2)p2, de donde:
p-(x- o)X - o2)pa.
- Para n=2, g%p2) =0,y p2 es una constante.

- Si n > 2, razonemos por induccion sobre el grado n del polinomio p;
supongamos que:

p=(x-a)(X-02) " (X-0n1)pr1 con g(pni)=1.
Existe entonces una constante A € C* y un niimero o, € C tales que:
Pn1=A(X-04,) Y, porconsiguiente: p=A(X-0o)(X-0) - (X-dy).

De ahi resulta que todo polinomio p € C[x] de grado n >1 admite n
ceros, distintos o no.

Nota. En C[x], todo polinomio primo es de grado 1. Se dice que el
cuerpo C de los numeros complejos es algebraicamente cerrado.

4.11. Ceros racionales de polinomios

Los ceros de un polinomio p son las raices de la ecuacion p(x) = 0, esto
significa que si o es un cero, debera ser p(a) = 0.

Por ejemplo si p= 2x* + 5% + 11x + 6, entonces p(-3) = 0. Por lo tanto, -
3 es un cero del polinomio.
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En el caso de que el polinomio sea de segundo grado, los ceros se
determinan resolviendo la ecuacién de segundo grado correspondiente mediante
factorizacion o por la formula cuadratica.

Para un polinomio de tercer o cuarto grado, el método general para
obtener los ceros es complejo, y se estudian en el Gltimo capitulo de esta guia de estudios.
Para los polinomios de grado mayor a cuatro, no existe una formula general para su
resolucion.

1

Nosotros vimos que un polinomio: p = a,x" + a,x"" + ... + a;x + ag

con n 21, se puede escribir como:

pX)=an(X—1)(X—12) " (X—Tp1)(X—Tp), a,#0

donde cada 1 (1=1, 2, ..., n) es un cero complejo de p. Los ceros complejos pueden ser
numeros reales, nimeros imaginarios o numeros complejos. Ademas si un factor (x — r;) se
representa k veces, entonces decimos que r; es un cero de multiplicidad k.

Ya dijimos que es dificil determinar los ceros de un polinomio, excepto
en casos especiales. Uno de estos se presenta cuando los coeficientes son enteros; en ese
caso si existen ceros racionales se podran hallar aplicando el siguiente teorema:

Teorema

, -1
Supéngase que p = a,x" + a, ;X + ...+ a;x +ap donde ay, ay, ..., ap,

son enteros. Si —, en su minima expresion, es un nimero racional y un cero de p,
q
entonces r es un factor entero de ap y q es un factor entero de a,.

Demostracion
r ., .
Como — es una solucion de la ecuacion p(x) = 0.
q
n n-1 n-2
r r r r
Por lo tanto: a,| —| + an|— +a,,| — ++a|—| +ta =0
q q q

Multiplicando cada miembro de esta ecuacion por ¢, se obtiene:

anr” + ap " gt an " gt ann 't i+ o+ arg™ ta"=0 (1)

A continuacion se suma -apq" a cada miembro de la ecuacion (1) y se factoriza r de cada
término del primer miembro resultante. De esta manera se tiene la ecuacion equivalente.

r(anrn—l + an_lrn—Z q+ Ao rn—3 q2 + an3 rn—4 q3 4ot alqn—l) - _ ann (2)
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Como a; (1i=1,2, - ,n), ry q son enteros, y la suma del producto son enteros, la
expresion en paréntesis del primer miembro de (2) es un entero, que se representa por t.
Por consiguiente (2) puede escribirse como:

rt=-aq" (3

El primer miembro de (3) es un entero que tiene a r como factor. Por lo tanto, r debe ser

. r . .
un factor del segundo miembro, - apq". Como (— es una fraccion irreducible, r carece
q

de factor comlin con q. Asi r debe ser un factor de a,.
La Ecuacién (1), (sacando factor comin q) es también equivalente a la ecuacion:
n-1 n-2 n-2 n-1y _ n
q(apir + apor Tq +-+ ajrq Ctaq )= -ar  (4)

Ahora, como el primer miembro de (4) es un entero que tiene a q como factor; q debe
ser un factor del segundo miembro - a,r". Como q carece de factor comun con r, se
deduce que q debe ser un factor de a,.

Conviene aclarar que el teorema no garantiza que un polinomio con

coeficientes enteros tenga un cero racional; sin embargo, el teorema indica los medios para
hallar los nimeros que podrian ser ceros racionales.

Ejemplo. Supoéngase p=3x" —2x° - 7x -2.

. . : r
Solucién: Sabemos que cualquier cero racional — de p debe ser tal que r sea un factor
q

entero de -2 y q sea un factor entero de 3. Por lo tanto los posibles valores de r son 1, -1, 2
y -2; y los posibles valores de q seran 1, -1, 3 y -3. De esta manera el conjunto posible de
ceros racionales de p es:

{1,-1,2,-2,1/3,-1/3, 2/3, -2/3}

Como p es de grado 3, no mas de tres nimeros de este conjunto pueden ser raices del
polinomio.

Utilizando el teorema del resto se tiene que p(-1) = 0, por lo que -1 es una
de las raices del p y ademds x + 1 tendra que ser un factor de p y se tiene que.

p=x+1)(3x" - 5x-2)
Los otros dos ceros de p se pueden calcular resolviendo la ecuacion:

3x2-5x—-2=0.
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Resumen

Cuando se trabajan con polinomios, conviene tener bien presentes los
siguientes teoremas y propiedades.

Teorema 1. Algoritmo de la division.

Sean, p(x) un polinomio de gradon > 1 y d(x) un polinomio de grado
m con I <m <n. Entonces existen polinomio unicos q(x) y r(x), que tienen la propiedad
de que:

p(x) =d(x)q(x) +1(x)

y si r(x) tiene un grado (es decir, si r(x) no es el polinomio nulo), entonces este grado es
menor que el grado de d(x).

Teorema de Bezout

Si a y b son dos polinomios primos entre si, existe un unico par (u, v)
de polinomios tales que:

au +bv =1 gw<gb); g <g’(a)

Teorema de Gauss

“_ “_

Si un polinomio “a” divide al polinomio producto “bc” y si “a’ es
primo con “b”, “a” divide “ac”.

Polinomio irreducible

Definicion:

Un polinomio a de K[x] de grado estrictamente positivo es irreducible
si, y solamente si, a no es divisible por ningun polinomio de K[x] de grado no nulo
estrictamente inferior al grado de a.

Por ejemplo, todo polinomio de grado 1 es un polinomio irreducible.
OBSERVACION. El caracter de irreducibilidad de wun polinomio

depende del cuerpo K. Asi, x* — 3 es un polinomio irreducible de  Q[x] y no lo es de
R[x].
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Teorema 2. Teorema fundamental del Algebra.

Cualguier polinomio complejo de grado n > 1 tiene, al menos, una raiz.

Teorema 3

El polinomio complejo p(x) = ax’ + bx + ¢ es siempre reducible sobre el
cuerpo C.

Teorema 4. Teorema del residuo.

Si un polinomio p(x) es dividido por x — r, para obtener un cociente
q(x) y un residuo R, entonces p(r) =R.
Teorema 5. Teorema del factor

Sean, p(x) un polinomio y r un escalar. Entonces r es una raiz de p(x) si y
solo si x —r es un factor de p(x).

Ejemplo: X =3x —x+3=(x+)(x-1)(x-23).

Teorema 6.

Un polinomio complejo p(x) de grado n >1, p(x) = axx" +ax™ + ~ +
ap.1 T a, , puede ser expresado como el producto del numero complejo ay y n factores de
primer grado de la forma x —r; donde r; € C (i = 1,2,3,7,n). Es decir, la factorizacion
completa de p(x) es:

px) =apx —r)(x—ry) " (X —rp)(x — ).

Cuerpo algebraicamente cerrado.

Definicion.-
Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si, y solamente si, todo
polinomio de grado estrictamente positivo de K/[x] admite al menos un cero en K.

Teorema 7.

Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si, y solamente si, los unicos
polinomios irreducibles de K[x] son los polinomios de primer grado.
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Q no es algebraicamente cerrado ya que el polinomio x*> — 3 no tiene
ceros en Q.

R no es algebraicamente cerrado ya que el polinomio x> + 4 no tiene
ceros en R.

Corolario

Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si, y solamente si, todo
polinomio de K[x] es divisible sobre K.

Teorema §.

Un polinomio complejo de grado n > 1 tiene cuando mas n raices. Un
polinomio de grado cero no tiene raiz.

Consecuencias

e Todo polinomio no nulo de grado n de C[x] admite n ceros en C.
e Todo polinomio no nulo de C[x] es divisible sobre C.

Bibliografia:
La Bibliografia referida al tema desarrollado es muy amplia pero, para

elaborar ésta guia de estudio se ha tenido en cuenta fundamentalmente los libros que se
citan abajo. De cualquier manera, cualquiera de los libros de Algebra que aparecen en la
Bibliografia general del Programa Analitico de la Asignatura Algebra 2, pueden servir para
completar el estudio de éste tema.

Ayres, F.Jr. Algebra Moderna. Libros McGraw-Hill.

Gentile, E. Notas de Algebra. Eudeba.
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Taylor, H.E.; Wade, T.L. Matematicas Basicas. Editorial Limusa. Wiley, S. A.

Ejercicios propuestos

1. Dar el grado y los coeficientes, ag, a; , ... , a, para cada uno de los siguientes
polinomios.

a) p(X)=6x3 173+ 11x - 2; b) p(x)=x2+2; c) p(x) =x*-2x*+x-2;
dpx)=x*-3x% ) px)=5x"-7x +9x-7+x; ) p(x) =x - 4x* - 11x + 30;
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2. Para p(x) dado en el ejercicio 1a, calcular los valores : p(-1); P(0); p(1); p(2); p(3).

3. Para p(x) dado en el ejercicio 1b, calcular los valores: p(-5); p(-4); p(-3); p(-2); p(-1);
p(0); p(1); p(2); P(3); p().

4. Para p(x) = x* - 3x> + 2x - 1, determinar: p(0); p(1); p(-2) y verificar si la igualdad
dada por 2p(-1) =p(3) -1 es verdadera.

5. Sean los polinomios: p(x) = 3%’ - 2% + x* - 5x - I qx) = 2x' - 3x% - x + 5,
determine:

a) g°(p°-q); b) el coeficiente de x°en p(x) . q(x);

c) g°(p+q); d) el coeficiente de x'° en p(x) q(x)

6.Sean p(x)= X - 2x+3; q(x) =2x° -5xt - 3x + 2%
Determinar polinomios t(x) y r(x) tales que: q(x)=p(x)-t(x) + r(x).

7. En cada uno de los siguientes ejercicios, determinar la solucion de la ecuacion dada, si el
referencial es C.

a)(2-5D)x+7-4i=0; b) (6+7i)x+11=0;
c) 53"-3)x+4-7"=0; d) 11/6 x +13/8=0.

8. Hallar el cociente y el resto de la division de:
a) 2x"-3x° +4x%- 5x+6 por x* -3x+1; b) x-x*+1 por 2x-2x;
¢) -4x> + x> por x + Y d) x*+x’+x*+ x+1 por x-1;
e) x*+x+1 por x% f) x*+x*+1por x+1.
9. Hallar el cociente y el resto de la division de:  x™ -1 por x" - 1.
10. Factorizar:
a) 5x* —245; b) 7x*-847; ¢) x*-5x*+6 (hacerz=x"); d)x*-x*-20.

11. Dividir x*- 14x> + 2x> + 49x +3 por 2x” + 3x - 2, identificar el cociente y el resto
en esta division, y escribir su resultado en la forma de la igualdad: p/q=c +r/q.

12. Dividir x*- 14x’ + 2x* + 49x - 36 por x + 2, identificar el cociente y el resto en
esta division y escribir su resultado en la forma de la igualdad p=qc +r.

13. En cada uno de los siguientes ejercicios comprobar el teorema del residuo para el
polinomio, dado p(x) y el nimero a, primero calculando p(a) y luego determinando el

resto cuando p(x) es dividido por x - a hasta obtener un resto cte, y finalmente, observar
que p(a) = resto.

2) P =20 -9 - Ix+ 1, 2=, b) p(x)=x"-3x"+ 5x-7, a=-2;
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¢) px)=ax’*+px+y, a=k

14. En cada uno de los ejercicios siguientes, demostrar que el primer polinomio es un
factor del segundo.

a) x—1, 4 +3x%- 5x-2; b) x+2, x’-2x"- 5x+6; ¢) y+l, y*-1.

15. En cada uno de los ejercicios, dar las raices del polinomio y la multiplicidad de cada
uno.

a) (x+3)7% (x-2x;  b) (x* +3x+2° - (x+2); ¢) x*+9)-(x+30)* (x-3i).

16. Factorizar completamente los siguientes polinomios.
a) Siunaraizde p(x)=x’-5x*- 17x+21 es 7,
b) Si una raiz de p(x) = 2x* - x> - 8x* +4x es -2;
¢) Si px)=x"-x'-2x+2x*+ x-1, tienea 1 como raiz de multiplicidad 3.
17. Determinar una ecuacion polinomial compleja si la solucion es la dada por:
L2.2+i(3)";2-13)")
18. Determinar un polinomio p(x) de tercer grado, que tenga como raices: 1 + (3)"? y 1
- (3)1/ 2, ésta ultima con multiplicidad dos.

19. Encontrar el maximo comun divisor de:

a)2x +2x°-3x%- 2x+1 y x+2x°+ 2x+1;  b) x*'-6x"- 8x-3 y x’-3x-2
o)X -x +2x - 2x%+ 2x — 1 y X —x +2x*- 2x + 1.

Ejercicios v problemas resueltos

Ejemplo 1.—Sean p=x’+1y q=x"+1.
- Mostrar que son primos entre si y entonces up +v q= 1. Determinaruy v.
Solucién. Dividimos q por p, es decir:

0P+ 0x>+0x + 1 |x3+l

4
X + x X

-x +1
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por consiguiente:
xX*+1=x(x’+1)—x+1; esdecir q=xp—x+1 otambiénq=xp—(x—1),
ahora dividimos:

x>+ 0x>+0x + 1 |x-1

- x* xX2+x+1
x° +1
x° - X
x+1
x-1
2

por lo tanto:
p=x+1=x"+x+1)(x—1)+2, otambién 2=p-(x"+x+1)x—-1),
y entonces como X — 1 =x p—q, podemos escribir:
2=p-K+x+Dxp-q =
=p—[(x* +x+ Dxp-(x’+x+ gl =
(x2+x+1)x-p+(x2+x+1)q =

2=p-
2=p[l-(xX+x*+x)]+ X +x+1)q =
2

=
=
=
= =p(—x3—X2—x+1)+(x2+x+1)q luego:

u=%l-x-x"-x) y v=0%(x+x+1)

Ejemplo 2. — Demostrar que el polinomio de R[x]

P=36x'+12x—11x*—2x+1,
tiene dos raices dobles; determinese esas raices.
Solucién:
Sia; y o, sonraices dobles de P; entonces:
P(a;) =0 y P’(ai)=0

y luego los reales o son raices del polinomio R resto de la division euclidiana de P por
P’:

P=P°Q+R con g°(R)<3
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y el resto sera de grado inferior o igual a dos, o; y o, son entonces raices de R.

Se tiene P” =2[72x> + 18 x* — 11 x — 1] de donde se deduce:
R= —§(6X2+x— 1)
24

Por consiguiente si P admite dos raices dobles o; y o, necesariamente

o =-12 'y owop=1/3

Ejemplo 3. Sea n un entero estrictamente positivo, F, = (x*—1)" y P, el polinomio
derivado de orden n de F,.

1° Calcular: P;;P,yPsy; Fi=x'—-1); F,=x"-1% F3=x>-1).

Solucién:

Pi=2x; F=4x(x’-1)= P,=4(x*—1)+4x.2x=4(x"— 1 +2x%) =4(3x’ - 1)
F;=x*-1 .= Fy=3-2xx -1 =6xx*-1)
F3”=6(x>-1)7+6x-2x-2(x*-1) = 6 (x* - 1) +24x* (x** - 1) =
P3=6-2-2x(x*—1)+48x (x* = 1) +24x> 2x = 24x (x* — 1)+ 48x (x* — 1) +48x> =

Py=24x [(xX*— D) +2 (x* = 1) +2x* ] =24x (x> — 1 + 2x* = 2 + 2x% ) = 24x (5x* - 3).

Ejemplo 4. Determinese los ceros del polinomio p = x* — 2x* —11x* +12x +36, sabiendo
que admite dos ceros distintos, donde el producto es igual a -6.

Solucion:

Sean x; y X, dos ceros distintos de P, tales que x;-x; = -6.

Tomamos x; + X, = o.. Entonces el polinomio P es divisible por polinomio x* - ax — 6.
Luegode P = (x* - ax — 6) (x* - Bx — 6), se deduce que:

x =2 —11x% +12x 436 = x* — Bx’ — ax® — 6x% - 6x* + apx” + 6Px + 6ax + 36 =
=x"'— (a+B)X’ — (12 - af)x’ + (6B + 60)x + 36
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por consiguiente:

(a+PB)=2; 12-aBf=-11 = apf=1; 6p+6a=12 = a+p=2;

ay B son las raices del trinomio: * —2t+1=0 = a=p=1

de lo que resulta que:

P=(x"-ax—6)"=(x—3)"(x+2)* ylos ceros son -2y 3y son dobles.

Ejemplo 5. Determinar un complejo o para que el polinomio P = x> + 6x* — 6x + o ,
admita dos raices donde la suma y el producto sean iguales. P(x) € C[x].

Solucion:

Sean x; y X, dosraices de P tales que x; +x, =X - xp=a

De P=x’+6x"—6x+a=Qx*—(x;+x2) x+a)=Q(x*—a-x+a);
podemos ahora determinar Q y el resto haciendo el cociente entre P(x) y x" —ax +a:

X+ 6x°

— 6x + « |x2—a~x+a:
X - ax>  + ax x + (6+a)
6+a)x” - (6+ax + «
(6+a)x’ - (6+a)ax +(6+a)a
-(6 +a)x + (6 +a)ax

+(a-(6+a))
Observar que:

-(6tax+(6+a)ax +(a-(6+a)a)=(6+a)x(-1+a)-(6+aa+a=
=-6X + 6ax —ax + a’x — (6a + a’ + 1)

De acuerdo al algoritmo de la division, se tiene:

P(x)=(x*—ax+a)(x+6+a)-6x+6ax—ax+a’x—(6a+a’+a)=

=(x —a-x+a)(x+6+a)+(a2x+6ax—ax—6x)—(a2+6a-oc)=
=(x—ax+a)(x+t6+a)+(a’+5a—6)x—(a’+6a-a)=

;1,0 2 y o« o oy .
y como P es multiplo de x” — a-x + a tendréd que ser el resto de la division igual a cero, es
decir:

(@®>+5a-6)=0 y a’+6a-a=0, porlotantoserda (a=1 0 a=-6) y a=a’+6a
Se distinguen dos casos:

1° a=1; de donde a = 7. Entonces las raices tendran que verificar:

P=(x"—x+1)(x+7)

111



Entonces, de  x + 7 =0, se deduce que una raiz es x; =7 Yy las otras resultan de
resolver x*—x +1=0.

1+4/-3 1 .3 1.3

Osea: x53= o es decir: x2:5+1—; X3 =——1—

2° a=-6 de donde a =0, y las raices de P son:

0; -3+4/15; 3 -4/15
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5. Cuerpo de las fracciones racionales

5.1. Cuerpo de las fracciones racionales

Sabemos que el conjunto K[x] de los polinomios con una indeterminada
sobre un cuerpo conmutativo K de un dominio de integridad. Sin embargo, la
multiplicacion de polinomios no define estructura de grupo en tal conjunto, puesto que no
todo polinomio admite inverso; por consiguiente, K[x] no es un cuerpo.

Se plantea ahora en K[x] el mismo problema que se estudié en Algebra 1
a proposito de la construccion del cuerpo de los numeros racionales a partir del anillo de
los enteros relativos. Se trata aqui de prolongar el dominio de integridad K[x] a un
conjunto mas amplio, y que sea un cuerpo conmutativo. O sea, el problema es la
construccion del cuerpo de las fracciones de un dominio cualquiera de integridad.

Escribiremos K[x]* = K[x] — {0}.

5.1.1. Fracciones racionales

Recibe el nombre de fraccion racional un par (a, b) de K[x] x K[x]]*;
a se llama numerador,y b denominador. Se denota por a/b.

Dos fracciones racionales a/b y c/d son equivalentes si ad = bc, y se
escribe a/b = c/d.

La anterior equivalencia en K[x] x K[x]*, cuyo conjunto cociente, Fg[x],
es el conjunto de las clases de equivalencia de las fracciones racionales con una
indeterminada sobre el cuerpo K. Cuando se desee poner en evidencia un representante

a/b de una clase de Fk[x] se utilizara la notacion {%} para designar dicha clase.

5.1.2. Fraccion irreducible

Sea {%} e Fx[x]. Si d =m.c.d.(a,b), existen entonces dos polinomios
a; yb; de K[x] tales que:

a=da;; b=db;; m.c.d.(a;,b)=1,
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de donde se deduce que:

- B

La fraccion  a;/b;, cuyos términos son primos entre si, se llama

o | o
o-‘|_sn

irreducible. Es el representante mas sencillo de la clase [a]
b

Toda fraccion c/d equivalente ala a/b es dela forma pa;/pb; con
pe K][x]. En efecto:

oo
ol

Entonces:
[ai/da; = aj/cby y m.c.d.(aby)=1] = a/c.

Por consiguiente, existe p € K[x] tal que c¢=pa;, de donde d=pb;
y la propiedad queda demostrada.

5.1.3. Leyes de composicion en F¢[X]

Definamos en Fg[x] dos leyes de composicion (al igual que en el
conjunto Q de los racionales).

Adicion: {i} + {S = {ad * bc} .
bl [d] bd
Multiplicacion: {i} . {E = {E} .
b]|[d] |bd

Estas dos leyes en Fg[x] no dependen de los representantes elegidos
para las clases; son asociativas y conmutativas.

0
La adicion admite como elemento neutro [F} , 'y la multiplicacion,

b
[E} - Estas dos leyes dan a Fg[x] estructura de grupo conmutativo.
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El opuesto de {%} para la adicion es {_Tfl} Para la multiplicacion, el

menoe | s 2]
inversode | —| es | —|.
b a

Ademés, como la segunda operacion es distributiva respecto de la
adicidn, se verifica el teorema siguiente:

Teorema 1l

Fx[x] es un cuerpo conmutativo.

5.2. Descomposicion de una fraccion racional sobre un
cuerpo conmutativo

5.2.1. Parte entera de una fraccion racional

Consideremos el conjunto Fx[x] de las clases de fracciones racionales
sobre un cuerpo conmutativo cualquiera K. A todo elemento de Fg[x] asociamos su
representante irreducible a/b (m.c.d. (a,b) = 1).

Hagamos la division euclidiana de a por b en K[x]:

a=bg+r g'(r) <g'().

En Fx[x], se podra entonces escribir:

=q +§ g2°(r) < g°(b).

SRS

La fraccion /b es irreducible [puesto que m.c.d.(a, b) = m.c.d.(b, r)], y
el grado de su numerador es estrictamente inferior al de su denominador. El polinomio q
se llama parte entera de la fraccion racional a/b. Es claro que la descomposicion es Unica,
debido a la unicidad de la division euclidiana en KJ[x].

Teorema 2
Sea r/b€Fx/x] tal que: m.c.d.(r, b)=1; g(r) <g(b) y b =bib:" by,

siendo los n polinomios b; primos entre si dos a dos; existen entonces n polinomios r;
tales que:
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(Viell, n] gri) < g%by), m.c.d.(r, b)) =1 y

r —_—
b b, b, b,
Ademas, a cada descomposicion b;b, = b, de b en factores primos
dos a dos, corresponde una unica descomposicion de r/b tal como la anterior.
Demostracion.

1°.-Veamos primero que el teorema es cierto para n = 2. Supongamos
que b=bb, con m.c.d.(b;,by)=1.

Por el teorema de Bezout, existen dos polinomios v;y vo de K[x] tales
que vob;+vib, = 1. Por consiguiente, cualquiera que sea reK[x], hay dos polinomios

U =vir 'y up= v,

es decir que:

reemplazando en la ecuacion vyb;+vib, = 1 nos queda,

u
Lp 4, =g
r r

de manera que:
wb; +uby=r (1)
Efectuemos las divisiones euclidianas de u; por b; y de u; por bs:

u=biq +rn g°(r;) < g°(by)
w=byqy + 12 g°(r2) < g°(b2).

sustituyendo en (1), se obtiene:
biby (1 +q2) + b+ 1iby =1

Probemos que q; + q = 0. En efecto, si fuera q; + q» # 0, el grado del
primer miembro seria al menos igual al de b; by; ahora bien, el polinomio r del segundo
miembro tiene, por hipétesis, un grado estrictamente inferior al de b = b;b, y, por tanto,
suponer q; +qx#0  implica una contradiccion. Luego q; +qx=0 y, por consiguiente:

by +nby=r,
de donde

— =142 con g'(r)<g’by) (i=1,2).
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Demostremos ahora que m.c.d.(ri,b)) =1 (i=1,2).

Como el razonamiento es el mismo para los dos indices, lo haremos
para 1=1.

1°. Sea d = m.c.d.(r;,b;). Entonces, como 1; es el resto de la division
euclidiana de u; por by, se tiene que d|u;.

En virtud de (1), y de que b =b;b,, se tiene:

@|u, y dlbl):dlf} — d|med.(b.n.
d[b, = d|b

Como, por hipotesis, m.c.d. = 1; entonces d=1, y 1, y b; son
primos entre si.

Queda por demostrar que la descomposicion hallada de /b, asociada al
producto bjb, de b, es tnica. En efecto, si existieran dos pares (11, 12) y (11, 12°)
asociados a b;b, =b, entonces:

riby + b= 17 by +12° by,
de donde:
(r1 —11°)by = (12> —12)by.

Teniendo en cuenta el teorema de la divisibilidad:

ol Ly

Como, gr)) < g'(b) y g°(r1") < g°(by), se tiene:

g°(r1 - 11’) < max {g°(r1), g°(r1")} < g°(b).
Por consiguiente:

°(—1)<g’(b :
g° (1 r1)<g(1) = 11 =0.
b1|(r1 -n)
La igualdad r; =r;° implica que 1, =r1;°, y la descomposicion es
unica.

2°. Razonemos por induccién sobre n. Supongamos que, dada una
fraccion irreducible 1/b  con g°(r) <g°b) y m.c.d.(r, b) = 1, para toda descomposicion
de b en producto de n—1 polinomios b;b, b, primos entre si dos a dos, exista una
descomposicidn unica:
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con
g(r)<g’bi) y med(r,b)=1 (Vie[l,n[cN).

Demostremos entonces el teorema para toda descomposicion de b en un producto bib, by
de n polinomios primos entre si dos a dos. Observemos que b = (b;b, " b,.1) by y, por ser
b, primo con cada uno de los b; (i <n), es primo con su producto b;by " by.1.

Apliquemos la primera parte de la demostracion a la descomposicion de
b en producto de dos factores primos entre si; se obtiene:

r c I,
— = +
b bl “'bn—l n
con
g°(¢c) <g° (bibz " by.1), g°(rn) < g° (bn)
m.c.d. (c, biby " byy) =1 m.c.d.(ry, by) =1

y esta descomposicion es Unica.

Apliquemos ahora la hipotesis de induccion a la fraccion T y se
by
obtiene:
T_R.B . G h
b bl b2 bn—l bn
con
g(r) <g’(b)) y mcd.(r,b)=1 (Vie[l,n]Jc N)

y esta descomposicion es Unica. El teorema 2 estd demostrado.

CONSECUENCIA

Apliquemos al denominador b de la fraccion irreducible a/b la
descomposicion en factores primos en K[x]. Sabemos que esta descomposicion,

h, h h .
b=p,'p,>:-p,", €s Unica, salvo el orden de los factores.

Puesto que piy p; son primos y distintos para 1 # j, también los son
pihi y p?j , ¥ se puede aplicar el teorema 2 a tal descomposicion de b en factores primos.

Se obtiene:

1, T o o h;
Loqelig D g°(r) <g°(p;")
py' Pn’

o &

donde q es la parte entera de a/b.
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5.3. Descomposicidén de una fraccion irreducible

Vamos a proseguir la descomposicion sobre cada una de las fracciones
del tipo r/p", con g°(r) < g°(p"). Como paso previo, vamos a demostrar la siguiente
propiedad:

Propiedad 1

Toda fraccion irreducible racional r/ph con glr) < g"(ph) puede
descomponerse de manera unica en la forma:

r Pn , Pn-1 [
L | IS | o TN R i
p" p" p" p
Con
(Vie [1, h]) g°%(pi) < g°(p).

Razonemos por induccion sobre h.
-La propiedad es cierta para h=1.

-Supongamos que se verifica para h - 1; es decir, supongamos que toda fraccion racional
. . h-1
irreducible q/p", se descompone en la forma:

=Pty B g(P)<g(p) (1<i<h-1),
p p p

y supongamos también que esta descomposicion es tnica. Demostremos entonces la
. : S : h
propiedad para cualquier fraccion irreducible t/p".

Efectuemos la division euclidiana de r por p en KJ[x]:

r=pq+ pn, g°(pn) < g°(p).

.. . h
Dividamos los dos miembros por p':

q Ph
— =1 4+
ph—l

p

o]

Esta descomposicion es unica, a causa de la unicidad de la division
euclidiana en K[x].
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5.3.1. Descomposicidon en elementos simples

Teorema 3

h

Toda fraccion irreducible a/b en Fx[x], tal que pyps:---pl sea la

descomposicion de b en factores primos en K[X], se descompone de manera unica en una
suma de la forma:

o oy, o o
3=q+%+ E‘_i+~--+ﬁ g°(ow) < g°(pi)

pi' P b1
Bn,  Pun,- 0 °

s Pty By £'(B) < £°(p)
P>’ Py’ P

B e i,
Ay Ay A 0 0

P P T T g°(h) < g°(py).
Pn" P’ p

DEFINICIONES

Toda fraccion racional K/ph, con g°(A) < g°(p) y p primo en KJ[x], se
llama elemento simple o fraccion simple en F[x].

Cuando se ha determinado la suma del teorema 3, se dice que la fraccion
a/b se ha descompuesto en elementos simples.

5.3.2. Descomposicion sobre el cuerpo de los numeros complejos

5.3.2.1. Parte principal relativa a un polo

Sabemos que el cuerpo C es algebraicamente cerrado; es decir, que todo
polinomio primo en C[x] es de primer grado. La descomposicion en factores primos de
cualquier polinomio beC[x] es de la forma:

b= B(X _(11)}1] (X —(Xz)hz (X —a, )h"

donde B € C y, paratodo i, € C y h;eN.
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Los ceros o; del denominador de la fraccion a/b, que pertenecen a
Fc[x], se llaman polos de la fraccion; el orden de multiplicidad h; del cero o; es el
orden del polo a; de la fraccion a/b.

Todo elemento simple en Fc[x] es de la forma A/(x-a)", donde A es una
constante (A € C) y n un nimero natural.

Seglin el teorema 3, la descomposiciéon en elementos simples de una
fraccion a/b € F¢[x] es, en general, el resultado de sumar la parte entera (polinomio de
C[x]) con sumas parciales del tipo:

Ay My
+ +eeet )
(x—a)h (x—oc)h_l X—a

siendo oo un polo de orden h de la fraccion a/b.

Tal suma de elementos simples recibe el nombre de parte principal
relativa al polo a.

5.3.3. Determinacion de la parte principal

En la practica, para obtener esta parte principal se pasa a las funciones
racionales; observemos que:

a(x) _  a(x)
b(x) (x—0)c(x)

con c(a) #0.

Se toma entonces x - o como una nueva indeterminada y, haciendo
y=X-d.

Efectuada esta sustitucion, a(x) se convierte en un polinomio ai(y), y
¢(x), en ci(y), con lo que la fraccion a/b toma la forma a;(y)/y"ci(y).

Hagamos la division de a;(y) por ci(y), segin las potencias crecientes
hasta el orden h —1 se obtiene:

ai(y) = [+ yhart =+ 5 hilei(y) +y'd(), (1)
donde los nimeros A; son los coeficientes del cociente, ¢ y'd(y) es el resto de la division.

En F([y], obtendremos:

ay) _r, e, A dY)

Y y) ¥y y o)’

y, como ¢1(0) # 0, el teorema 3 prueba que la suma Ay/y" + -+ A/y es la parte principal
relativa al polo cero, de orden h, de ai(y)/y"ci(y).
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Por consiguiente, los A; --, Ay, asi determinados son los coeficientes de la
parte principal relativa la polo o de a/b € F¢[x].

Para tener en cuenta

1°. Sien (1) reemplazamos y por 0, se obtiene a;(0) = Anci(0). Por
consiguiente:

hy =2 @

" (a)

relacion que da el coeficiente del elemento simple de mayor grado del polo a
Sefialemos que (1) es también cierta si h =1, es decir, en el caso de un

polo simple, de manera que la relacion anterior determina en tal caso el unico elemento
simple de la parte principal relativa a un polo simple.

2°. En el caso de un polo simple, cabe emplear aun otra relacion. Si o es
un polo simple de a/b, entonces:
b(x) = (x -a )c(x), con c(a ) # 0.
Tomando los polinomios derivados, se obtiene:
b’(x) = ¢c(x) + (X - a)c’(x),
de donde b’(a) =c(at), y larelacion (2) da entonces como coeficiente A relativo al polo

simple o la expresion A = a(a)/b’(av).

Ejemplos

1. En Fc¢[x], descompdngase la fraccion 31 . Como el grado del
x* -1
numerador es estrictamente inferior al del denominador, la parte entera de la
descomposicion es nula. Por otra parte, la descomposiciéon en factores primos del
denominador es:

X' =1 =(x-D)(x - x-k),

siendo 1, j, k las raices cubicas de la unidad, ademas k es el conjugado de j.
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Ya que cada uno de estos numeros es un polo simple, se tiene la
descomposicion:

Para determinar A, u, v, sabemos que
bx) =x-1 = b(x)=3x.
y de acuerdo a 2° anterior lo coeficientes se pueden calcular como:
A=a(lyb’(1)=1/3;  p=a@)/b’ ()= 1/3j% v =a(k)/b’ (k)= 1/3k%.

con lo que la descomposicion buscada es:

1 1| A j k
— == +—+ .
x’-1 3|x-1 x—-j x-k

5.3.4. Descomposicion sobre el cuerpo de los numeros reales

Elementos simples en Fg[X].-

Sabemos que el cuerpo R no es algebraicamente cerrado, y que los
polinomios primos en R[x] son de dos clases:

1° Los polinomios de primer grado.

2° Los de segundo grado ax” + bx + ¢, para los cuales b* —4ac < 0.

En Fg[x] existen, por tanto, dos clases de elementos simples:

- el elemento simple de primera especie, del tipo:

con. AeR y n e N.

(x—a)"
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- 'Y el elemento de segunda especie, de la forma:

_ Ax+B con A,BeR; neN y b® — 4ac < 0.
(ax2 +bx+c)n

Determinacion de los elementos de primera especie

Todo lo dicho al tratar la descomposicion en Fc[x] es aplicable a los
elementos de primera especie en Fg[X].

Ejemplo: Descompongase la fraccion 4 _en Fr[x].

Puesto que el grado del numerador es inferior al del denominador, la
parte entera es nula. Por otra parte los divisores primos del denominador son de primer
grado en R[x]:

=17 =x- 1 (x+ 1)}

Por consiguiente, en la descomposicion pedida hay solo elementos simples de primera
especie:

4 = A ¢ A 4 B 4 B

eof G GeD G G

4 = A + A, + B + B,

o] Ex-f D (xelp o GxeD

4 — A A1 + B _ B1 (2)

(Xz_l)z (x+1?  (x+1)  (x-1¢ (x-1)

Comparando (1) y (2), tenemos que: A=B y A;=-B,.

Determinacion de los elementos de segunda especie

Veamos en primer lugar el caso en que el denominador b de fraccion a/b
tiene un solo divisor primo, y éste es de segundo grado.
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Haciendo la division euclidiana de a por b, llegamos a una fraccion —,

on

con g°(r) < g°(b), por hipotesis, b = (ocx2 +Bx + y)h con B2 +4ay <0.

De lo estudiado antes, podemos efectuar las divisiones euclidianas
sucesivas y descomponer la fraccion irreducible.

Ejemplo:
( X’+2 g grado del numerador es inferior al grado del denominador.
x? +x+1

Hacemos la division de x* +2 por x* + x + 1, y obtenemos:
X2 =X +x+1) X -x"+1)-x+1,
y dividiendo por (x* + x + 1)*, obtenemos:

x> +2 — x®—x2 +1 + -x+1

(xz+x+l)3 (X2+X+1)2 ()(2+X+1)3

b

La ultima fraccion es un elemento de segunda especie. Hacemos lo mismo con la fraccion
restante, es decir, dividimos x> —x*+ 1 porx>+x+ 1l yresulta: X’ —xX*+1 = (x> +x+
1) (x —2) + x + 3. Ahora dividimos por x> +x+ 1) y tenemos:

X*-x*+1 = x-2 . x+3

(xz+x+1)2 (X2+X+1) (xz+x+1)2

2

y finalmente la descomposicion buscada sera:

x> +2 _ x—2 + Xx+3 + -x+1

(x2+x+1)3 (X2+X+1) (xz+x+1)2 (X2+X+1)3 .

La forma de determinacién de estos elementos de primera y segunda
especie se hara segun los ejercicios de trabajo practico.
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Ejercicios propuestos

N° 1. Descomponer en elementos simples sobre R las siguientes fracciones
recionales:

5x-3 1 X
a) — 2 b ; o — X .
) (x+1)(x-3) )1-x2 ) x? +4x-5
2x +7 x2 +2x+3 7x -1
d) ; o) —— T2 f) 54—
x-Dx+2)(x-3) x(x—-1)(x+3) X —x—6

N° 2. Descomponer en elementos simples sobre R, las siguientes:

X2 +2x+3 b 1 ) 1 _
a) 2 ) 2 ) —5——3
x"(x-1D(x+3) X~ +3x t+2)"(t+1)
2 2
X w”+4w—1
d) ————; e)————
) x*+x-6 ) w—w

N° 3. Descomponer en elementos simples:

4
- 1
a 242X 20 b;z; C)%; d) 5
x“+1)(x-1) x(x+1) x“+1) X +x"+1
. 7% +2x> +15x +6 0 2x% +5x7 +3x* +5%7 +4x7 +7x +1
(x> +x-2)(x2+4) (x+2)(x* +x2 +1)

EJERCICIOS RESUELTOS

Ejercicio 3d). Solucidn.

p=x'+x*+1=("+1)’—x*, de donde (por diferencia de cuadrados)
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X l= P+l —x)(+H 1 +x) = +x+1)(x2 —x+1).

Los dos factores son primos en R[x], de donde la descomposicion es:

1 Ax+B N Cx+D

x*+x24+1 xP+x+1 x*-x+1

Como p es una funcion par p(x) = p(-x) por lo tanto b =
p(x)  p(-x)
lo mismo:
Ax+B Cx+D  A(x)+B N C(-x)+D

2 xtl x2ox+l ()2 +(=x)+1 (%) -(x)+1

Ax+B Cx+D -Ax+B -Cx+D
x2+x+1 x?-x+1 x?

—x+1 x*+x+1

De la unicidad de la descomposicion, resulta:
C=-A vy B=D

! == 12 =1=B+D = B+D=1 = B:D:l
p(0) 0" +0°+1 2

1 l_A+%+C+%

—_—= como C=-A resulta:
p(l) 3 3 1

de donde:

7x% +2x% +15x +6
(x? +x-2)(x* +4)

Ejercicio 3e)

Solucién
-El trinomio x*+ x —2 admite los ceros simples 1 y -2.

-El polinomio x*+ 4 no tiene raices reales.
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-El grado del numerador es estrictamente inferior al del denominador. De ello
resulta que la parte entera es nula y que la descomposicion en elementos simples de la
fraccion es de la forma:

7x% +2x2 +15x +6 A B Cx+D
2 2 - + T
(x“+x-2)(x"+4) x-1 x+2 x°+4

Respuesta:

2x0 +5x° +3x% +5x% +4x% + Tx +1
(x+2)(x* +x* +1)

Ejercicio 3f)

Solucion
El grado del numerador p es mayor que el grado del denominador q
=+ +x*+ ) =x"+x’ +x+2x* +2x* +2=x"+2x*+x* + 2x* +x + 2

Al dividir p por q se obtiene un cociente ¢ =2x + 1 y unresto r=-x'+2x —1, por lo
que resulta:

2x8 5% +3x% +5x% +4x? + Tx +1 x4 2x—1
5 4, 3 2 =2x+1+ — 4, 3 2
X +2x" +x7 +2x" +x+2 X 4+2x"T+x7+2x +x+2

Parte entera 2x + 1

Fraccion irreducible:
xt42x -1
(x+2)(x* +x2 +1)

del ejercicio 3 d) tenemos:

-x*+2x-1 A Bx+C Dx+E
2 2 - T t 3
X+ —x+D)(x"+x+1) x+2 x“—-x+1 x"+x+1

Queda entonces determinar A, B, C, D y E por algunos de los métodos ya conocidos.
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6. Ecuaciones Algebraicas

6.1. Ecuaciones Algebraicas

Generalidades

1) En esta unidad K designa un cuerpo conmutativo, el caso usual de
aplicacion sera K = C. La funcion polindmica asociada al polinomio p e K[x] serad
denotado p.

2) Unaigualdad de la forma A = B entre dos expresiones que con-
tienen combinaciones de nimeros pertenecientes al conjunto C, estando estos niimeros
escritos tanto en forma numérica como en forma de letras, puede ser:

- siempre cierta, cualesquiera que sean los valores dados a las letras que
figuran en A y B se denominaré identidad.

- solamente cierta para ciertos valores dados a las letras que figuran en A
y B, se denominard ecuacion. Por ejemplo, la igualdad:

(a+b)’=a’ +2ab + b

es una identidad, ya que se puede dar a a y b cualquier valor sin alterarla. En cambio, la
igualdad:

3x+7=5x+15

solo es cierta para x = - 4; para todo otro valor de x la igualdad no se verifica, es una
ecuacion.

3) Resolver una ecuacion es encontrar el valor de las incdgnitas en
términos de las cantidades conocidas. Para ciertos tipos de ecuaciones, se ha establecido
una foérmula de resolucidon que permite encontrar rapidamente las soluciones. El o los nu-
meros que puestos en lugar de la incognita verifican la ecuacion dada, se denominan
raices o soluciones de la ecuacion. Por ejemplo, en el ejemplo anterior x = - 4 es la raiz
de la ecuacion propuesta.

4) Dos ecuaciones que admitan las mismas soluciones se llaman
equivalentes, pueden reemplazarse la una por la otra en los célculos.
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6.1.1. Ecuaciones algebraicas y polinomios

1°.Teorema vy definicion

Sea p un polinomio de KJx]. La ecuacion p(x) = 0 admite por raices
las raices del polinomio p. Se dice que es la ecuacion algebraica asociada al polinomio p.

Vocabulario

Se llama grado (resp. coeficiente; resp. orden de multiplicidad de una
raiz o) de una ecuacion algebraica p(x) = 0 al grado (resp. coeficiente; resp. el orden de
multiplicidad de la raiz a) del polinomio p.

Observacion
Como para un polinomio, la nocidén de raices de una ecuacion, estd
ligado al cuerpo sobre el cual esté definido.

Consideraremos Unicamente las ecuaciones algebraicas p(x) = 0 de
grado al menos igual a 1; este grado serd denotado n.

2° Ecuaciones equivalentes

Dos ecuaciones algebraicas p(x) =0 y q(x) = 0 se dicen equivalentes
sobre el cuerpo K  si admiten en K las mismas raices y los mismos 6rdenes de
multiplicidad.

6.1.2. Relaciones entre los coeficientes vy las raices de un polinomio

Consideremos el polinomio p de grado n > 1:
p=ax"+ a X"+ o+ ax + ag.

si oy, o, , O, son los ceros de p, distintos o no, entonces podemos descomponer p en
un producto de polinomios de primer grado:

P=AX-a)(X-0dy) " (X—0) (1).

- Desarrollemos este producto por ejemplo, para el caso de un polinomio de segundo grado
con dos raices reales.

p=AX-ay)(x - ap) por lo que resulta:
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a=A; a=-Mo + o); ap = Aol Q.

- Para el caso de un polinomio de tercer grado:
p=asx’ +ax +ax +ag= AX - o)X - 02)(X — 0l3)
entonces sera:

p= A[X - X2 (o + 0 + 03) + X (0t oo + onas) - A(010003)
es decir:

a3=A, a=-Motorxtaz); a;= Moo+ ooz + o a3); ag=- AMa003)

- Para uno de cuarto grado:
p=ax’+asx’ +ax’ +ax +ag= AX - o)X - 02)(X — 03 (X — 0g)

4 3 2
=AX"-xX(op o+ o3+ og) F X (00 T ogos T oo T opos T oo T asolg) - X(000Lo;
+ o 00y + + O304 + (11(130(4) + OL10L20L30L4].

Es decir:

as=A; az=-Moytoptoztou);, a=Aojon+ oos+ oo+ o0 + 00 + 030l)
a; = - Moyop03 + 000y + + 0o + oL o30l); ap = M010030).

Tomemos otro ejemplo:

p= aﬁx6 + a5x5 +a4x4 + a3x3 + a2x2 + a;x + ag, que factoreado queda:

p=AX - (X - o)X — a3) (X — o) (X — ats) (X — ag) (2

Supongamos que queremos encontrar el coeficiente de x°, es decir a,. En
el desarrollo de (2) tenemos que considerar el producto de x por si mismo, quedan entonces
4 raices libres. Es decir el producto de raices serd del tipo a0,0304; y €l nimero total de
¢éstos productos lo podemos calcular por medio de las combinaciones de 6 elementos (6
raices) tomados de a 4:

Ce2 = 15; los productos seran (tomamos solo los sub-indices de 1 a 6).

1234 1235 1236 1245 1246 1256 1345 1346 1356
1456 2345 2346 2356 2456  3456.

Es decir: a; = A(0j0003004 + 011000305 + 011000 + - + oi300s0l) 5 el
signo sera positivo, porque multiplicamos las raices un ntimero par de veces.
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El coeficientede x oseaa;: k=1, n=6, y Cs; =06 seran:
12345 12346 12356 12456 13456 23456.

Y, si desarrollamos el polinomio p dado en (1), para el término de grado
n, se obtienen a, = A; para el término n — 1, tendremos la suma de raices:

an1 =- Moyt o+ +ap)
En general, hallemos el coeficiente del término x™* para 1 <k <n.

Hay que tomar x en n—k factores de (1) ylos a; enlos k restantes,
y efectuar el producto (-l)kom Q2 *** Olir.

Existen C, x productos de esta clase, nimero de las combinaciones de
los n indices tomado en [I, n]; para tener el coeficiente de x"* que buscamos, hay que
sumar los C,x productos obtenido.

Emplearemos la siguiente notacion:

Gr=optoxt =+ o O2= 0Oz T o3+t OO
O3 = 0Ol Ol O3 T OLp OlaOlg + =+ F Oly=2 Olp-10ln; Y On= 010" Oy

son respectivamente, la suma y el producto de las raices.
Segun los expuesto antes, puesto que A = a,, se tendra:

Ak _ ()" 4oy
a

=(-)*o, ke[l,n]

n n

que proporciona las n relaciones entre los coeficientes y los ceros. El polinomio p se
puede expresar en la forma:

P =ay[Xn- o X"+ o+ (D o X"+ - H(-1)" 6]
Como todo polinomio que admite como raices oy, o, =, 0, puede

escribirse en la forma p= A(X -a)(X - o) =+ (X - o), se verifica el teorema que damos a
continuacion.

Teorema 4
Para que o, ay, -, o, sean los ceros del polinomio:

p = aan 4+ e 4 a;x +a0

es necesario y suficiente que, para todo ke [1, nj, se verifique:
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a
n-k _ k —
=(-1)"oy, con Oy —Z“ilaiz‘”“ik-

Ejemplos.

1°. Polinomios de segundo grado:

p= ax’+bx +c (pe C[x]).
El polinomio p posee dos ceros a; y a, en C, distintos o no, se tiene:

c1= o1+ op=-b/a;
Gy = Q0 =Cc/a

p=a(x’- o1x+ o)

2°. Polinomios de tercer grado:

p=ax +bx*+cx+d (p e C[x]).
El polinomio p admite tres ceros o, oz, a3 en C. Se tiene:
o= o+ ay+ oz=-b/a;
O2= 00 + 003 + O30l = C/a;
O3= 0 O o3 = d/a;

p= a(x3 - 01x2 + 02X - ©3).

Problema 1.

Determinar los ceros del polinomio p = x> + 5x* —8x — 48, sabiendo que
admite dos ceros distintos, donde la suma es igual a -1.

Solucién:
Sean x; y X, los dos ceros distintos de p tal que: x; +x,=-1.

Tomamos x;x, = A. Entonces p es divisible por polinomio x* + [-(X; + X2)X] + XX, €s
decir, por q=x"+ x + A. Hacemos el cociente entre p y q, (el resto tendra que ser cero) y

obtenemos segun el algoritmo de Euclides:

X +5x5—8x—48=(xX*+x+A) X +4) — (8 + A+ 4)x — 48 - 41
=(x> + x + A)(x +4) — (12 + L)x — 48 - 40

Osea: (12+A)x +4(A+12)=0,de donde A =-12.
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Se deduce que p=(x*+x-12) (x +4)=(x—3)(x +4) (x + 4) = (x -3 )(x + 4)°,

Luego los ceros de p son los valores +3 y -4.

Problema 2.

Determinar los ceros del polinomio: p = x* —2x> — 11x* + 12x + 36,
sabiendo que admite dos ceros distintos, y donde su producto es igual a -6.

Sean x; y Xx; dos ceros distintos de p tal que x;x; = -6, llamamos a = x; + x,. El
polinomio p por lo tanto es divisible por x* - ax — 6; Ahora, vamos a determinar un
polinomio de segundo grado, tal que multiplicado por x* - ax — 6 nos permita comparar los
coeficientes del producto de ambos con los del dado p, con la condicion de que el
coeficiente de x* sea 1 y que el término independiente sea +36. Dicho polinomio tendra
que tener la forma:

X -Px—6

Entonces: p = x"' —2x> — 11x* + 12x + 36 = (x° - ax — 6)(x* - Px — 6)
de los que se deduce, haciendo el producto indicado:
X' 2% — 11+ 12x + 36 =x* —(o + )X’ + (-6 + aff - 6)x” + (6B + 600)x + 36,
tendremos las siguientes ecuaciones:
atB=2;aBf-12=-11 = af=1; 6p+6a=12 = B+a=2;

o y P sonlasraicesde t*—2t+1. esdecir: a=p=1.

6.2. Polinomio en R[X]

Es evidente la implicacion:
RcC = R[x]c (C[x],
por consiguiente, todo lo dicho para polinomios de coeficientes complejos se aplica en

particular a los polinomios de coeficientes reales. Asi por ejemplo, todo polinomio de
coeficientes reales admite al menos un cero real o complejo.

Hay que tener presente que los ceros de un polinomio de R[x] no son
siempre nimeros reales; asi por ejemplo, el polinomio de segundo grado y coeficientes
reales: p=ax’ + bx + ¢ posee ceros reales solo si se verifica que b* —4ac > 0. Enel
caso en que b’- 4ac <0, los ceros pertenecen a C —R. El cuerpo R de los niimeros reales
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no es, por tanto algebraicamente cerrado. Todo polinomio primo en R[x] no es
necesariamente de primer grado.

Queremos hacer ver en lo que sigue que todo polinomio primo en R[x]
es de primer grado o de segundo grado.

Propiedad

Sean p € R[x] y a € C. Entonces p(a(=p(o) (con o designamos al
conjugado de o)

Tomemos un polinomio de coeficientes reales:

n
p=a x"+-+a, = Zakxk con ag € R, cualquiera que sea k € [0, n]
k=0

Recordemos que la involuciéon de C; a —>a, que asocia a cada
complejo a su conjugado «, es un automorfismo para la adicion y la multiplicacion:

a+pf=a+p, aﬁzaﬂ.

Sabemos también que a € R, su conjugado satisfase a a =a, tendremos,
por tanto:

pla)=>ax" = pla)=> a ()"
k=0 k=0

Ahora bien, puesto que: a—a es un automorfismo multiplicativo,
k

()" =a*, de donde, ya que ay € R, serd a, (a)" =a,a

Por ultimo, debido al automorfismo aditivo de o — a
p)=a @ = pl)= (@u")=pa),
k=0 k=0
la propiedad queda demostrada.

Teorema 5

Si o es un cero de orden h de un polinomio con coeficientes reales,
también su conjugado o es cero de orden h.

En efecto:

pl@)=p(a)=-=p"'(@)=0 'y  p"(a)#0.
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Puesto que 0 es conjugado se si mismo, se tiene:
p@=p@=-=p""@=0 y pT(@=0

Por consiguiente o es un cero de orden h de p.

6.2.1. Polinomios primos en R[x]

Sea q € R[x]; q admite n ceros reales o complejos, distintos o no. Si es
h; el orden de multiplicidad del cero a;, entonces:

q=Mx- o) (x - ocz)h2 o (x-o)™ conkeR; ap -, oeC, h)+hy++h=n.

En esta descomposicion a todo cero a; € C — R le corresponde otro

distinto o; =0; con h; = h;.

Fijemos la atencion sobre dos de tales ceros conjugados; en la
descomposicion anterior se obtendra para ellos un producto de la forma:

(x—0)"(x-0) =[x —a)x—a)]"
Ahora bien,

(x-a)(x—a)=x>—(a+a)+ad,
Observemos que:

a+a=seR y ao =p e R™; por consiguiente:

x-o)'(x—a) = [x2 —sp+p]h e R[x].
De lo dicho se desprende que todo polinomio qeR[x], puede descomponerse en producto
de polinomios de dos tipos, en R[x].
1°. Factores de primer grado (x - o) paratodo real o.

2°. Factores de segundo grado, x*—sx+p, para todo par de ceros
complejos

(s°—4p <0).
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Teorema
Por lo estudiado anteriormente podemos enunciar:

“Los polinomios primos en R[x] son de primero o de segundo grado”.

6.3. Ceros comunes a dos polinomios

Consideremos dos polinomios p y q de C[x], y veamos si existen
ceros comunes a ambos. Para que p y q tengan un cero comin o, es necesario y
suficiente que ambos sean divisibles por x - a, o, lo que es igual, que dicho monomio
divida al m.c.d.(p, q).

Por consiguiente, para ver si p y ¢ admiten algin cero comun,
debemos primero hallar el m.c.d.(p, q). Después se sigue:

1°. Si el grado del m.c.d.(p,q) es nulo, los polinomios son primos entre si
y carecen de ceros comunes.

2°. Si el grado es igual por lo menos a 1, entonces el polinomio
m.c.d.(p,q) tiene al menos un cero oo en C; x - o divide al m.c.d.(p, q), lo que implica
que divide ala vez a p y a q. Por consiguiente es un cero comun de py q.

Podemos incluso decir que si o es cero de orden h del m.c.d.(p, q),

entonces h es el orden del cero o para uno de los dos polinomios; para el otro, el orden
de dicho cero es al menos igual a h.

Ejemplo
Determinese “a” para que los polinomios:
p=x'—x+a, q=x>—ax+ 1, admitan ceros comunes.

Sabemos que: g°[m.c.d.(p, q)] £ min{g°(p), g°(q)} = 2.

Si deseamos que p y q tengan dos raices comunes deberd cumplirse,
seguin lo que hemos visto antes, que g° [m.c.d.(p, q)] = 2; es decir, m.c.d.(p, q) =q.

Por consiguiente para que se verifique la condiciébn impuesta, es
necesario y suficiente que q divida a p. Efectuando la division euclidiana, se obtiene:

x4—x+a=(x2—ax+1)(x2+ax+a2—l)+(a+ I)@a’—a-Dx-a*+a+1

Para que q | p es necesario y basta que el resto sea nulo:
es decir,
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(a+ 1)@ —-a—1x-a*+a+1=0

0 sea,

N =
—-a“+a+1=0

{(a+1)(a2—a—1)=0 {az_a_ o

Sistema que es equivalente a la segunda ecuacion. Existen por lo tanto

dos valores para a:
1+ V5 1= V5
2 2

a y a,

Los ceros comunes son los ceros de los correspondientes polinomios q:

2 1+/5
q, =X - x+1
2
_ o 145
q, =X 5 x+1

Sus valores se calculan:

2 .
qu: eo 195, [IJ”EJ —4 :1+\Ei;\/10—2ﬁ

20 2 2 4

y para qp sera entonces:

X = l_f ii\/10—2\/§

6.4. Eliminacion

Siendo  x — p(x) una funcidn polindmica de C en C, la relacion
p(x) =0 recibe el nombre de ecuacidn algebraica.

Resolverla es hallar los ceros de pe C[x]; tales ceros se llaman también
raices de la ecuacion.
Definicion

Eliminar x entre dos ecuaciones algebraicas p(x) =0 y q(x) =0 es

hallar la condicion necesaria y suficiente para que ambas ecuaciones tengan al menos una
raiz comun.
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Esta condicidn es una relacion entre los coeficientes de los polinomios p
y q (coeficientes que dependen de ciertas variables llamadas parametros), tal relacion
recibe el nombre de resultante (de la eliminacion).

6.4.1. Métodos de eliminacion

Primer caso:

- Una de las ecuaciones es facil de resolver

Se calculan las raices de esta ecuacion y se expresa que la otra se verifica
para cada una de las raices halladas.

Ejemplo.
Eliminese x entre las dos ecuaciones:

x> -Ax+1=0
x> -2x-3=0

Las raices de la segunda ecuacion son —1 y 3. Expresando que -1y 3
son raices de la primera, dividiendo entonces (x* - Ax +1) por (x +1)ypor (x—3)se
obtienen usando el algoritmo de la division:

X oAx+Hl=x+ 1) [x*=x+(1-N] + [1-(-r+D] (1)
X -Ax+l=(x=3) [X*+3x+ (-] +[1+309 -1)] (2)

Los restos de las dos divisiones expresadas en (1) y (2) tendran que ser iguales a cero,
esto es:

I--A2+1)=0 y 1+309-2)=0
Se obtienen asi los valores:
A=0y A=28/3.

La resultante de la eliminacion es A(A - 28/3) =0

Segundo caso

Método del m.c.d.

Los polinomios p y q tienen al menos un cero comun, si el grado del
m.c.d.(p,a) es igual o mayor que 1. Expresemos pues esta condicion.
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Observemos que el conjunto engendrado por p y q es el conjunto de los
polinomios up + vq cuando u y v recorren C[x]. Cabe pues sustituir p o q por un
polinomio up + vq, eligiendo convenientemente u y v.

Ejemplo.
Eliminese x entre:
p=ax’+ bx+c=0
q=a'x’+bx+c =0
Sustituyamos p y q por los polinomios siguientes:
pi=ap—-aq=(a’b—ab’)x +a’c—ac’
q1 =b’p - bq = (ab’-a’b)x* + cb’ — bc’

Cabe considerar dos casos:

Primero: ab’-a’b#0.

El polinomio p; es de primer grado; para que p y ¢ tengan un cero
comun, es necesario y suficiente que m.c.d.(p,q) = p1, dicho cero comun sera:

pi=0=(@b-ab’)x+a’c—ac’=0 = (a’b—ab’)x=ac’—a’c
de donde,

ac'-a'c ac'-a'c
X = = —
a'b—ab' ab'-a'b

Expresando que este nimero es un cero de qj, se obtiene la resultante de
la eliminacion:

q=0 (ab’ —a’b)x* +cb’ —be’ =0

Cate )\
(ab'—a'b)(— al(): a;] +cb-be'=0

ab-a'

(ac’ —a’c)* = (bc’ —cb’)(ab’ —ba’) (1)

Segundo. ab’—ba=0.

En estas condiciones p;=a’c—c’a.

Si a’c—c’a #0, esdecir a/a’ =b/b’ #c/c’ entonces g°%(p;) =0, al ser p
y q primos entre si, carecen de cero comun.
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Si a’c - ¢c’a =0, es decir: a/a’ = b/b’ = ¢/c’, entonces p y q tienen
comunes sus dos ceros.

En resumen, cabe decir que la relaciéon (1) es la condicién necesaria y

suficiente para que las dos ecuaciones de segundo grado propuestas tengan al menos una
raiz comun.

6.5. Resolucidén de ecuaciones particulares

6.5.1. Ecuacion de tercer grado

La ecuacion general de tercer grado es:
v’ +au’ +bu+c =0 (cona, b, ce C) (1)
Efectuando el cambio u=x +h, la ecuacion (1) se escribe:
(x+hP+a(x+h?+bx+h)+c=0
3 2 243 2 2 _
x"+3x’h+3xh"+h”+a(x”+2xh+h")+b(x+h)+c=0

. . 2
Determinemos h de manera que se anule el coeficiente en x°. Se
obtiene:

3x’h+ax’=0 = 3h+a=0 osea, h=-a/3

De donde resulta que, haciendo u = x — a/3, la ecuacidon (1) se escribe
en su forma reducida:

X +px+q =0 (2)

Vamos a exponer el método de Cardan para la resolucion de la ecuacion
(2). Hagamos el cambio:

X=y+z,

sustituyendo la incognita x por otras dos, con objeto de poder expresar entre estas tltimas
una condicion que simplifique el problema, segiin vamos a ver.

La ecuacién toma la forma:
(y+2)' +p(y+2)+q =y +3yz+3yz +7 +py +pz+q=0
=y +tz + 3yz(ytz) + py+tz)+q=0
=y +2 +@yz+tply+2)+q=0

Elijamos la condicién de simplificacion de manera que el coeficiente de y + z sea nulo; es
decir:
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3yz+p=0 4)
Entonces la ecuacion reducida (x* + px + q = 0), se escribe:
y'+72 +q=0 (%)

Si (y, z) es una solucion del sistema formado por (4) y (5), entonces y +z es una
solucion de (2).

’ sabemos que:

De los niimeros y* y z
V+2=-q yz=-p/3, osea, y'z' =-p/27,
luego tales nlimeros son solucién de la ecuacion:
t?+qt—p/27=0
3

la cual admite dos raices t* y t”> en C que sabemos hallar. Tenemos t’ =y’ y t’=2".

. , ,q . , . )
Si o esuna de las raices ctbicas de t’ las otras dos seran: jo y jo;

con:
j=cos 2m/3 +1sen 27/3.
. , . _ . N _ 2

Se obtienen asi para y los tres valores: y;=a; y2=jo; y3=ja

Los valores de z vienen dados, de 3yz+p=0= z=-p/3y, es decir
son:

p . P . P
Z,=——; z,=——r; z,=-
Y 3g 27 39 T 342

r -2 . ’ e 3
(obsérvese que z;, 7z =]z Yy z3=]jz; son las raices de la ecuacion z" =t"").

Por consiguiente, las raices de la ecuacion (2) son:

Xlza_£5 Xzzja_LjZS X3:j2a_£j

30 3a 30

donde o es una raiz cubica de una solucion de (6).

6.5.2. Resolucién trigonométrica en el caso: 4p3 + 27¢° < 0.

e 3 . ’
En este supuesto, la ecuacion x’ + px + q = 0 tiene sus tres raices reales.
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Designemos con r y 0 el modulo y el argumento del complejo o que
interviene en la resolucion precedente:

o =1(cosO + isen0).

Si se designa con Re(z) la parte real del complejo z, de acuerdo con lo
anterior, las raices reales son:

X, =a+a = X, =2Re(a)=2rcosf

Xy = jo+ j_a = Xy = 2Re(ja) =2rcos(0 + 2?“),

X3 :j2a+j7(x = X, :2Re(fu):2rcos(9+43n),

Solo falta determinar r y © para que las formulas anteriores nos den las raices. Ahora
bien: para este caso aa = - p/3. Por consiguiente, puesto que r°= qa, r= (-p/3)1/ 2,

Para calcular el arg a, hay que volver a la ecuacion (6), una de cuyas raices es o’. Como
el discriminante es real negativo, se ve inmediatamente que Re(a’) = -g/2. Ahora bien:

o =r y argao’=30 (mod2n),

y por consiguiente:

r’cos30 = _4 y cos30 = -is = +3_q __3
2

2r 2p\ p

En resumen: la resolucion trigonométrica consiste en calcular primero el
angulo ¢ por su coseno:

cosg0:3—q =3

2p\ p

y hallar a continuacion las raices, mediante las formulas:

/ P p 2 / 4n
X, =2 —%cos%, X, =2 —ECOS(§+?], Xy =2 _gcos(%+?)

Ejemplo.
Resuélvase la ecuacion: 8y’ — 12y — 18y + 19 =0 (1)

Solucion:
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Haciendo el cambio y=x+ Y%, laecuacion se reducea: x°—3x+1=0 (2)
Se observa que:
4p* + 277 =27(-4+ 1)=-3-27<0,
y por lo tanto, la ecuacién (2) tiene sus tres raices reales. Apliquemos la resolucion
trigonométrica. Tendremos cos ¢ = -1/2, y podemos tomar ¢ = -27/3, con lo que las
raices de (2) son:
X1 =2 cos 21/9 ; X, =2 cos 41/9 ; X3 =2cos 107/9 ;
es decir, sus valores con tres cifras decimales exactas son:

x1 = 1,532; x2 = 0,347, x3 = -1,879.

Por ultimo, con el mismo grado de aproximacidn, se obtiene para la
ecuacion (1):

y1 =2,032; y2 = 0,847; y3 =-1,379.

6.5.3. Resolucion de una ecuacion de 4° grado

axt b+ el +dx+e=0
El método de Ferrari consiste en:

- dividir todos los términos por a, para obtener una ecuacion de la
forma:

x4+px3+qx2+rx+s=0

- descomponer el primer miembro en un producto de trinomios de
Segundo grado considerando que x* + px’®  es el comienzo del
desarrollo del cuadrado de (x*+ p/2 x + M), estando determinado
A por las condiciones del calculo (condiciones que llevan a una
ecucion de tercer grado, cuya incognita es A y que es resuelta por la
formula Cardano).

Se obtiene entonces la ecuacion bajo la forma:

(Ax*+Bx+C) - (A’x* +B’x+C")=0
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y se encuentran sin dificultad sus cuatro raices (dos por cada trinomio), que son todas
complejas si los coeficientes a, b, - - - son complejos, y reales o complejas conjugadas si los
coeficientes son reales.

El método de Ferrari conduce generalmente a calculos complicados. En
la practica, se intenta simplificar el problema utilizando — con la astucia que proporciona la
experiencia del calculo algebraico- las particularidades de la ecuacion propuesta.

En general, las ecuaciones algebraicas de grado mayor que dos, son
complicadas de resolverlas en forma analitica y para resolverlas, en la practica, se utilizan
métodos del Célculo Numérico.

Sin embargo es interesante estudiar esta unidad, por sus implicancias
teodricas, que constituye un buen “test” de lo aprendido antes y por su riqueza en la historia
de la Matematica.
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