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Comentario

El presente trabajo tiene como objetivo desarrollar ante el estudiante una guia de
estudio teodrico-practico, constituida por notas de las clases dadas. Pero, bajo ningin con-
cepto intenta sustituir a la bibliografia existente sobre este tema, la cual debera consultarse
permanentemente para lograr un efectivo aprendizaje.

Esta dirigido a los alumnos que cursan regularmente la asignatura Algebra I, co-
rrespondiente al primer cuatrimestre del primer afio de la Carrera del Profesorado en Ma-
tematica de la Facultad de Ciencias Exactas, Quimicas y Naturales de la Universidad Na-
cional de Misiones, y tiene como objetivo fundamental desarrollar los conceptos basicos y
propiedades de las estructuras algebraicas tanto como de los conjuntos numéricos, de
acuerdo a los contenidos minimos establecidos por los docentes de las asignaturas de los
afos siguientes de la Carrera.

Se cree que el alumno tendra de esta manera un elemento de trabajo, que le facilita-
r4 el estudio de Algebra en el Primer Afio. Los temas presentados en este cuaderno son los
que se desarrollaran en las clases tedricas, practicas y trabajos complementarios. Se corres-
ponden con las Unidades que conforman el Programa vigente de la Carrera mencionada y
constituyen (las clases), entonces, el complemento necesario para una buena comprension
del texto.

Este material impreso expone los temas que forman parte de los contenidos de la
asignatura, y que son desarrollados en las clases expositivas y presentando el criterio del
Profesor para el estudio del mismo. El estudio de estos temas, que ademds se encuentran
dispersos en una bibliografia muy variada o de muy dificil acceso para el alumno, Consiste,
esencialmente, en la presentacion y desarrollo, metodologicamente ordenado, de lo funda-
mental de cada unidad y que es producto de una labor docente de sintesis y recopilacion.

Se propone que la asignatura considere y estudie los temas relativos a:

Aplicaciones y Relaciones.

Estructuras algebraicas y conjuntos numéricos.

Ennumeramientos.

Funciones reales elementales.

Resolucién de ecuaciones y desigualdades con una indeterminada,

propuestos en los contenidos basicos para la Formacion Docente en Matematica del actual
Plan de Estudios de la carrera.

Se parte de la premisa fundamental de que en las Universidades se debe ensefiar
ciencia de buen nivel, no importa si pura o aplicada, pero si 0ptima; (no se debe sacrificar
la formacion bésica en areas de la informacién tecnoldgica, ya que esta envejece con mu-
cha facilidad y s6lo un sélido dominio de los conceptos bésicos otorga la flexibilidad nece-
saria para incorporar y adaptarse a las nuevas tecnologias.

El curso, sin pérdida del rigor y de su nivel de excelencia deberd concentrarse en
ideas, aplicaciones y capacitacion para una mayor y efectiva participacion en actividades
de discusion de problemas didécticos, relacionados con la futura participacion profesional.

La seleccion de los temas y su ordenamiento deberan mostrar las conexiones entre
ellos y con modelos reales, asi como las técnicas de resolucion concreta, sobre todo tenien-
do en cuenta los contenidos minimos de la Carrera.



Se pretende que el cursado de la asignatura sirva para que los alumnos, futuros do-
centes de Matematica:

Incrementen, actualicen y fortalezcan su formacion especifica mediante el conoci-
miento de los fundamentos, métodos y aplicaciones de:
- Aplicaciones o funciones y Relaciones.
- Ennumeramientos.
- Estructuras ordenadas de los conjuntos numéricos.

Desarrollen una mejor disposicion a:

Redescubrir conceptos basicos e incorporar conocimientos nuevos de manera con-
tinua.

Resignificar los conocimientos previamente adquiridos a partir de:
a) la reflexioén y el andlisis histérico y epistemoldgico sobre el descubri-
miento y desarrollo de los conceptos.

b) La comparacion de diferentes propuestas didacticas.

Adoptar una actitud decididamente actual en la presentacion e interpretacion de te-
mas problemas y resultados tradicionales.

Relacionar sus propios conocimientos y experiencias con el desarrollo de la inves-
tigacion cientifica.



Introduccion

El Algebra, que desde su origen y durante muchos afios fue la rama de la matemati-
ca que trataba de numeros y de ecuaciones, amplia su campo a finales del siglo XIX hacia
nuevos objetos matematicos, como son los vectores, los polinomios, las matrices, etc., y se
separa del estudio de la solucion de ecuaciones dirigiéndose hacia las estructuras abstrac-
tas. Al igual que con los nimeros, con los vectores, polinomios, matrices, etc., se realizan
operaciones que, en muchos casos, se denominan con los mismos nombres que las opera-
ciones clasicas, suma, producto... y se definen y delimitan por propiedades andlogas a las
de la suma, producto de numeros, tales como la asociatividad, conmutatividad..., que for-
man las reglas del juego con los nuevos objetos. El Algebra pasa a ser la ciencia que estu-
dia las estructuras, es decir, conjuntos con operaciones verificando ciertas propiedades que
determinan qué tipo de estructura es, recibiendo nombres como grupo, anillo, algebra de
Boole. Mas atn, el Algebra estudia hoy dia cualquier estructura, o mejor atin, ninguna en
concreto, siendo un procedimiento logico que, en muchos casos, puede adaptarse al mundo
fisico, de manera que es la base de muchas ciencias actuales como la inteligencia artificial
o la mecénica cuéntica.

En el estudio de las matematicas, en general, se utilizan signos, se define el univer-
so o coleccion de términos de la teoria, se enuncian axiomas, reglas, propiedades, se hacen
demostraciones, se dan ejemplos. Para que el estudio sea eficaz es necesario lograr que
todas las formulaciones se hagan con precision, sin ambigiiedades y con claridad.

Si bien es complicado lograr un lenguaje matematico que sea util y practico, es ne-
cesario lograr una aproximacion a este, y para ello haremos uso de algunos elementos de la
logica proposicional, sin mayores pretensiones.

Para esta razon, en consecuencia, se debe estudiar el problema para establecer cua-
les deben ser las condiciones que debe reunir un enunciado, para que pueda ser considera-
do como una conclusién derivada de otros enunciados, llamadas premisas. Se puede decir
que para una correcta argumentacion, se debe tener en cuenta:

a) Si las premisas son verdaderas, la conclusion es verdadera.
b) Si las premisas son falsas, la conclusion puede ser verdadera o falsa.

Lo que nunca puede suceder en una argumentacion correcta es que las premisas
sean verdaderas y la conclusion falsa.

En sintesis, interesa aprender el modo de reconocer formas correctas e incorrectas,
y la manera de construirlas. También, buscar medios de derivar, desde formas fundamenta-
les, otras formas correctas.

Se trata a continuacion de informar con mas precision, al lector, sobre la manera de
construir enunciados, relaciones y sobre los razonamientos 16gicos mas importantes que
seran las herramientas para usar, en forma continua.



Nociones Elementales de Conjuntos v Vocabulario
Basico

Comentario

Se hace aqui un breve recordatorio sobre algunos elementos basicos del lenguaje a
utilizar durante el curso y que, por otra parte, son desarrollados en toda su extension en
otras asignatura de la Carrera.

Cabe aclarar que este capitulo, denominado Unidad 0, no forma parte del Programa
Oficial de la Asignatura.

0. Vocabulario basico

0.1. Conjuntos y elementos

Es naturalmente preferible decir que se considera a la nociéon de conjunto como una
nocion primitiva, que no se define, y realizar un estudio intuitivo de conjuntos; no es co-
rrecto realizar definiciones como esta: “Se llama conjunto a toda coleccion de objetos de la
misma naturaleza”. En esta “definicién” se reduce la palabra conjunto a la de coleccion,
pero resulta que significan lo mismo.

El hecho de que se pueda interpretar a los objetos matematicos como colecciones o
conjuntos no tiene, por supuesto, nada que ver con el problema de definir matematicamen-
te la nocion de conjunto, este problema se resuelve solamente a través del desarrollo de una
teoria axiomadtica de conjuntos, que sobrepasa largamente nuestro propdsito.

En el desarrollo de una teoria matematica se tienen tres procesos fundamentales: 1)
construir objetos matematicos; 2) relacionar estos objetos entre ellos; y 3) demostrar me-
diante razonamientos adecuados los teoremas, es decir, aquellas relaciones entre objetos
que son verdaderas.

En matemadtica se estudian objetos de diferentes tipos: por ejemplo, puntos, nime-
ros, vectores. Estos objetos formados por elementos en virtud de ciertas propiedades, son
colecciones o conjuntos.

Las teorias que se presentan, concernientes cada una al estudio de una cierta colec-
cion, se denominan conjunto base de la teoria. Por ejemplo, en Geometria el elemento de
base es el punto y el conjunto de base la coleccion de todos los puntos.

En aritmética el elemento de base es el humero natural y el conjunto de base con-
junto de todos los niimeros naturales, denotado N. Se notard, en general, un elemento por
una letra mindscula (el elemento a) y a un conjunto por una letra mayuscula (el conjunto
A).

10



0.2. Relaciones

Los elementos de un conjunto son susceptibles de tener entre ellos, o con los de
otro conjunto, ciertas relaciones.

Por ejemplo, la relacién de pertenencia, que se enuncia “a pertenece al conjunto
A”ysedenota acA.

La negacion de esta relacion es otra relacion que se enuncia “a no pertenece al con-
junto A” y se denota  a ¢A.

La relacion deigualdad se enuncia ““a es igual b”y se denota a=b.

La negacion de esta relacion se enuncia “a es distinto de b” y se denota a#b.

La relacion de inclusion de conjuntos se enuncia: “El conjunto A esta incluido en
el conjunto B”; o también “A es parte de B”; o “A es subconjunto de B” y se denota
A < B. A esta relaciéon la definiremos mas adelante. Podriamos decir por ahora que esta
relacion compara tamafios de Conjuntos.

La igualdad de conjuntos: A es igual a B, se escribe A =B

La negacién de esta relacion se enuncia. “Existe, en uno de los dos conjuntos, un
elemento que no pertenece al otro”, y se denota A # B que se lee “A es diferente de B”.

0.3. Simbolos l6gicos

Proposiciones. Conectivos

1°. Proposiciones: Se entiende por proposicion a un enunciado susceptible de tomar
uno o el otro de los valores 16gicos, el verdadero - V- o el falso -F-.

( Como se sabe si una proposicion es cierta o falsa?

Las proposiciones verdaderas son en una teoria matematica los axiomas, enuncia-
dos de una vez para siempre; entendiéndose a estos, como las propiedades mas “evidentes”
de los objetos matematicos que se estudien.

2°. Conectivos légicos. Sean p y q dos proposiciones. Se constata que las tablas
de mas abajo (llamadas Tablas de Verdad), nos permiten asociar seis nuevas proposiciones
(son las necesarias para nuestro estudio) que son denotadas:

~p; PAQ; PVQEG P=qQ ! P G pv(q
que se lee:
Nop; pyq; pogq; p implicaq; p equivale l6gicamente a g; o bien p o bien q.

p | ~p

V | F

F |V
P | 9 |pArq|pvg|p=q|peg
V] iv] Vv v v v
V| F| F v F F
F| V]| F v v F
F|F| F F v v

11



Los simbolos ~, A, Vv, =, <, v son llamados conectivos logicos de negacion,
de conjuncidn, de disjuncidon, de implicacién, de equivalencia ldégica y disjuncion exclu-
yente respectivamente.

La escritura ~p se escribe sin paréntesis, es asi que ~p A q significa (~) p A q.

Nota 1. Si p es una proposicion falsa entonces p = ¢ es una proposicion verda-
dera.

Generalizacion. Dadas las proposiciones p, q, 1, ..., los conectivos logicos permiten
construir nuevas proposiciones, llamadas compuestas y denotadas P, .. ), cuyo valor
logico se conoce, gracias a las tablas de verdad y al conocimiento de los valores logicos de
las proposiciones p, q, T,..., .

Nota 2. La negacion de p < ¢, que se escribe (p A q), o tambiénp v q se la

denomina diferencia simétrica o disjuncién excluyente. La construccion de su tabla de ver-
dad queda para que la haga el lector.

Tomemos un ejemplo: Sea el conjunto A parte del conjunto B, es decir, simbdlica-
mente escribimos: A  B. Se debera decir que todo elemento de A pertenece a B. Se deno-
ta entonces

(V a) acA = aeB

El simbolo V es un cuantificador que se lee “cualquiera que sea”.

El simbolo = representa una implicacion: de la hipotesis (Va) a€A, se deduce la
consecuencia a€eB (que permite afirmar AcB). De una manera general, una implicacién
es una relacion entre una proposicion p, denominada hipotesis, y una proposicion q, deno-
minada consecuencia

se lee: “p implica q”).
p 1mp q

El proceso de deduccion logica queda caracterizado por la transitividad de la impli-
cacion:

Si(p=> q y q=r1) entonces p = 1. Sisetiene,alavez p=>q y q
= p,sedenota p<>q y selee “p esequivalenteaq”.

La implicaciéon (p = q) es la relacién fundamental del razonamiento 16gico, des-
cribe una situacion tipica en matematica, el condicional: “Si p entonces q”.

La proposicion p también se denomina antecedente y la proposicion q _conclu-

son.

La implicacion p = q equivale l6gicamente a la negacion del antecedente en dis-
yuncion con el consecuente. es decir: p=>q < ~pVvq.
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La tabla de verdad correspondiente es:

P | ~p q P=9 | ~pVvq
1 V| F \ \ \Y
2 V| F F F F
3 F |V \ \ \Y
4 F |V F \ \

En la fila 1, se parte de una hipotesis verdadera que lleva a una conclusion verdade-
ra, el razonamiento ha sido correcto y la implicacion es verdadera.

En la fila 2, una hipotesis verdadera lleva a una conclusion falsa, el razonamiento
no es valido y la implicacion es falsa.

Ejemplo:
La proposicion:

-2 <3 (hipotesis verdadera) = -5=0 (conclusion falsa) es falsa.

En la fila 3, una hipoétesis falsa conduce a una conclusion verdadera, se ha razonado
correctamente, y la implicacion es verdadera.

Ejemplo:
La proposicion:
2 =3 (hipdtesis falsa)
entonces: 3=2
sumando 5=5 (conclusion verdadera);

y la _implicacion es verdadera.

En la fila 4, una hipotesis falsa nos lleva a una conclusion falsa, se ha razonado co-
rrectamente y la implicacién es verdadera.

Ejemplo:
La hipdtesis falsa 2 =-2; nos lleva sumando 2 a ambos miembros de la igualdad,
a que 4 =0 (conclusion falsa). El razonamiento ha sido correcto.

A la doble implicacion p < q se la lee:

p €escondicion necesaria y suficiente para q,

o también:
p siysolosi q
Tomemos otro ejemplo: Sabemos que la proposicion “Existe en A un elemento
“a”, que no pertenece a B” implica la proposicion “A no estd incluido en B”. Esta propie-
dad se denota:

(Ja, aeA; a¢B) = AxzB.

El simbolo 3 es un cuantificador que se lee: “Existe al menos uno”
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Para probar la implicacion A = B, se puede utilizar lo que se denomina, bien
impropiamente, el razonamiento por e absurdo: Se toma por hipdtesis la negacion de la
consecuencia B (denotado no B) y se deberd mostrar que esta negacion implica la nega-
cion de la hipotesis A (denotado no A). En otros términos:

(A = B) equivale logicamente a (noB = no A).

0.4. Inclusion de conjuntos

Definicién
Dados dos conjuntos Ay B, decimos que el conjunto A esté incluido en el conjunto
B, sy solamentesi:

72 (xe A) = (xeB)

Se denota Ac B y se lee “A estd incluido en B”. Esta relacion es sinonima de la
relacion B > A que se lee “B contiene A”. También se puede decir que A es parte de
B, 0 que A es subconjunto de B.

La relacion c entre conjuntos es una relacion de orden (concepto que estudiaremos
mas adelante); es decir que, se verifican las siguientes:

a)-vA AcA (Reflexividad)

b)- VA, B (AcB A BcA = A=B (Antisimetria)

c- VA,B,C (AcB A BcC = AcC (Transitividad)
Estas propiedades se demuestran a partir de la definicion.

La relacion de igualdad de dos conjuntos se define como sigue:

lgualdad de conjuntos

Definicion
Se dice que el conjunto A esigual al conjunto B (y se denota A = B), si y solamente
s,
x (xeA) < (XeB)
Se debe observar que esta definicion es equivalente a:

A=B < (AcB) A (BcA)
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La negacién de esta relacion se enuncia. “Existe, en uno de los dos conjuntos, un
elemento que no pertenece al otro”, y se denota A # B que se lee “A es diferente de B”.

NOTA. Muchos autores distinguen la inclusion en amplia y estricta. La inclusion amplia
definen como la inclusion que hemos definido nosotros, y la denotan como A < B, (el
conjunto A esta incluido en el B) y la inclusion estricta, que se define a partir de esta co-
mo:

AcB < (AcB A A=#B)

Nosotros en lo que sigue, haremos referencia a la inclusion amplia, como hemos
definido mas arriba y lo denotaremos como A c B.

0.5. Parte de un conjunto. Conjunto de partes

Definicion

Sea E un conjunto. Se llama parte de E (sub-conjunto de E) todo conjunto A
que verifique A CcE.

Por ejemplo, en el conjunto N de los numeros naturales, la propiedad de divisibili-
dad por 2 define una parte de N, el conjunto A de los nimeros pares. Un nimero natural
X pertenece a A, si existe un nimero y tal que x =2y.

Se denota entonces:

A={xeN/JyeN A x=2y}.

Toda parte A de un conjunto E es definida por una cierta propiedad P. Se denota,
de manera general; A = {xeE/P}.

Asimismo E esuna partede E definida en particular por
E={xeE/ x=x}.

La parte de E que no tiene ningun elemento, se denomina parte vacia de E y se
denota ®. Como no existe ningln elemento distinto de si mismo, se tiene:

O ={xe E/x #x}.

Todas las parte de E constituyen un nuevo conjunto, que se le denota P(E) y que
se denomina conjunto de las partes de E.

Es decir:
P(E)={X/X cE}
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Ejemplo:
Si E={1,2,3} entonces P(E)={®; E; {1};{2};{3};{1,2};{1,3};{2,3}}.

Se tienen las siguientes equivalencias logicas:

AeP(E) & AcCE,
{a}je P(E) < aekE.

Observemos también que: EEP(E) y ®eP(E).

Par ordenado

Definicion
Sean a y b dos objetos.

Al conjunto {{a}; {a,b}} se lellama par ordenado o pareja o cupla formado deay
b; selo denota (a, b).

En otros términos: a dos objetos cualesquiera a y b, se puede asociar un nuevo obje-
to, el par ordenado (a, b). A estos dos objetos, a y b, se los denomina coordenadas: abscisa
y ordenada, o también primer proyector y segundo proyector. El primer objeto “a” esta
tomado de un conjunto cualquiera E, el segundo objeto “b” de un conjunto cualquiera F.
Estos pares (a, b) son los elementos de un nuevo conjunto, que se denomina conjunto pro-

ducto de E por F.
Para la igualdad de dos pares, se tiene la siguiente equivalencia logica:

(a,b)=(c,d) < (a=cy b=d).

Ejemplo:
Si (a,2)=(3,b) entoncesserd: (a=3 e b=2)

0.6. Producto de dos conjuntos

Definicién

Sean E y F dos conjuntos. Se llama conjunto producto de E por F (se denota
ExF), al conjunto de pares (a, b),con ae E y beF.

Es decir: ExF={(a,b)/ac E A beF}
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Ejemplo:

Sean E={a,b} y F={1,2, 3, entonces E x F={(a,1); (a,2); (a,3); (b,1); (b,2); (b,3)}
y FxE={(1,a); (1,b); (2,a); (2,b); (3,a); (3,b).

Se tiene también, a toda evidencia,

ExF=® < (E=® v F=0),
ExF® < (Ex® A FzO0).
En el caso donde E = F, el producto E x F se denota E%. Entonces los pares (a, b) y
(b, a) son simultdneamente admisibles para dos elementos cualesquiera a y b de E y se
tiene

(a,b)=(b,a) < a=b.

Se llama diagonal de E* al conjunto de pares (a, a) con acE.

0.7. Interseccion. Union. Complementario

Consideremos un conjunto E. Vamos a definir en P(E) dos leyes de composicion
internas (ver mas adelante):

Interseccion

A todo par (A, B) € P(E) x P(E), asociamos una parte de E, denominado intersec-
cionde A y B, denotada A m By definida por

ANnB={xeE/xe A A xeB}.

Es decir:
Vx € E, xeAnB & (xeA A xeB)

Ejemplo:
Sean A= {1,2,3,5,7} y B={0,2,3,7,9}, entonces A N B = {2,3,7}.

Dos partes A y B se dicen diguntassi A N B=®.

Union:

A todo par (A, B) € P (E) x P (E), asociamos una parte de E, denominada union
de A y B, denotada A U B y definida por

AuB={xeE/xe A v xeB}.

Es decir:
vx € E, xe AUB << (xeA v xeB).
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Sean A = {1,2,3,5,7} y B={0,2,3,7,9}, entonces A U B = {0,1,2,3,5,7,9}.
Se tiene evidentemente
AUB=0® = (A=0 A B=0).
Las dos leyes son conmutativas:
AnNnB =BnA y AUuB=Bu A.
Las dos son asociativas:

AuB ulC)=(AuB)uUC(,
AnBnNnC)=(AnB)nC.

Son distributivas una respecto de la otra:

AuBnC=Au B)n (AU An BulC)=(AnB)u(AnC)

Complementario

Sean A'y B en P (E) tales que A < B. Se llama complementariode A en B
y se le denota B - A, la parte de E definida como sigue:

B-A={xeE/xeB AxegA}.
Es decir:
vVx € E xeB-A) < xeB AxgA).

Ejemplo:
Sean A ={1,2,3,5,7} y B={0,2,3,7,9}, entonces B— A= {0,9} y A—B = {1,5}.
Si se supone B — A, se tienen las siguientes relaciones:

BUMA-B)=A, A-A= ®,
BN(A-B)=®, A-®=A.

Sea E el conjunto de referencia y A una parte de E, al complementario de A en E se
le denomina el complemento de A y se lo denota A’ o también A°. Es decir:

A'=E-A={xeE/ x¢gA}
Es decir:
Vx € E xeA) < (xegA)

Ejemplo:

Si E =Z (numeros enteros) y A es el conjunto de los nimeros estrictamente posi-
tivos, es decir, A = {xeZ/x> 0}, entonces A’ = {xeZ/x<0.
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0.8. Leyes de DeMorgan

1. El complementario (o complemento) de la union es igual a la interseccion de los
complementarios. Para dos partes cualquiera A y B de E, se tiene

E-(A UB)=(E-A) n (E-B), o también: (A UBY=A"NnB’
2. El complementario de la interseccion es igual a la union de los complementarios:
E-(AnB)=(E-A) U (E-B), otambién (AN BY=A’UB’

Estas dos propiedades se demuestran usando algunas leyes ldgicas y las definicio-
nes anteriores.

Es conveniente, a esta altura que el alumno pruebe la validez de la distributividad
del producto escalar respecto a la interseccion, a la union y a la diferencia de conjuntos. Es
decir:

a. Ax(BNC)=(AxB)n(AxC)

b. Ax(BuC)=(AxB)Uu(AxC(C)
c. Ax(B-C)=AxB)-(AxC()

0.9. Diferencia Simétrica

A todo par (A, B) € P (E) x P (E), asociamos una parte de E, denominada diferen-
ciasimétricade A y B, denotada A A B y definida por:

AAB=4xeE/xeAv xeB¢
Es decir:

VxeE, xe(AAB) < (xeAvxeB)
Sean A= {1,2,3,5,7} y B={0,2,3,7,9}, entonces A A B = {1,5,9}.

A partir de la definicion, surge que:

AAB= (AuB)-(ANB)
= (A-B) uB-A)
=(AnB)uBNA)

19



Expresiones que el lector las puede probar, usando la definicion dada.
Ademéas se pueden establecer las siguientes relaciones:

AAB=[A-(AnB)]uU[B-(AnB)],
(AAB)nA=A-(AnB),
E-(AAB)=(AnB)U[E-(AuUB)I.
La diferencia simétrica de conjuntos es conmutativa y asociativa, en particular la

asociatividad, su demostracion, es un buen ejercicio para el alumno en este punto de la
lectura.

0.10. Grafo
Definicion
Dadoslosconjuntos A, B y AxB. Sellamagrafo I' auna parte de AxB.
Es decir, es un conjunto de pares ordenados (x,y)de A x B.
Ejemplo:
SiA={ab,c}; B={1,2}; T ={(a,l); (b, 1); (c, 1); (c, 2)} es un grafo, dado
que ' cAxB

Axioma

Sea I' un grafo. Existe uno y sdlo un conjunto, denotado priI" (respectivamente
proI”, poseyendo la propiedad siguiente:

Vx xepnl) < [Ty xy) el]
{resp. Vy (yeprl) < [Ix xy)ell]}

OBSERVACION

a) Todo grafo donde una de sus proyecciones es vacia, asimismo, es el
conjunto vacio.

b) b) Todo grafo I" es parte de un conjunto producto (a saber prI" x prol”
o, en forma mas general, Ax Bcon A>pri[' y B o> prl). Inversa-
mente, es evidente que una parte de un conjunto producto es un grafo.

20



Proyeccion de un grafo

Definicién

Se llama primer proyector del grafo I' < A x B, al conjunto de los elementos x
de A talesquee par ordenado (x,y) e T’

Pril={xeA/(x,y) eI}

De la misma manera se define la segunda proyeccién del grafo I como el conjun-
to deloselementos y € B, talesque punto (x,y) e I' < A x B.

Pol'={yeB/(x,y) eI}

B| Pr / “r

PI‘] I

OBSERVACION

a) Todo grafo donde una de sus proyecciones es vacia, asimismo, es el
conjunto vacio.

b) Todo grafo T es parte de un conjunto producto (a saber prI" x prol” o,
en forma mas general, Ax B con A>pr[" y B>oprl). Inversamen-
te, es evidente que una parte de un conjunto producto es un grafo.

Corte de un Grafo

Definicion

Sea x¢ un elemento de A. Sellama corte del grafo I, segun el elemento xo, al con-
junto de los pares ordenados (x, y) que pertenecenal .

C(x0) = {(x0, y) € ExF /(x0,y) € ' }

Es evidente que C(xo) # ¢ si xo € Pri/” y C(x0)=¢ si xo € (Pr; /)’
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De la misma manera se define el corte del grafo I, segiin y, como el conjunto de
pares ordenados (x, yo) de T.

C(yo) = {(x, yo) € ExF/(x,y0) € I }

Representacion de los grafos

Los grafos se representan por diferentes esquemas:

1. Cuando el primer y segundo componente del par ordenado son la abscisa y orde-
nada del punto representado por el par, referido a dos ejes.

2. Tabla de doble entrada. Los elementos de E se escriben horizontalmente y los de
F verticalmente. Con una cruz se marcan los elementos que pertenecen al Grafo.

3. Diagrama cartesiano. Estd formado por un reticulado de rectas que indican los
elementos de cada conjunto. Las verticales corresponden al conjunto de partida E y las
horizontales al conjunto de llegada F.

4. Diagrama sagital. Los elementos de cada conjunto son puntos, y una flecha une
la primera componente con la segunda.

5. Diagrama de Euler o Venn. Los conjuntos E y F se representan por puntos ence-
rrados por una curva

Los subconjuntos de RxR y su representacion grafica en el plano son muy impor-
tantes en matematicas. No solamente permiten analizar las relaciones numéricas en forma
sistemadtica, sino que también dan una idea intuitiva de las relaciones.

El estudio de esta Unidad, se debe realizar conjuntamente con la guia de trabajos
practicos correspondiente, mas los ejemplos y problemas que se desarrollan en las clases
teoricas.

Damos a continuacion una lista de ejercicios de aplicacion.

Ejercicios y Problemas propuestos

1. Colocar el signo € o ¢, segln corresponda en las situaciones siguientes:
a) (I-1° _R; b)-1_C; ¢)(1-i)_ {3+4i,4+4i, i}; 2" _Q; 1-i_R.

2. Denotar los siguientes conjuntos.

a) El conjunto de enteros impares; b) El conjunto de naturales pares, divisibles por 7
y menores que 30; c) El conjunto de todos los enteros negativos cuyos cuadrados son me-
nores que 50; d) Los numeros reales positivos no mayores que 2",

3. Determinar los conjuntos de nimeros reales que hacen verdaderas las siguientes propo-
siciones.

a) 2x +4=12; b) 3x*-4=23; c) 6x*-7x-3=0; d) -3x*+12x=0;
2

e) x-4<0 f) V4-3x =x+2; g) X _24=x+2; h) log,,{x(x —1)} < 0;
X_
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4. Para los conjuntos A = {a,b,c,d} y B={b, d, e}, haga una lista de los conjuntos C
que tienen la propiedad de que:
CcA y Cc B
5.81 A={1,2,3,4}. ;Cudles son los conjuntos B talesque {1,2} <« B y B c A?
6. Fijando un conjunto referencial E, exhiba cuatro conjuntos A, B, C y D tales que:

AcB; CcD; AgC; CzA; BgD y DzB.

7. Sea el conjunto A =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} < Z. Determinar los siguientes sub-
conjuntos de A:

a) {x/x> e A}; b) {x/ 1+x € A}; ¢) {x/x es cuadrado perfecto en A};
d) {x/x es primo}; e) {x/x<5}; H{x/3x=1}; g) {x/x* < 16};
h) {x/x es producto de primos distintos}; ) {x/1+x+x*eAl;

k) {x/x=2"keN}; 1) {x/x<100}; ) {x/x*=0}; m){x/x-1 ¢A};

8. Determine todos los elementos de P(E) si E= {1, 2, 3}.

9. Determine P(E) y P(P(E)), paraun conjunto E con un elemento.

10. Si A = {2, 3, 4}; ;Qué valores de verdad tienen las siguientes proposiciones?
a) JcCA, b) J e€A; c)dePA);, d)IDc PA); e) {2,3} € P(A);
f) 2 eP(A); g) A € P(A); h) AeA; 1) AcCA.

11.Si A= {1, {J}, 2, {1}}. Colocar el signo que corresponda en las siguientes situacio-
nes:

a) O _A; b) @ _ P(A); ) D} _A; d) {J} _P(A);
e) {{J}) _A; f) {93} _P(A); g 1_A; h) {1} _P(A);
i) {1} _P(A); D A k) {L A1} A D {1 {1} P(A);

) {2, {1}} _ P(A); m) {1,2} _A;  n) {,{J}} _A; 0) 2_P(A).

12. Dados E={a, b,c,d}; A={a,c,d}; B={b,c}.
Determinar: a) AnNB; b)AUB; ¢)A’; d) B’

13.S1 A={a,b,c,d} y B={b,d,e}; determine:
AN B, AuUB, AnA, BnB, BUB AnYd, Aud, Bugd.

14. Si E = N; A = {niimeros naturales divisibles por 2}; B ={nimeros naturales divisibles
por 3}. Halle: AnB; AUB; A’; B’

15.Si E=R; A = {nimeros reales mayores que -1}; B = {nimeros menores o iguales a
1}. Halle:
AnB; AUB; A’; B.

16. Construya diagramas de Venn para cada uno de los siguientes conjuntos:
a) (AnB)u (C nB);

b) ( AnB NnCu [A-(BuUO)];

¢) E-[C-(AUB)];
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d) [(AnB)-Clu[(B nC)-A]U[(AnC)-B];

e) (AuC)-B;

f) (AC)-BJU[(B nC)-A];

g) [C-(AnB)]JU(A nB nO)];

h) {(AAC)-[B nC)U (A nB)]} U [B-(Au O)].

17. Demostrar:

a) (AcBAAcCC) = Ac(Bn ) b)) Ac = A=(;

c) A-B=A-(AnB)=(AuUB)-B; d) (AulC)-C=(A-C)u (B-0),
e) (AnB)-C=(A-C)n(B-C); f) (A-B)-C=A-(BuUC(C);

g A-B-C)=(A-B)u (AnC); h) AuB-C)=(AuB)-(C-A),
i) A-(A-B)=ANB; j) AuB-A)=AUB.

18. Determine los elementos de los subconjuntos A y B contenidos en E sabiendo que:
A’={f, g h1}; A UB={a,b,d,e,f}; ANB={d, e}.

19. Determine E y sus subconjuntos A, B, C sabiendo que:
(AuBUC)={l,8, 12}; BnC= ANC={5};
AuB=1{2,3,4,5,7,9}; AuC=1{2,3,4,5,6,10,11}; B’ ={1,2,5,6,8,10, 11, 12}.

20. Determine los elementos de A y B sabiendo que:
AAB={1,2,3,4,5}; B ={1,4,7}; A’={2,3,5,7}; E={1,2,3,4,5,6,7,8}.

21. En la edicion de un libro han resultado 120 ejemplares con fallas: fallas en el papel,
fallas en la impresion o fallas de encuadernacion.

Si se sabe que:
68 libros tienen la primera falla por lo menos.
32 libros tienen la segunda falla por lo menos.
40 libros tienen la primera falla solamente.
5 libros tienen la primera y la segunda falla, pero no la tercera.
17 libros tienen la segunda y tercera, pero no la primera
4 libros tienen las tres fallas.

(Cudantos libros tienen solo la tercera falla? ;Cudntos tienen la tercera falla por lo me-
nos?

22. 100 personas respondieron a un cuestionario formado por 3 preguntas. Cada pregunta
debia contestarse por si o por no y una sola de estas respuestas era correcta. Si sabemos
que:

8 personas contestaron bien las tres preguntas.

9 personas contestaron bien solo la primera y la segunda.
11 personas contestaron bien solo la primera y la tercera.

6 personas contestaron bien solo la segunda y la tercera.
55 personas contestaron bien solo la primera pregunta, por lo menos.
32 personas contestaron bien solo segunda pregunta, por lo menos.
49 personas contestaron bien solo la tercera pregunta, por lo menos.
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23. Sea A el conjunto de rosas de una floreria y B el conjunto de flores amarillas de ese
negocio.

a) Determine los conjuntos A UB; ANnB; A-B y B-A.

b) Si el negocio no tiene flores amarillas; determine A N B.

¢) /Podria usted determinar el conjunto A - B en el caso en que todas las flores fueran
amarillas?

d) ;Como expresaria que todas las flores amarillas del negocio son rosas? ;Qué puede
afirmar en este caso, del conjunto B - A?

24. Una encuesta llevada a cabo en un conjunto de 100 pacientes con enfermedades pul-
monares dio los resultados siguientes: 45 fumadores que vivian en areas urbanas, 37 de los
cuales no tenian tareas insalubres; 20 personas con tareas insalubres, de las cuales 10 viven
en el area urbana y 10 fuman; 5 personas que no fuman, viven en el area urbana y no tienen
trabajos insalubres; 10 que no fuman ni tienen tareas insalubres ni viven en area urbana y
por ultimo 75 fumadores.

a) ;Cuantos pacientes con tareas insalubres ni fuman ni viven en area urbana?

b) (Cuantos pacientes viven en area urbana?

¢) (Cuantos pacientes fuman y tienen tareas insalubres?

d) ¢Cuantos pacientes que fuman, se ocupan de tareas insalubres y viven en area urbana?

25.Sean A={1,2,3}; B=1{2,4} y C={3,4,5}. Determine:
a) A x B; b) AxC; c) (AxB)xC; d)Ax (B nCO);
e)AxBnC); ) AxB)NC g AxB)n(AxC); h) (AxB)n (AxC).

26.Si A y B son conjuntos, demuestre las siguientes relaciones:
a) AxB=0Y < (A=9 v B=¢);b) AxBcCxD < (AcCABcD);
¢) (AxB)n(CxD)=(AnC)x (BN D);d) [(AxB)u (CxD)]c[(AuC)x(BuD)]

27.81 Sc T expliqueporqué SxT < TxT; SxSc SxT.

28.51 E=1{1,2,3,4,5,6,}: A={2,4,6}; B=1{4,5,6,7, 8}.
D¢ los elementos de A x B; (A xB)’

29. Representar en R? (mediante un grafico) los siguientes conjuntos:

a) A={(x,y)/y=xj; b) B={(x,y)/x+y=5}; ) C={(xy/x=2}
d) D={kx,y)/y=3}; e) E={(xy)/y<x}; f) F={xy/yzx}
g) G={(xy)/xe[0,1] nye]-l,1[} h) H={(xy)/ xe[0,1] A ye[-1,1]};
1) I={(X,y)/ySX2}; 1) J={x,y)/y= senx}.

30. Hallar A "B y representar en R” si:
A={xy)/-1<x+y<l A -1<x-y<1} vy B={xy)/-1<x+y<1l A x*< 1}

31.Dados A={(x,y)/2x-3y+6>0}; B={(x,y)/2x—-y<0}; C={(x,y)/x’+y*<
1}; D={(x,y)/6y-2x <3}; determine todas las intersecciones posibles.
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32.Sean S={(x,y)/xeR, yeR, y>x’} y T={(x,y)/xeR, yeR, y < x+2}.
a) Haga un dibujode SN T; b) Halle el conjunto primera proyeccion de S N T;
c) Halle el conjunto segunda proyeccionde S N T.

Ademas se pueden resolver los siguientes:

1. Sea A una parte cualquiera de E, dé el resultado de cada una de las siguientes opera-
ciones:

AUA; AnA;, AVUD ; AnY ; AUE; AnE; AU (E-A); An(E-A).

2. Sea Ay B dos partes cualesquiera de E, probar que las siguientes relaciones son
equivalentes:

AcB; (E-A)o(E-B); AuB=B; AnB=A.
La misma pregunta para las siguientes relaciones:
AnB=0; Ac (E-B); Bc (E-A).
La misma pregunta para las siguientes relaciones:
AuUB=E; (E-A)cB; (E-B)cA.
3. Probar las siguientes relaciones:

(V Ae P(E)) E-(E-A) = A,
(V Ae P(E), VBe P(E)) E-(AU B) = (E-A)n (E-B), E-(A NB) = (E-A)U (E-B).

4. Sean A, By C tres elementos de P(E). Probar que:
[([AUB)c(AUC) vy (AnB)c(AnC)] = BcC.

5. 1°Sean E y F dos conjuntos cualesquiera. Probar que
(AcE y BcF) < AxB c ExF.

2° Sean E,F y G tres conjuntos cualesquiera. Probar que
(ExG) U (FxG) = (EUF)x G.

3° Sean E,F,Gy H cuatro conjuntos cualesquiera. Probar que
(ExF) n(GxH) =(E nG) x (FH).
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1. Aplicaciones o funciones y relaciones

INTRODUCCION

En el desarrollo de la Unidad se supone que el alumno tiene conocimientos elemen-
tales de Conectivos Logicos, Conjuntos y de las operaciones entre conjuntos. De cualquier
manera el Profesor, en las primeras clases, explicara los conceptos fundamentales necesa-
rios y mostrara la notacion que usara en el desarrollo de la asignatura.

1.1. Correspondencias

Definicion 1

Sean E y F dos conjuntos. Se llama correspondencia de E hacia F, toda terna or-
denada delaforma (T, E, F) dondeI" esuna partede E x F.

Dada la correspondencia; (I', E, F), se dice que E es el conjunto de partida; F es
el conjunto de llegada:

OBSERVACION. Sean Ey F dos conjuntos. A toda relacion binaria R de E hacia F, se le
puede asociar la correspondencia (I', E, F) que admite por grafo el sub-conjunto de E x F:

={xy) e ExF/RX,y)}

Se dice que T" es el grafo delarelacion .

Al conjunto de las primeras componentes de los elementos I' se le denomina de el
conjunto de definicion (dominio), y se la denota priI"; al conjunto de las segundas compo-
nentes se le denomina conjunto de los valores (imagen) y se le donota prI.

Es decir, se llama conjunto de definicion de la relacion % a la parte D de E defi-
nida como sigue:

D=pnl = {x€E/3JyeF; x Ky}

Inversamente, a toda correspondencia (I', E, F) se puede asociar una relacién bi-
naria ‘R de E hacia F, conviniendo que ‘R(X, y) significa que (x,y) € I.

Se puede asi “identificar” la relacion de E hacia F y la correspondencia de E
hacia F.

Se llama conjunto imagen de la relacion ‘R a la parte Img de F definida como si-

gue:
Img;=prol’ = {yeF/3xeE; x Ay}
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En definitiva, podemos decir ahora que:

Sean E y F dos conjuntos y I" una parte no vacia de ExF. Consideremos todos
los pares (a, b) que verifiquen (a,b) € I'. A tal par se la denotarda a % b , es decir:

(a,b)el’ c (ExF) < a¥b.

9 se denomina relacion de E hacia F y I' grafo de la correspondencia de E hacia F.
I' ¢ ExF se le denomina grafo de la relacion %#.. E es conjunto de partiday F el conjun-
to dellegada de la relacion Y.

Definicién 2

Sea un conjunto E. Sellama relacion binaria sobre E toda correspondencia de E
hacia E. Ya hemos visto algunos ejemplos de relaciones binarias sobre un conjunto.

1. La relacién deigualdad a= b sobre un conjunto E donde el grafo T es
la diagonal de E, conjunto de los pares (a, a) cuando a recorre E. El conjunto de defini-
cion A y el conjunto imagen #%{a) coinciden con E.

2. La relacion deinclusion A — B es una relacion binaria en P(E). El con-
junto de definicion y el conjunto imagen coinciden con P(E).

1. 2. Aplicaciones

Definicion 3

e califica de funcional todo grafo /7 tal que, para todo X, existe al menos un vy
que verifique (x,y) e I”

Aplicacion. Definicion 4

Sean E y F dos conjuntos.  Una aplicacién de E en (o hacia) F esuna corres-
pondenciaf= (7, E, F) tal que

xeE, AyeF (xy) el ()
Sea f wunaaplicacionde E en F (que nosotros escribiremos abreviadamente

(Sea f: E — F). Estando dado x € E, al unico elemento asociado por (1) se denota f(x).
Se dice que x es un antecedente — no forzosamente tnico- de este elemento de F.
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Es decir:

1. Eldominio dedefinicién de f es el conjunto E,
2. Atodo x de E, f hace corresponder un y unico en F.

A este “y” sele llama ahora la imagen de x, se denota y = f(x).

El conjunto imagen de la aplicacion es

f(E)= {y e F/ x € E; y=1(x)}.

Se denota también f(E)=Im f.
Todo elemento de F no es necesariamente la imagen de un elemento de E.

El grafo de la funcion es ¢l conjunto de los (X, f(x)) cuando x recorre E. Es una parte
de E x f(E).
O sea:

It = {(x,y) € ExF/y=1(x)}.

Si todo elemento x de E tiene la misma imagen a en F, la aplicacion se dice
constante.
(Vx € E) f(x) =a.

Supongamos, E =F. Larelacion f(x)=x, define una aplicacion de E en E que
se denomina aplicacion idéntica o coincidencia y se la denota i. El grafo de esta aplica-
cion es la diagonal de E?

1.2.1. lgualdad. Restriccion. Extension

Definicion 5

Sean (E,F,f) y (E, F, g) dos aplicaciones. Se dira que estas aplicaciones son
iguales s se verifican las tres condiciones siguientes:

E=E, F=F y (VxeE), f(x=9X.

Se debe notar que una aplicacion queda definida por la terna constituida por el con-
junto de definicion E, el conjunto de llegada F y la correspondencia univoca f.
Definicion 6

Sea (E, F, f) unaaplicaciony A unapartede E. Sellama restriccion de
laaplicaciona A, alaaplicacion (A, F, g) tal que

(V'xe A) g(x) = f(x).
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Inversamente, dada una aplicacion (A, F, g), se llama extension de esta aplica-
cion con E o A, toda aplicacion (E, F, f) tal que (Vx €E) f(x) = g(x).

1. 2. 2. Sobreyeccion. Inyeccion. Biyeccion

Definicion 7
Una aplicacion (E, F, f) essobreyectiva s f(E) = F.

Se dice entonces que f aplica E sobre F.

Ejemplos:

1. Si F contiene mas de un elemento, toda aplicacion constante de E en F no es
sobreyectiva.

2. La aplicacion f: Ex F — E (denominado primer proyector) f(a, b) =a es so-
breyectiva.

3. La aplicacion (N, Z, f) definida por (atomado de Z)
(VxeN) f(x)=a+x

no es sobreyectiva.

4. La aplicacion (Z, Z, f) definida por (a tomado de Z)

(VxeZz) f(x)=a+x

es sobreyectiva.
Definicion 8

Una aplicacion (E, F,f) es inyectiva s

(VX X € E) fx)=f(X) = x=X.

O la definicién equivalente:

(V% X € E) x=x = f(x) = f(x)-
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Ejemplos:

1. El primer proyector f: EXE — E no es inyectiva, si E contiene mas de un
elemento. En efecto, para b#b’, se tiene:

f(a, b) =f(a,b’) =a.
2.Sea a dadoen N distinto de 0. La aplicacion (N, N, f) definida por:
(Vx € N) f(x) = ax

es inyectiva (pero no es sobreyectiva si a # 1).

3.Sea a tomadode Z. Laaplicacion (N, Z, f) definida por:

(Vx € N) f(x)=a+x

es inyectiva.
Definicion 9

Una aplicacion (E, F, f) esbiyectiva si es sobreyectiva e inyectiva ala vez
En otros términos, (E, F, f) es biyectiva si :

1.f(E)=F;
2.(Vx,x"€E) fx)=f(x) = x=x".

La propiedad (1) significa: “Todo y de F esla imagen de al menosun x de E”.

La propiedad (2) significa ademas “Todo y de F eslaimagen de un solo x de
E”. Se define asi una aplicacién (F, E, f™) tal que:

(y e F) x=f"1 (y) = y = 1(x) (x €E).

Esta aplicacion f es, asimismo, una biyecciéon de F sobre E. Se la denomina la
aplicacion reciproca def .

1.2.3. Composicion de aplicaciones

Sean E, F, y G tres conjuntos y dos aplicaciones: (E,F,f) y (F, G, g) tales
que el conjunto dominio de definicion de la segunda coincida con el conjunto de llegada
de la primera.

A todo x de F le corresponde un solo y = f(x) en F.
Aeste y de F le corresponde unsolo z=g(y) en G.
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Por consiguiente, a todo x de E le corresponde un tinico z en G que es z =
g[f(x)]. Queda definida asi una aplicacion de E en G que se denota g o f y que se de-
nomina compuestade f y g.

Ejemplo: La aplicacién (Z, N, f) definida por:
(Vx e Z) fix)= x*
puede ser compuesta con la aplicacion (N, N, g) definida por:
(Vx € N) gx)=x+2
para dar la aplicacion compuesta (Z, N, g o f) definida por:
(Vx € Z) (g o N(x)=x*+2.
Por la definicion misma, la composicion de aplicaciones es asociativa.
Sea E—->F -G ->H
Entonces, (hog)of = ho(gof).
La compuesta de dos sobreyecciones es una sobreyeccion

Si (E, F, f) e (F, G, g) son sobreyectivas, entonces f(E)=F y g(F)=G implica
evidentemente (go f)(E)=G.

La compuesta de dos inyecciones es una inyeccion.
Si (E,F,f) y (F, G, g) soninyecciones, entonces
glfx]=glfx)] = f¥=fx) = x=x.

Luego (E, G, gof) esinyectiva.
De ello resulta entonces que la compuesta de dos biyecciones es una biyeccion.
En particular, la compuesta de una biyeccion:

f:E—F y su reciproca f':F — E es laaplicacion idéntica sobre E.

flof =1Ig

Ademas, tenemos que:
fof' =Ip
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Ejemplo 1:
Se consideran tres conjuntos E, F, G y dos aplicaciones: f:E—>F y g:F > G.

a) Demostrar que gof inyectiva = f inyectiva.
b) Demostrar que go f sobreyectiva = g sobreyectiva.

Solucién: a) Consideramos dos elementos cualesquiera del conjunto E, x” y x”” con la
condicion de que f(x’) = f(x”’), entonces se deduce de la definicion de composicion de
funciones y de la condicion de inyectividad que:

glf(x)] = g[f(x’")] = (g H(X) =(go H(X") = x*=x7,
por consiguiente f tendra que ser inyectiva.
Solucién: b) Consideremos las imagenes de las aplicaciones. Se tiene:
f(E) cF = g[f(E)] cg(F) < G,
por hipotesis, (go )(E) =G, por lo tanto g(F) =G y g es sobreyectiva.
Ejemplo 2: Sea funa aplicacién de E en F.

a) Demostrar que f es inyectiva si, y solamente si, existe una aplicacion g de FenE
tal que gof =ig (identidad sobre E).

b) Demostrar que f es sobreyectiva si, y solamente si, existe una aplicacion g de Fen
E tal que fog=1r (identidad sobre F).

Solucidén: a) Si existe g tal que gof = ig; entonces f es inyectiva por el ejemplo anterior,
dado que ig es inyectiva.

Inversamente, si f es inyectiva, con imagen f(E); todo y € f(E) es imagen de un solo x de
E; supongamos g(y) = x. Para y € F — {(E), se elige arbitrariamente g(y); por ejemplo
g(y) = xo, donde x¢ es un elemento determinado de E. La aplicacion g de F en E, asi obte-
nida es tal que g o f =1ig. Es Unica si f es sobreyectiva.

Solucioén: b) Si existe g tal que fo g =i, dado que ir es sobreyectiva, tenemos que f es
sobreyectiva segiin se demostro en el Ejemplo 1.

Inversamente, supongamos f sobreyectiva: VyeF, 3x, y = f(x). Admitamos que es

posible asignar para cada y un x. La aplicacion g asi obtenidade F en Eestal que fog
= ip. Serd Unica si f es inyectiva.

Definicion 10: Aplicacion reciproca (Funcidon inversa)

Dadas dos funciones biyectivas fyg y si fog =1, (identidad sobre el dominio de
g) decimos que la funciéon g es la funcion reciproca de f y la denotamos f ' =g; o
también que f es la reciproca de g, es decir sera g'=f.
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Es decir toda vez que hacemos la composicion de una funcidon con su reciproca el
resultado es una funcion identidad.

O sea, tendremos:
fof' =1, (identidad sobre Df ') y
flof =i (identidad sobre Df).

Muchas veces el problema que se plantea es determinar la funcion reciproca de una
dada. Para que la funcion tenga reciprocidad tendra que ser biyectiva.

OBSERVACION

No existe un procedimiento Unico para determinar a la funcion reciproca de una
funcion dada, si bien, existen estrategias. Una estrategia muy Util en el caso de que la fun-
cion se exprese analiticamente mediante una expresion explicita, y = f(x), consiste en
“despejar” la variable “independiente x” desde la expresion y = f(x), e intercambiar la
variable “dependiente y” por la variable x en la expresion obtenida.

Ejemplos:
1. La aplicacion (Z, Z, f) definida por (Vx € Z) f(x) =a+ x es una biyeccion .
La aplicacion reciproca (Z, Z, f) definida por:
(Vy € Z2) fly)=y-a.
2. Sea A el conjunto de los nimeros naturales pares. La aplicacion (N, A, f):
(Vx € N) f(x) = 2x es una biyeccion.
Para resolver el siguiente ejercicio, el alumno debera apelar a sus conocimientos adquiri-

dos sobre el conjunto de numeros reales, R, en etapas previas a su ingreso a la Facultad.
X+5

+2

3. Determinar la funcion reciproca de la funcion dada por: f(x)=

Soluciodn:

* La expresion no tiene sentido si x +2 =0, por lo tanto,

Dom(f) =R — {-2}

X+2

f: R—{-2} > R
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Para determinar su inversa se considera la expresion:

_X+5
X+2

y se despeja x en términos de y

=X+§ = yEx+2)=x+5 = yx+2y=x+5 = yx—-x=5-2y =
X+
:X:ﬂ
y—1

asi pues, se considera la funcion:
g: R-{1}»> R
5-2x

X >  gx)= -

Dado que g no esta definida en x =1, se debe observar que f(x) nunca toma el va-
lor 1.

El alumno debera verificarlo y ademas debera probar que (fog)(x) =X y que (g o

f(x) =x.

1.2.4. Permutacion. Involucion

Definicion
Se [lama permutacion de un conjunto E toda biyeccion de E sobre si mismo.
Ejemplo. La aplicacion (Z, Z, f) definida por:
(Vx € 2) f(x)=a+x es un permutacion de Z.
Definicién
Sellama involucién de E toda permutacion de E que coincide con su reciproca.
Ejemplo:

1. La aplicacion (Z, Z, f) definida en el ejemplo precedente no es una involucion
de Z.

2. La aplicacion (Q*, Q*, f) definida por:
(Vx € Q%) f(x)=1/x

es una involucion de Q*. (Se recuerda que Q* =Q - {0}.)
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3. La aplicacion (P(E), P(E), f): f(X) =E - X esuna involucion de P(E).

1.2.5. Monotonia de una funcion

Sea f una funcion numérica definida sobre todo el conjunto D. Tenemos a los
conjuntos I, J, K y G partes de D:

Si Vxiel y xel (IcD), x1<x, = f(x;)<f(xy); decimos, f es crecientesobre I.
SiVxielyxye] (JeD), x;1 <x; = f(x1) > f(xy), decimos, fes decreciente sobre J.
SivVx;eK y x; € K(KceD), f(x1) = f(x2); decimos, f es constante sobre K.

Una funcion creciente (o decreciente) sobre un intervalo G de D se dice monodtona sobre G

Por ejemplo:
La funcion lineal x — ax es creciente sobre R si a> 0 y decreciente sobre R, si a <0.

La funcion afin x — ax + b es creciente sobre R si a > 0 y decreciente sobre R, si a <0.
.« . * *
La funcion x — 1/x, es decreciente sobre R_ ysobre R,.

La funcion x — sen x es creciente en [0; /2] y decreciente en [1/2; ).

1.2.6. Paridad vy periodicidad

Definiciones:
Sea f definida Vxe D, (D c R)
e si Vxe D, f(-x)=1(x); f se dice par.
e si Vxe D, f(-x)=-f(x); fse dice impar.
e sidteR tal que Vxe D, f(x +t)=1f(x); fsedice t-periodica.
Por ejemplo:
1)x > x*+4 es una funcion par definida sobre R.
2)x — 5x°—7x es una funcion impar definida sobre R.

3)x > X —5x*+2x+ 1 es una funcion definida sobre R que no es ni par ni impar. (la
imparidad no es la negacion de la paridad).

4)x — sen x es una funcion impar, 27 - periddica definida sobre R.
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5)x — cos x es una funcidn par, 2n - periddica definida sobre R.

6) x — tan x es una funcioén impar, © - periddica definida sobre R — {% +kr.,k e z} )

Propiedades de la grafica:

e si fespar,cleje Oy eseje de simetria de la grafica
e si fesimpar, el origen O es centro de simetria de la grafica

e si fest-periddica, y (x, f(x)) es un punto de la grafica, entonces el
punto (x + t, f(x)) también es un punto de la grafica, pues f(x+t) = f(x).

| | | |

T T\/T T

Funcion par Funcién impar

Consecuencias practicas:

La paridad o la periodicidad de una funcion simplifica su estudio:

eSi f es par, se estudia sus variaciones sobre R: y se completa su estudio por simetria
respecto al eje Oy;

¢ Si f es impar, se estudia sus variaciones sobre R: y se completa su estudio por simetria
respecto al origen de coordenadas O;

¢ Si f es t-periodica, se estudia sus variaciones sobre un intervalo de amplitud t.
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1.2.7. Propiedades

Py I Sea (E, F, f)unaaplicacion y A y B dospartesde E. Entonces:

AcB = f{A)c f(B).
Prueba:
En efecto, sea y € f(A). Entonces existe x € A talque y=1(x). Pero x € A
implica x € B, Luego y =f(x) € f(B).

P, I Sea (E, F, f) unaaplicaciony Ay B dos partesde E. Entonces:

f(A UB) = f(A) U f(B).

Prueba:
Es evidente que:
xe(AUB) = f(x) e [f(A)uUf(B)],
luego
f(A UB)c [f(A) U f(B)].
Ahora,
Ac(AuB) = f(A)c[f(AuB)] (P1),
Bc(AuB) = f(B)c[f(AuB)],
Luego
[f(A) U f(B)] < f(A UB),
P; |Sea(E, F,f) unaaplicaciony A y B dospartesde E. Entonces
f(AnB) < [f(A) Nf(B)].
Prueba:

Laigualdad sedas f esinyectiva.

La inclusion es evidente. La igualdad no se verifica si la aplicacion no es inyectiva.
Es suficiente, por ejemplo, considerar una aplicacion constante f(x) = a con AnB = ¢. Se
tiene entonces

f(AnB)=¢ y f(A)nf(B)={a}
si A y B no son vacios. Perosi f es inyectiva, se prueba que
f(A)nf(B) < f(ANB).
-Sea ye[f(A) m f(B)]. Existe entonces x € A y x’eB tales que: y =1f(x) =1(x") y co-

mo f es inyectiva, se deduce x =x" € [A N B], entonces y € f(AnB), que completa la
demostracion.
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1.2.8. Diversas maneras de definir una funcion

a) A partir de una tabla de valores

Ej. Alargamiento de un resorte en términos del peso colgado en uno de sus extremos..

Carga (N) 50 100 150 200 250
Alargamiento 20 41 59 80 95

La construccion grafica de esta funcion estd constituida por puntos aislados ya que la va-
riable (carga) no puede tomar mas que valores aislados. En este ejemplo no se conoce la
expresion analitica de la funcion.

b) A partir de una formula explicita

t — i(t) = A sen ot nos da la intensidad de una corriente alterna sinusoi-
dal de amplitud A y de frecuencia ® dada.

¢) A partir de una relacion algebraica

4
x o f(x)= X _;6 ; esta funcion esta definida sobre D = R — {2}, pero
< —

ademas se puede observar que la expresion analitica se puede simplificar, siempre que x
sea distinto a 2 y reescribirla como f(x) = (x + 2)(x> + 4) (para x # 2).

d) A través de una curva representativa

Por ejemplo la traza de un registrador de la presion atmosférica o de la temperatura
en término del tiempo. Estas curvas en general no se van a corresponder con una expresion
simple.

e) A partir de una construccion geométrica
Por ejemplo, las funciones trigonométricas, etc.

1.2.9. Algebra de las funciones reales

Vamos a denotar F(R), al conjunto de todas las funciones definidasde R a R, en
ese conjunto se pueden considerar las siguientes operaciones o leyes de composicion in-
ternas en F(R).

1. Suma de funciones

Sean dos funciones cualesquiera f, g € F(R), o sea:

f:R > R, con x — f{(x)
g:R > R, con x — g(x); sedefine la funcién suma como:

f+g:R > R, con x — (f+g)(x)=1(x)+ g(x); (ver mas adelante
el estudio de los dominios)
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2. Producto de funciones

Sean dos funciones cualesquiera f, g € F(R), o sea:

R > R, con x — f(x)
R —

f:
g: R, con x — g(x); se define la funcién producto co-

f-g:R > R, con x —»> (frg)x =1x)-gkx)

3. Composicion de funciones

Sean dos funciones cualesquiera f, g € F(R), o sea:

R > R, con x — f(x)
R > R, con x — g(x); sedefine la compuesta como:

f:
g:
fog:R —> R, con x — (fog)(x)=1fgx)]

Asimismo, se define una ley de composicion externa (producto por un escalar)

4. Producto de un escalar (nimero real) por una funcion

Sea una funcion cualquiera de F(R), y un escalar cualquiera A (nimero real), es
decir:

f:R > R, con x — f{(x); sedefineunanueva funcién deno-
tada:

Af: R > R, con x —» (ADHX)=A-1(x)
Para funciones cuyo dominio no es todo R también se pueden definir las anteriores
leyes de composicion de igual manera.
Ha de tenerse cuidado al determinar el dominio de la funcion resultante en cada

operacion. Asi pues, se destacan las siguientes consideraciones:

e Los dominios de las funciones f+ gy f- g coinciden y son las inter-
secciones de los dominios de fy g.

e Una funcién f y su opuesta (- f), tienen el mismo dominio.

e El dominio de la funciéon f/ g respecto al producto de f-g es el do-
minio de f-g menos los valores donde g se anula.

e El dominio de la funciéon g o f es el de la funcion f menos los valores
xo€Dy tales que f(xg) ¢ Ds,.
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1.3. Familia de partes. Particiéon de un conjunto (ANEXO)

El estudio de este item, puede obviarse en una primera lectura. Para comprenderlo
correctamente son necesarios algunos conceptos que se estudian mas adelante.

Sea L un conjunto cualquiera de elementos, que seran denominados indices.

Un primer ejemplo esta dado por L = {0,1,2, ..., n} < N que es un conjunto finito
de indices. Por lo contrario, L = N es un ejemplo de conjunto infinito de indices. Mas
precisamente, se dira por definicion, que N es infinito numerable. Un tercer ejemplo esta
dado por L = R, conjunto de nimeros reales, que es infinito no numerable.

Sea ahora E un conjunto cualquiera. Se llama familia de partes de E toda apli-
cacion A — A, de L en P (E). La familia se denota (A;) scL.

Ejemplos.
1.En N,atodo n € N asociamos la parte
A, ={xeN/x <n}.
Se obtiene una familia numerable (A;),en de partes de N.
2.Enelplano R*>, Atodo A e R asociamos la recta
D), : y= Ax.
Se obtiene una familia (D;, )icr (no numerable) de partes de R%: Es la familia de
las rectas del plano que contienen al origen, con la exclusion de la recta x = 0.

Para toda familia (A;),cL se define la union:

UA, ={xeE/ Frel; xe A}
re L

y se define la interseccion:

NA, ={xeE VAeL; xeA}.
Ael

Particion de un conjunto

Sea E un conjunto. Sellama particién de E toda familia (A;) ;. departesno
vaciasde E tal que

1. U A = E;
Ael

2. (V?\,, K'GL), A=Ay = AN A, =0.
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En otros términos, una particion de E es una familia de partes no vacias de E, dos
a dos disjuntas, donde la union es igual a E.

Ejemplo. Sea a un numero fijo en R*. La familia de intervalos [ka, (k+1)a[ cuando k
recorre Z (que aqui es el conjunto de indices) es una particion de R.

Ejercicios propuestos

1. Sea la correspondencia (E, F, f) con E={a,b,c,d}; F= {1, 2,3} y definida por:
f(a)=2; f(a)=3; f(c)=2; f(c) =3. Determine:

a) el conjunto de partida;  b) el conjunto de definicidon; c) el conjunto de llegada; d)
el conjunto de valores; e) haga un diagrama de la correspondencia.

2. a)Sea E={a,b,c,d} y f(a)=b; f(b)=c; f(c)=Db; f(d) =a; Halle el grafo de la
correspondencia f y dibtjelo en un sistema de coordenadas.

b) Sea E={a, e, 1, 0,u, v, w}. Supongamos que g es la relacion que a cada letra de
E le hace corresponder la letra siguiente segiin el orden alfabético. Halle el grafo de la
relacion g.

3. Sea A={1,2} y B={p, q}. Enumérense todas las relaciones posibles de A en B.
4.Sea A = {a, b, c}.a)Halle P(A). b) Halle en P(A) x P(A) la relacion de — (inclusion).

5. Sean dos conjuntos, E={3,5,7} y F={1,3,11,17}. a);Cuadles el grafo de la
relacion x +y < 15;conx€E y yeF. b) Determine el dominio de la relacion.  c¢)
Determine el conjunto imagen de la relacion.

6. Sean E={1,2,3,4] y F={1, 3,5}, y larelacion definida por “x es menor que y”.
a) Escriba el grafo de la relacion. b) Dibuje el grafo. c¢) Halle la relacion reciproca.

7. Sean las relaciones f y g definidas por los grafos: F c A x B= {(a, a); (b, e); (d, e)};
GcB x C= {(a, u); (a, v); (e, w); (f, w)}; con A={a, b, c,d}; B={a, e, f}; C={u, v, w}.
Determinar el grafo de gof.

8. Dada la relacion definida por {(x,y) € RxR/x*+y* =4}
a) Dibujar el grafo de la relacion.
b) Determinar el conjunto dominio de la relacion.
¢) Determinar el conjunto imagen de la relacion.

9. Haga un dibujo aproximado en R x R de las siguientes relaciones.(si se acuerda de lo
aprendido previamente al curso).
a)y < x% b)y<3-x; c) y>logx; d) y>senx.

10. Sea S={(x,y)/x €R,y € R, 4x* + 9y* = 36}. Construya un dibujode Sen RxR y
halle: a) el dominio de S; b) el conjunto imagen de S; c) el grafo de la relacion inversa.
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11. Obtener las graficas y decir cuales de las siguientes relaciones son funciones. Dar una

razon para las respuestas.
a) {(5,2);(0,4); 3,5); (8,20); (9, 15)};  b) {(5,-24);(0,30); (3, 6); (7, 11); (8,9)};
) {(3,4):(6,5);3,7):-2,1); (8,9} d) {(5,-4);(0,6); (3, 3); (8,9); (7, 10); (11, 6)}

12. Construya todas las aplicaciones distintas del conjunto E = {1, 2, 3}  al conjunto
F= {1, 0}.

JZ%X—I , S x>3
13. Sea f: R —> R, definida por : f(x)=9x* =2, si -2<x<3
2x+3, Six<-2
1) Halle: a) f(2); b) f(4); c) f(-1); d) f(-3).
i1) Dibuje su gréfico.

14. Si h={(5,6);(4,3);(2,1);(7,9)}; a)dar el dominio de h; b) el conjunto imagen.

15. Decir si las siguientes relaciones son o no funciones y dar una razon para su respuesta.
En cada ejercicio obtener su grafica y dar su dominio y conjunto imagen.

a) {(x,y)/y =25x}; b) {(xy)/X+y =16}; ¢ {(x,y)/y=-3x+4};
) {xy/y=0-x"} e {(xy)/y=5x}; f) {(u,v)/u=v1}.

16. Si f es la funcion dada por f(x) = 2x>, determinar:
a) f-2); fC-1); RO (1) 2 b) fx) £ foo-xi) f0x) - fxa).

17. Si f esta dada por f(x)=+/9—x ; determinar: f(x) + f(h) y probar si f(x + h) = f(x) + f(h).

18. Si f(x) =x”+4, determinar 9 puntos de la grafica de f. Construir la graficade f y
dar el dominio y conjunto imagen.
19. Idem del 8, pero con f(x) = - x> + 4.
2
20. Si g(x) = x+73x5+2’ determinar g(1); g(1/2); g(-1); g(0). ¢Existe g(-5)? Expli-
X+

car su repuesta.
21. Determine el dominio de las funciones dadas por:

a) f(x)=ax+b; b) f(x)=ax’+bx+x con a#0; c) f(x)=1/x;
_ . _ .2 4. _ X . _
d) f(X)=vx+2; e) f(x) 4; ) {x) x2)x-3)° g2) f(x) 214
h) fx) = 2X ;1) f(x)=Inx; 7)) f(x) =In(x +2); k) f(x) =senx;
X" =9

D) f(x)=1In (x> +2); m) f(x)=In (x*-9).

22.81 E={a,b,c,d, e}, lafuncion f: E — E definida por:

Grf= {(a, ¢); (b, e); (c, e); (d, e); (e, c)}. Diga: a)siesaplicacion; b) si es inyec-
tiva;

c) si es sobreyectiva; d) haga un diagrama.

23. Dado E={-2,-1,0,1,2} ylafunciéon f: E — R, dada por f(x)= x*+ 1. Halle el
conjunto imagen de f. jEs inyectiva, es sobreyectiva?

43



24. Sean A=[-1,1]; B=[1,3] y C=][-3,-1] y sean las funciones f;: A > R;
B > R; f,:C — R; definidas por la siguiente regla: a cada numero se le asigna
su cuadrado.

a) ¢(Cuales de las funciones son inyectivas? y /cudles sobreyectivas?

b) i) Halle el intervalo maximo D, en el cual la formula f(x) = x?, define una fun-
cion inyectiva. ii) El codominio maximo para que la funcion sea sobreyectiva.

25.Sea E=[-1.1] ylas funciones g y h definidasde E en R por:
g(x)=x" y h(x)=senx.
Diga si son inyectivas y/o sobreyectivas.

26. a) Diga para que conjuntos la funcion idéntica es biyectiva.
b) D¢ el codominio de una funcion constante que sea sobreyectiva.

27. Pruebe que la funcion f: R — R dadapor f(x)=2x-1 es biyectiva.

28.Sean E={1,2,3,4,5} y las funciones f: E —> E; g:E > E definidas
por:
Grf={(1, 3); (2,5); (3,4); (4, 1); (5,2)}; Grg={(1,4); (2, 1); (3,5); (4, 2); (5, 3)}.
Halle gof y fog.

29.Sean :R > R y g: R — R definidas por: f(x)=x2-2| x|, g(x)=x"+1.
Halle  (fog)(x);  (gof)(x);  (gof)(3);  (fog)(-2);  (gof)(-4);  (fog)(5).

30. Demuestre que:

a) Si f:A > B y g:B — C soninyectivas entonces gof es inyectiva

b) Si f:A > B y g:B — C sonsobreyectivas entonces gof es sobre-
yectiva.

c)Si f:A > B y g:B — C sonbiyectivas entonces gof es biyectiva

d) Si gof esinyectiva entonces f es inyectiva.

e) Si gof es sobreyectiva entonces g es sobreyectiva.

31.Si f esunabiyeccion deunconjunto E sobre F, probar que: a) fof'=i;

b) flof =ip
32. Sea 3 el conjunto de las aplicacionesde E en F y g el conjunto de aplicaciones
de F en E. Siexiste una aplicacion g € g tal que gof = ig, entonces la aplicacion fe 3
es inyectiva.

33. Sean s(x) = x7; p(x) =2" y t(x) = sen x. Determinar los siguientes valores:

a) (sop)(y);  b) (sot)(y); ©) (sopat)(u) + (top)(u); d) t(u’).

34. Expresar cada una de las siguientes funciones en términos de s, p, t usando solamente:

+, - Yy o
a) f(x)=¢&*"% b) f(x) = sen 2%, ¢) f(x) =sen x% d) f(x) = sen’x;
e) f(t)=2% f) fu) =sen [2"+ (2"’ ]; g) f(a) =2%"*+ sen(a’).

35.Sean f: R - R, conf(x)=2x-3 y g:R —> R, con g(x)=x3+5.
a) Digasi fy g son biyectivas. b) Determine f'y g”'. c) Halle: gof; fog; gog”; fof’
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36. De ejemplos de funciones reales que:

a) No sea inyectiva ni sobreyectiva. ~ b) Sea inyectiva pero no sobreyectiva.

Sea inyectiva y sobreyectiva. d) Sea sobreyectiva pero no inyectiva.

37. Si f y g son aplicaciones biyectivas, probar que:
f:A>Byg:B>C = (gof)'=fogh.

38. Dadas las funciones reales determinar la inversa:

a) f{x)=x"-5 b)) f()=VC+1; o f(x):3 -

_"_25 . d) ) =In(x+2).

39. Dadas las funciones, determinar las que la componen:

2
a) f(x) = sen’In(3x + 2)’; b) fx)=e"®9; o) f(x) =3sen> (X 2).

40. Sea f: E — F una aplicaciéon monotona.
1° Si f es inyectiva, probar que f es estrictamente mondtona.

2°Si f es estrictamente monotonay E totalmente ordenado. Probar que f es inyectiva.

Anexo B

Es necesario, que el alumno empiece a reconocer a los graficos de funciones reales

elementales. Se representan aqui algunas de ellas.

+3 +3
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f(x) = x>

+ -4
y f(x)= x—1
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5 4 3 2 4 | 1 2z 3 4 5 & 3

f=vxi+d y o=
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2. Relaciones definidas en un conjunto

2.1. Relaciones de equivalencia

Sea E un conjunto y consideremos una relacion binaria R sobre E. Esta relacion
puede presentar cualidades particulares que nos interesen. La relacion de equivalencia que
es la mas natural que se puede definir en un conjunto, origina en este una particion asocia-
da, y nos permite clasificar a los elementos del conjunto.

2.1.1. Reflexividad

Definicién

Sediceque unarelacion binaria % sobre E es reflexiva s

(V'xe E) X I X
En otros términos, R es reflexiva si la diagonal de E* esta incluida en el grafo de
R.
Ejemplos:

1. La igualdad es reflexiva: (Va € E) a=a.

2. Lainclusion en P(E) es reflexiva: (VA € P(E)) A < A.

3. En el conjunto de las rectas del plano euclidiano, la relacion “D es perpendicular
a D™ (denotado D1D’) no es reflexiva. Una recta no es perpendicular a si misma.
2.1.2. Simetria
Definicion

Sedice que unarelacion binaria % sobre E essimétrica s

XH'y = yIX

Ejemplos:

1. La igualdad es simétrica: a=b = b=a.

2. Larelacion D L D’ es simétrica: DL D" = D’LD.

3. La relacién de inclusion no es simétrica: A < B no implica, en general, B < A.
Sélo se puede cambiar A y B en el caso donde A =B.
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2.1.3. Antisimetria

Definicién
Sediceque unarelacion binaria ¥ sobre E es antismétrica s
x#y e yIHEHx) = xX=y.
Ejemplos:
1. La relacion de inclusion es antisimétrica:
2. Larelacion de divisibilidad en N es antisimétrica.

Recordemos que “a divide b” (denotado a/b) si existe un entero natural q tal que
b = aq. Esta relaciéon cumple la propiedad

(aby b/la) = a=b.

2.1.4. Transitividad

Definicién
Sedice que unarelacion binaria $# sobre E es transitiva s
x%y e y#z = x%z
Ejemplos:
1. La inclusion es transitiva:
(AcB y Bc(C) = AcC

2. Larelacion D L D’ no es transitiva en el conjunto de las rectas del plano eucli-
diano.

En efecto DL D" y D'LD” implica D/ D" (D esparalelaaD"") yno puede ser
D1D".
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2.2. Relacion de equivalencia

Definicién

Sediceque % esunarelacion deequivalencia sobre E s esala vezreflexi-
va, Simétrica y transitiva.

Por ejemplo, en el conjunto E de las rectas del plano euclidiano, se dice que D es
paralelaa D (yseladenota D/D") si DN D= ¢ o D=D’". Estarelacion es una
equivalencia sobre E:

(VD e€E) D//D,
D/D” =  D’//D.
(b/D"y D/D") =  D/D".

Se va a clasificar a todas las rectas de  E como sigue:

a) Dosrectas D y D’ que estén relacionadas son de la misma clase.

b) Dos rectas D y D’ que no estén relacionadas, son de clases distintas.

Todas las rectas, entonces quedan clasificadas; cada clase se denomina una “direc-
cion”. Una recta cualquiera de una clase puede ser elegida como la representante de la
direccion.

Definicion

Sea % unarelaciéon de equivalencia sobre E. Paratodo a € E, sellama clase
de equivalencia de a € sub-conjunto de E:

Ca)= {xe E/xRa}.
Se tiene entonces la siguiente equivalencia logica:
aRb < C(a)= &(b).
a) Tomemos primero la implicacion =. Sea x € &(a). Entonces,
xRay aRb) = xRb = xeCbd) = C(a) < &(b).
Por simetria, se ve a si mismo que &(b) < &(a).

b) Reciprocamente, por reflexividad, ae &(a)= &(b), de donde a R b.
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Mostraremos ahora que la familia (&(a)).cg constituye una particion de E.
(Va €E) C(a) D, pues ae &(a), yaque R esreflexiva.

u&(a)=E es evidente.

aeE

Ca@=z Cbh) = C@n &b) =o.

En efecto, si se supone que existe un xe[&(a) N &(b)], entonces xRa y xR
b implican a‘R b,dedonde &(a)= &(b), contrariando a la hipotesis.

Reciprocamente, sea E un conjunto y (A;).cL una particion de E. Definimos una
relacion binaria sobre E de la siguiente manera:

aRb & @Arel;ace A, ybeA).
* Se puede mostrar que R es una relacion de equivalencia sobre E.

1. Es reflexiva. En efecto,

(Va e E) 3rel) aeA .
2. Es simétrica de forma evidente.
3. Es transitiva. En efecto,sea a®Rb y bR c. Entonces

@re L) aeA, y beA,

3rel) beAy, y ceAy.

Como be Ay n Ay, entonces AyNAy# @, luego Ay, =A, ,ypor con-
siguiente a ‘R c.

Las clases de equivalencia son evidentemente los elementos A; de la familia pro-
puesta; se ha demostrado el siguiente resultado:

Teorema 1l

Atodarelacion % de equivalencia sobre un conjunto E le corresponde una par-
ticion de E en clases de equivalencia y reciprocamente, toda particién de E define sobre
E una relacion de equivalencia % donde las clases coinciden con los elementos de la
particion dada.
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Definiciones

1. El conjunto de las clases de equivalencia se denomina conjunto cociente de E
por R ysedenota E/R .

2. Laaplicacion g E — E/¥% queatodo elemento de E hace corresponder su
clase g(X)=&(x) sedenomina aplicacién candnica.

2.3. Relaciones de orden

2.3.1. Conjunto ordenado

Definicion.

Se llama relacién de orden sobre un conjunto E a una relacion binaria reflexiva,
antismétrica y transitiva.

97 es una relacion de oden sobre E si

I.(WxeE) x®x (reflexividad),
2.xRy e yRx) Xx=y  (antisimetria),
3.xRy e yR2z xRz (transitividad).

Se dice entonces que E esta ordenado por R

Ejemplos:

1. Laigualdad sobre E (x =y) es una relacion de orden sobre E que se denomina
orden trivial. En todo lo siguiente de este apunte, cuando se considere un conjunto ordena-
do, sera admitido implicitamente que su orden no es el trivial. Un conjunto no trivialmente
ordenado contiene al menos dos elementos.

2. Larelacion de inclusion en P(E) verifica

(AcB y Bc A < A=B,
(AcB y Bc(C) = Ac C

P(E) queda entonces ordenado por la relacion de inclusion.
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2.3.2. Orden parcial. Orden total

En P(E) ordenado por c, dos partes cualesquiera A y B no estan necesariamente
incluidas una en la otra. Por ejemplo, es suficiente considerar dos partes A y B que veri-
fiquen

(GacA) agB y (IbeB) bgA.

Las partes A y B asi consideradas no son comparables por la relacion de inclu-
sion. Se dice que la inclusion es una relacion de orden parcial.

La relacion de orden natural en N se define como sigue:
a<b (3x eN, at+x=b).
Para todo par (a, b) € N? se tiene, ya sea a <b, o b< a. Dos elementos cua-
lesquiera son comparables, se dice que la relacion de orden es total.
Definicion

Unarelacion deorden % en E sedice relacion de orden total si dos elementos
cualesquieras son comparables:

Mx y)e B>, setiene x%Hy o y&Hx
En el caso contrario, €l orden esparcial.
El orden es parcial si existe al menos un par (x,y) € E* de elementos no compara-
bles.
Ejemplo:

La relacion de divisibilidad en N es una relacion de orden parcial. En efecto, pri-
mero, es una relacion de orden pues

(a/b y b/a) <« a=b,
(a/b y b/c) = alc.

Por ultimo, este orden es parcial, pues dos enteros cualesquieras no son necesaria-
mente comparables. Por ejemplo.

5#12 y 12 # 5.
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2.3.3. Relacion de orden estricto

Definiciéon
Unarelacion binaria ¥ sobreun conjunto E sedice relacion de orden estricto s
1. Estrangitiva:
xHy e yHz = x9%z
2. S verifica:

XHYy = X=#Y.

El conjunto E se dice entonces estrictamente ordenado por ‘R.

Ejemplo:
1. La relacion natural de orden estricto en N se define como sigue:
a<b < (IxeN* atx=b),

es una relacion de orden estricto total.

2. La inclusion estricta en P(E) se define por
ARB < (AcB y A=#B),

Es una relacion de orden estricto parcial.

Py S ¥ esunarelacion de orden estricto sobre un conjunto E, en-
tonces X #'y e y % X jamas son simultaneamente verdaderas.

En efecto, si suponemos que son simultdneamente verdaderas, esto nos conducira
a una contradiccion. Por transitividad, x Ry e y®R x implica x R x, de donde x #
x (contradiccion).

Teorema

Sea E un conjunto ordenado en forma no trivial por una relacion, denotada < .
Entonceslarelacion binaria ¥ sobre E definida por

XHYy <& (XSy e X =zVY)
es un orden estricto sobre E.
En efecto, se tiene a todas luces y en primer lugar

xRy = x #y.
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Ademas, R es transitiva pues:
xRy e yRz) = (xLy<z e X#y € y#2Z).
No puede ser x =z, porquesino x <y<x implicaria x =y (contradiccion).

Se dice que R es el orden estricto deducidode < yseladenota <.

Teorema

Sea E un conjunto estrictamente ordenado por una relacién, denotada <. Enton-
ceslarelacion binaria % sobre E definida por

XHYy < X<y 0 X=Yy)
esun orden (notrivial) sobre E.

En efecto, ‘R es a todas luces evidentemente reflexiva. Es también antisimétrica
pues las dos condiciones en forma simultdneas (x<y o x=y) e (y<x o0 Yy
=X) exigenque X=Y.

Por ultimo ‘R es transitiva pues,
(x<y o x=y) e (y<z o y=z) implican x<z 0o x=y=2z.

Se dice que R es el orden (no trivial) deducido de < y sele denota < .

2.3.4. Intervalos

Sea E un conjunto ordenado por una relacion, denotada < . La relacion de or-
den estricto que se deduce de ella sera denotada <. Sea a< b.

Se denomina intervalo cerrado de origen a y de extremo b, al conjunto de los
elementos x de E talesque a<x<b. Sedenota

[a,b] = {x € E/a<x<b}.

Sea a <b. El intervalo abierto de origen a y de extremo b se define como sigue:
la,b[ = {x € E/a<x <b}.
El intervalo semi-abierto a derecha se define y denota como sigue
[a,b[={x e E/a<x<b}
y por ultimo el intervalo semi-abierto aizquierda
la,b] = {x € E/a<x <b}.
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2.3.5. Mayorantes. Minorantes. (Cotas superiores Cotas inferiores)

Sea (E, £) un conjunto ordenado y A una parte no vacia de E. Las relaciones x
<y € y=X sonsindonimos.
Definiciones
1. S existe a € E tal que
(Vx e A X< a,

se dice entonces que a esuna cota superior o mayorante de A

2.9 existe b e E tal que
(Vx ehA b <X,

sediceque b esunacotainferior o minorante de A.

Ejemplo:

Sea el conjunto N ordenado por la relacion de divisibilidad. Consideremos la parte
A={a, b} constituida de dos nimeros naturales. Por la relacion x/y, todo multiplo comin
dea y de b esuna cota superior de A y toda cota superior de A es un multiplo comin
de ayb.

Asimismo, el conjunto de las cotas inferiores de A coinciden, con el conjunto de
los divisores comunes de a y b

Se debe notar que, para una parte cualquiera A de un conjunto ordenado, la exis-
tencia de cota superior no estd necesariamente asegurada. Cuando existe una cota superior,
se dice que A estda mayorada o acotado superiormente. Cuando existe una cota inferior
de A, sediceque A esta minorado o acotado inferiormente. Si A esta ala vez mayo-
rado y minorado, se dice que A esta acotado.

2.3.6. Elemento maximo. Elemento minimo

Definiciones
Sea (E, <) unconjunto ordenadoy A una parte no vacia de E.

1. S existe una cota superior a de A que verifique ac A, sediceque a es
elemento maximo de A. Seledenota a= maxA.

2. S existe un minorante b de A que verifique: be A, sedice que b eselemento
minimo de A. Seledenota b= min A.
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Si el elemento maximo a existe, es Unico. Pues, si existiera otro a’, se tendria

> a dadoque 2’ mayora A y que a €A,
> a dadoque a mayora A y que a’ €A,
luego

2

a=a’.
Asimismo, si el elemento minimo existe, €l es Uinico.

Ejemplos:

1. Para la relacion de divisibilidad en N, la parte A = {a, b} admite un elemento
maximo (y un elemento minimo) si, y solamente si, a/b. Se tiene entonces que min A = a
y max A =b.

2. Para la relacion de orden natural < en N, se tienen las siguientes propiedades
que conviene recordar:

a) toda parte no vacia de N admite un elemento minimo:

(VAcN;, Az®d) = minA existe,
b) toda parte no vaciay mayorada de N admite un elemento maximo:

(VAcCN; A # @, A mayorado) = max A existe.

2.3.7. Supremo. Infimo

Sea (E, <) un conjunto ordenadoy A una parte no vacia de E.
Definiciones

1. S e conjunto M de las cotas superiores de A no es vacio y admite un
elemento minimo, este elemento se denomina supremo de A, y se denota

supA (sup A= min M).

2. En e conjunto N de las cotas inferiores de A no es vacio y admite un
elemento maximo, este elemento se denomina infimo de A, y se denota

inf A (inf A= max N).
Cuando el sup A y el inf A existen son nicos.

Cuando una cota superior de A pertenece a A, es ala vez max Ay sup A. Asi-
mismo, una cota inferior de A que pertenecea A esalavez min A e inf A.
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Ejemplos:

1. Sea N ordenado por la relacién de divisibilidad y A = {a,b} una parte de N
constituida de dos elementos.

El conjunto M de los mayorantes de A es el conjunto de los multiplos comunes al

[P -4]

elemento “a” y al “b”. Este conjunto M admite un elemento minimo que es el comun
multiplo de ay de b mas chico. Luego

sup {a, b} =m.c.m. (a, b).

El conjunto N de los minorantes de A es el conjunto de los divisores comunes de
ay de b. Este conjunto N admite un elemento méximo, el comin divisor mas grande de a
y de b, luego

inf {a,b} = M.C.D. (a,b)

2. Sea P(E) ordenado por la relacion de inclusion y {A, B} una parte de P(E)
constituida de dos elementos. El conjunto M de los mayorantes de {A, B} se define co-
mo sigue:

M={XeP(E)/ XA y X>B}.
O sea, se tiene a la vez
XoAy XoB) = X>(AuB),
(AUB)D A y (AuB)>oB.
En consecuencia, A U B es el mayorante mas pequefio de {A, B}, luego

sup {A, B} =AU B.

Se puede ver de la misma manera que todo minorante de {A, B}, estd incluido a la
vezen A y en B, esdecir estd incluido en A N B que es asimismo un minorante de {A,
B}; luego
inf {A, B} =ANB.

2.4. Leyes de composicidon

2.4.1. Magma

Definiciones

Sellama ley de composicién interna sobre un conjunto E toda aplicacion de ExE

en E.

A todo par ordenado (a, b)eE?, se le asocia un tnico elemento ¢ en E: “a” se
llama el primer término, “b” el sequndo término y ¢ el resultado o la compuesta de a
y b.
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Notaciones
La notacion aditiva, se escribe

atb=c (yselee“amasb esigual c”).
La notacién multiplicativa, se escribe

a-b=c (yselee “aporbesigual c”).
Existen otras notaciones. Por ejemplo,

aTb=c (atrucob esigual c);
a1l b=c (aantitrucob es igual c);
a*b=c (aasteriscob es igual c).

Definicién
Un conjunto E munido de una ley de composicion interna se denomina magma.

Ejemplos:

1. La adicidén o la multiplicacion en N.

2. Sea E un conjunto cualquiera. El primer proyector E®> — E, es una ley de
composicion interna sobre E: a * b =a.

3. La interseccion y la unién son dos leyes de composicion internas en P(E).

Si E es un conjunto finito, se puede dibujar la tabla de la ley de composicion. Por

ejemplo, sea E={a,b,c,d} y laley L se define sobre el conjunto E por la siguiente
tabla:

2% término
a b c d
al|l d d a | b
1“t¢érmino b | a| b| b | a
c| C C c |[d
d| d al b Tc

Se lee la compuesta x Ly en el caso de coordenadas X, y; con x 1% término € y
2% término. Asi, por ejemplo:
bld=a.

Para definir un magma, es suficiente reemplazar los casilleros arbitrariamente por
elementos de E.
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2.4.2. Propiedades

Sea (E, T) un magma. Esta ley de composicion puede presentar ciertas cualidades,
las mismas se estudian a continuacion.
1° Asociatividad
Definicion
Sea (E, T) unmagma. Laley T sediceasociativa s
(V a,b,ceE) (@Tb)Tc=aT(bTc).
se dice entonces que e magma es asociativo.

Ejemplos:

1. La adicion y la multiplicacion en N o Z son asociativas.

2. Launién y la interseccion en P(E) son asociativas.

3. El primer proyector sobre E es asociativo:

(@a*b)*c=a*(b*c)
a*c = a*b
a = a

2° Conmutatividad
Definicion

Sea (E, T) unmagma. Laley T sedice conmutativa s

Y(a, b € E) aTb=DbTa.

Se dice entonces que € magma es conmutativo.

Ejemplos:

1. La adicion y la multiplicaciéon en N son conmutativas.
2. La union y la interseccion en P(E) son conmutativas.
3. El primer proyector sobre E no es conmutativo. En efecto,

a*b=a 'y b*a=b.

Los resultados son diferentes si a # b.

61



3° Elemento neutro
Definicién

Sea (E, T) un magma. Sedice que un elemento e € E esneutro paralaley T g,
cualquieraquesea a € E,

aTe=eTa=a.
Se dice entonces que € magma tiene elemento neutro.

OBSERVACION. Silaley T es conmutativa, la primera igualdad siempre es verdadera.

P, I S e elemento neutro existe, es Unico.

En efecto, si se supone que el magma (E, T) tiene dos elementos neutros e y e’.
Entonces, considerando que e es el elemento neutro y e’€ E, se tiene:

eTe=eTe =¢’. (1)
Y ahora que ¢’ es elemento neutro y que e € E, entonces sera:

eTee=e"Te=e; (2)

luego de (1) y de (2) se deduce que e=¢’ y el elemento neutro es Gnico.

Ejemplos:

1. La adicion en N posee el elemento neutro 0. La multiplicacion al elemento neu-
tro 1.
2. El primer proyector sobre E:a*b=a no tiene elemento neutro.

3. Launién en P(E) a el elemento neutro &:

(VA€P(E)) Aud=A.
4. La interseccion en P(E) tiene elemento neutro E:
(VA€eP(E)) ANE=A.

4° Elementos simplificables
Definiciones

Sea (E, T) un magma.
1. Sedicequeun elemento aeE essimplificableaizquierda si

(V'b,ceE) aTb=aTc = b=c
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2. Sediceque“a’ essimplificablea derechas
(V'b, ceE) bTa=cTa = b=c
S “a’ essmplificable a derechay aizquierda se dice que es simplificable..
Para una ley conmutativa, un elemento simplificable de un lado es simplificable.
Ejemplos:
1. Todo nimero natural es simplificable para la adicion:
(VxeN) atx=b+x = a=b.
2. Todo niimero natural, salvo 0, es simplificable para la multiplicacion:
(VxeN, x#0) ax=bx = a=b.
3. Para el primer proyector, todo elemento es simplificable a derecha:
a*c=b*c = a=b.
Pero ningun elemento es simplificable a izquierda, pues
a*b=a*c cualesquiera que sean a,byc.

4. En P(E) ningln elemento, salvo E, es simplificable para la interseccion y nin-
gun elemento salvo J, es simplificable para la unién.

Si el magma es unifero, el elemento neutro es evidentemente simplificable.

5° Elementos simétricos
Definiciones
Sea (E, T, €) un magma unifero.

1. Sedicequeun elemento ac E es simetrizable a derecha, si existe un elemento
a deEtalque aTa =e

Sediceque“a ” essimétricoaladerechade “a”.

2.ac E esgmetrizableaizquierda s existe a € E talque @ Ta=e Sedice
que & essimétricoalaizquierda de a.

Para una ley conmutativa, un elemento simetrizable de un lado es simetrizable.
Si a’ essimétrico de a de un lado, entonces a es simétrico de a’ de el otro la-
do.

El elemento neutro es también simetrizable. El es el simétrico de si mismo.
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Ejemplos:
1. En N, ningun elemento, salvo 0, es simetrizable para la adicion.

El problema de la simetrizacion de la adicion en N conduce a la construccion de el
conjunto Z de los enteros relativos.

2. En N, ningun elemento, salvo 1, es simetrizable para la multiplicacion.

3. Para la unién o la interseccion en P(E), ningun elemento, salvo el elemento
neutro, es simetrizable.

-Para la union, si se da A # <, no existe Be P(E) tal que
AuB=J.
-Para la interseccion, si se da A # E, no existe B tal que
ANB=E.
6° Sub-magma de un magma
Definicién
Sea (E, T) unamagma y F una parte no vacia de E. Se dice que F es sub-
magma de E s larestriccién a FxF delaley de composicion de E esuna aplicacion en
F.

En otros términos, F es sub-magma de E si

(aeF y beF) = aTb eF.

2.4.3. Monoide
Definiciéon
Sellama monoide un magma unifero asociativo.

Si la ley es conmutativa, el monoide se dice conmutativo.

Ejemplos:

1. N es un monoide conmutativo para la adiciéon y también lo es para la multipli-
cacion.

2. P(E) es un monoide conmutativo para la uniéon y también para la interseccion.

3. Sea E un conjunto. Designemos por F(E) el conjunto de las aplicaciones de
E en E. Laley de composicion de aplicaciones es una ley interna en F(E). Es asociativa.
Admite por elemento neutro a I, la coincidencia sobre E. En consecuencia, (F(E), o, Ig)
es un monoide. No es conmutativa cuando cardE > 2.
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P, I En un monoide, todo elemento simetrizable es simplificable.

Sea (E, T, ¢) un monoide y a un elemento simetrizable de E. Existe entonces
a’eE tal que

aTa’=a’Ta=e.
Se demuestra que, cualquiera que sean b y ¢ en E,
bTa=cTa = b=c.
En efecto, operando por derecha miembro a miembro por a’,
(bTa)Ta’ =(cTa)Ta’.
Por asociatividad,
bT(aTa’) =cT(aTa’),

queda
bTe =cTe, entonces b=c.

P; I En un monoide, todo elemento simetrizable admite un simétrico Unico.

Se supone que el elemento a tiene dos simétricos a’ y a” en el monoide (E, T, e).
Luego

a’Ta=a"Ta=
y como a es simplificable, se obtiene:
OBSERVACION. En un monoide donde la ley es denotada aditivamente el simétrico de un

elemento a se denomina el opuesto de a y se denota -a. Si la notacion es multiplicati-
va, se denomina el inverso dea y se denota a™.

P4 I
Sea M un monoide denotado multiplicativamente. Para todo par or-
denado (a, b) de elementos inversibles de M, el compuesto ab es inversible y

(ab)' =b"'a".

En efecto
(ab)(b'a)=a(bbHa' =aa' =e.

Asimismo,
(b'a)(ab)=e, y esto demuestra la propiedad.
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2.4.3.1. Sub-monoide de un monoide

Definicién

Sea M un monoide y A una parte no vacia de M. Sediceque A es sub-monoide de
M, s A esun sub-magma del magma My si este sub-magma A es asimismo un monoide.

Todo sub-magma A del monoide M es evidentemente asociativo. Es suficiente en-
tonces que el sub-magma A posea un elemento neutro para que el sea sub-monoide de M.

Hay que prestar atencion a lo que sigue: El elemento neutro de un sub-monoide A
puede ser distinto del elemento neutro del monoide M como se muestra en el siguiente
ejemplo, del monoide M={e,m,a,b} de elemento neutro e y conun sub-monoide A =
{m,a,b} de elemento neutro :

e o a b
el e | o a| b
O o o| al| b
al| a a b| o
b| b b| o]a

Se tiene la siguiente propiedad:

Ps
:I S en un monoide M todo elemento es simplificable, todo sub-
monoidede M tiene el mismo elemento neutro que M.

En efecto sea e el elemento neutro de M y o el elemento neutro de un sub-
monoide cualquiera A de M. Entonces para todo a € A

am =ae=a implica por simplificacion o =e.

2.5. Morfismos

Definicién

Sean (E, T) y (F,#) dosmagmas. Sellama morfismo de E en F, paralasle-
yes T y #, todaaplicacion f: E — F tal que

(Va,beE)  f(aTb) = f(a) #f(b).
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Ejemplos:
1. Sea (E,#) un magma, se define en E*laley T por

(a,b) T (a’, b’) = (a#ta’, b#b’).

El primer proyector f: E* — E es un morfismo del magma (E’, T) en el magma
(E, #). En efecto, paratodo (a,b) y (a’,b’) en E?,

fl(a, b)T(a’, b’)] = f(a#a’, b#b’) = a#a’ =f(a, b) # f(a’, b’).

2. La aplicacion f(X) =E - X de P(E) en si mismo es un morfismo del monoide
(P(E), U) en el monoide (P(E), M). En efecto, para toda parte X e Y de E,

fXUY) = E-(XUY)=(E-X)n (E-Y)= fX) N f(Y).

Definicién
Un morfismo biyectivo se denomina isomorfismo.

En los ejemplos precedentes, el primer morfismo no es biyectivo. (Es simplemente
sobreyectiva). Por consiguiente no es un isomorfismo.

El segundo morfismo es biyectivo: f(X) = E - X es un isomorfismo del monoide
(P(E), L) sobre el monoide (P(E),M). Es involutivo.

Casoenel que E v F coinciden, como asi también lasleyes T v #.

Sea (E, T) un magmay f una aplicacion de E en si mismo. Si f es un morfismo
del magma (E, T) en si mismo, toma el nombre particular de endomorfismo. Si, ademas,
es biyectiva, toma el nombre particular de automorfismo.

Ejemplos:

1. Paratodo a dadoen N laaplicacion f(x) =ax es un endomorfismo del mo-
noide (N, +).

2. El isomorfismo f(X)=E - X de (P(E), u) sobre (P(E), ™) no es un automor-
fismo pues las leyes no son coincidentes.

3. Sea E un monoide donde la ley es denotada multiplicativamente y al elemento
neutro se lo denota con e. Para todo elemento inversible a de E (de inverso denotado

a™), la aplicacién f(x) = axa’ de E en si mismo es un automorfismo del monoide. En
efecto, es un morfismo pues, paratodox ey de E,

fx)f(y) = (axa™)(aya") = ax(a"a)ya” = a(xy)a” = f(xy),

dado que la ley es asociativa y que a'a=e.
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Ademas, f es biyectiva. En efecto, es sobreyectiva pues, para todo y € E, existe
x= a'ya en E tal que f(x)=y.

Y por altimo es inyectiva pues
-1 -1
axa =ax’a = x=X,

ya que todo elemento inversible es simplificable.

Tal automorfismo se denomina automorfismo interior (inducido por a) del

monoide E.

2.5.1. Compatibilidad

Definicién

Sean E y F dosconjuntosy se consideran dos relaciones binarias, una ¥ sobre
E, laotra % sobre F. Unaaplicacion f: E - F sedicecompatiblecon % y % s

(VabeE) a%b = f(a) 97 f(b).
Ejemplo:

Sean E y F dos conjuntos ordenados por las relaciones denotadas, las dos rela-
ciones por la relacién de orden <. Por definicion una aplicacion f de E en F se dice
creciente si

a<b = f(a)<Af(b).

La aplicacion creciente es compatible con las dos relaciones de orden.

Definicion

Sea (E, T) unmagmay seconsidera unarelacion binaria % sobre E. Sedice que
laley T es compatiblecon % i, paratodos a, b, a’, b’ de E:

(a%a y bwb) = (@Th)% (@ Th).

Ejemplos:

1. Sea el monoide aditivo (N,+) con la relacion de orden natural. Entonces, para
todosa,b,a’yb’enN,

(a<a’ y b<b) = (a+b < a’+b).

La adicion en N es compatible con el orden natural.
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2. En el mismo monoide anterior, se considera la relacion de divisibilidad. Entonces
existen a,b,a’,b’> en N que verifican

ala, blb y (a+b)L(@+b;
por ejemplo, 2 divide a 6, 5 divide a 10 pero 7 no divide a 16.
La adicion no es compatible con la relacion de divisibilidad.

3. Por lo contrario, si se toma el monoide multiplicativo (N, -) la multiplicacion es
compatible con la relacion de divisibilidad:

(ala> y b|b’) = ab|ab.

Compatibilidad de una ley con una relacion de equivalencia

Sea E un conjunto y se considera una relacion de equivalencia R sobre E. Se de-
notard a=a’ (mod ‘R) en lugarde a‘R a’.

Sea (E, T) un magma donde la ley T es compatible con la relacion de equivalen-
cia ‘R . Entonces, para todos a, b, a’, b’ de E se tiene

(a=a’y b=b’mod(!R)) = aTb=a Tb’ (modR).

Sea E/®R el conjunto -cociente de E por la relacion de equivalencia ‘R, la clase de
a sedenotard a Se muestra que la correspondencia de (E/R)* en (E/R):

(a,b)—» aThb

es una aplicacion. En efecto, si a’ y b’ son dos representantes cualesquiera de la
clases a,b, se tiene

(a=a’ y b=b’ (modR)) =aTb=a'Tb.

La imagen de (5, 5) no depende de los representantes elegidos de las clases
a, y,B. La correspondencia entonces, es una aplicacionde (E/9R)* en E/R.

Esta aplicacion es una ley de composicion en el conjunto cociente E /R, Para toda
clasca y b de E/WR setiene

(1) aTb = aTb ;
Se lee; “clase de a operado clase de b esigual clasede (aTDb)”.

Estaley T en E/R se denomina ley-cocientede T por la relacién de equiva-
lencia 7.
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La aplicacion candnica g(a) = clase del elemento a de E sobre E/ R esun mor-
fismo sobreyectivo del magma (E, T) sobre el magma (E /R, T). Larelacion (1) dice
que, para todo elemento a y b de E:

9(a) T g(b) = g(aTb).

Se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 1

Sea (E, T) un magma. Para toda relacion de equivalencia % sobre E, compatible
conlaley T, larelacion

(Va,be E/R aTb=alb

Define una ley de composicién T en E /%, denominada |ey-cociente.

Ademas la aplicacion candnica es un morfismo sobreyectivo del maga (E, T) sobre €
magma (E / R, T), que se denomina magma cociente.

Si el magma (E,T), es unifero, de elemento neutro e, entonces el magma- cociente
es también, de elemento neutro clase de e.

En efecto
(VaeE/R) aTe=ale=a,

eTa=€eTa=a

Si el magma (E, T) es asociativo, el magma cociente lo es también. En efecto, pa-
ratodos a,byc de E/ R,

aT(Tc) = aT(bTc)=(@Th)Tc = (aTb)Tc.

Si el magma (E, T) es conmutativo, el magma cociente lo es también.
En efecto, para todos a,b de E/R:

aTb = aThb

bTa = (bTa)

El resultado particular es que el magma-cociente de un monoide es también un mo-
noide, que se le denomina monoide cociente

A todo elemento a admitiendo el simétrico & en el monoide (E, T) le corres-
ponde un elemento a admitiendo el simétrico a' en el monoide-cociente pues

aTa'=aTa=-e = aTa =a'Ta'=e
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ANEXO 1

1. Descomposicion candnica de una aplicacion

Sea f:E — F unaaplicacion. La relacion binaria R sobre E definida
x Rx & f(x)=f(x)

es evidentemente una relacion de equivalencia (figura 1).

E/ 97

Figura 1.

Sea g:E — E/R laaplicacion canonica. (Se denota g(x) = &(x) laclase de x
€E.). Se muestra que la correspondencia Cx)—> f(x) de E/R en f(E) esuna
aplicacion. En efecto,

CH)=CX) = xRx = [fX)=fX)
(laimagen f(x) no depende del representante de la clase & (X)).
Sea CH: E/R — f(E), estaaplicacion
[V C(x) €E/ R] CHC )] = f(x).
Es evidentemente una sobreyeccion, y es también una inyeccion, pues

CHEC=CHECK)] = =1x) = xRx = CE=CX).
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& (f) es entonces una biyeccion de E/R sobre f(E).

Sea j:f(E) —» F larestriccion a f(E) de la coincidencia sobre F. (Se la de-
nomina inyeccion canonica de la aplicacidn) Se tiene entonces el esquema siguiente:

E>ER —> f(E)—> F y
f=70&fog

Esta aplicacion &(f) es unica, pues esta relacion muestra que necesariamente
C[C(x)] = f(x). Se obtiene asi la descomposicion candnica de la aplicacion f: E — F.

Teorema
Paratoda aplicacion f: E — F larelaciénbinaria % sobre E:
X 9 X d,ysolamentesi, f(x)= f(x)
es unarelacion de equivalencia.

S gE - E/ % eslaaplicacion canonicay j: f(E) — F lainyeccion canonica,
entonces existe una aplicacion, y una sdla, &(f) : E/ — f(E) queesbiyectivay verifica:

f=) o &) o 0.

Bibliografia

-Ayres, F.: Algebra Moderna.

-Doneddu, A.: Algebra y Geometria.
-Gentile, E.: Notas de Algebra.
-Lentin-Rivaud: Algebra Moderna.
-Pecastaigns, F.: Chemins vers 1’ Algebre.
-Pinzoén, A. Conjuntos y estructuras.
-Queysanne, M.: Algebra Basica.

-Taylor, H- Wade, T.: Matematicas Bésicas.

El Alumno debera hacer los ejercicios propuestos que siguen a continuacion.

Si bien es una larga lista de ejercicios, siempre se debe tener en cuenta que para
aprender matematica, es necesario resolver la mayor cantidad de ejercicios y problemas.

Es decir, no existe ningun impedimento de buscar en la bibliografia, (de los libros
que existen en las bibliotecas de las Facultades de la Universidad o de los libros que even-
tualmente el alumno pudiera comprar) ejercicios y problemas y tratar de resolverlos.

En general, uno debe saber que, se ‘“aprende matematica”, planteando y resolvien-
do problemas

Asimismo, resolviendo ejercicios, muchos ejercicios, se adquiere habilidad, destre-
za, manejo de la simbologia, y criterios.
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Una vez que uno logra un manejo apropiado de todos esos elementos el aprendizaje
se hace cada vez, mas sencillo, y lo que antes parecia muy dificil, se vuelve con el tiempo
cada vez facil.

Ejercicios propuestos

1. Sea X = {1, 2}. Clasifique las siguientes relaciones en X :

a) XxX; b){(1,2);(2,1);(2,2)}; ¢ {(1,1);(2,1);(2,2)}; d) {(1,1);(1,2);(2,2)};
e) {(L1); (1,2); (2,D)}; D {(2,1;(2,2)}; g) {(1,2);(2,2)}; h) {(1,2); (2,D)};
i)) {f{l(,ll)l;)§2,2)}; DALD; 2D LD (L2)); m) {(2,D)); n) (1,2)};
0 1)}

2.Dado A=1{0,1,2,3,4,5,6,7}, construya las siguientes relaciones en A:

a) <, siendo X<y < y-X€A; b) <,siendo x<y < (y-xe AA y-x#0)
c) = siendox=y <y-x=0; d)~,siendox ~y < y-xesun entero divisible por 2;
e) ¥ siendo x*y << 4<x-y; f) &, siendo x&y < y-x=1.

3.Sea R larelacion < en N*, esdecir (a,b) € R ssi a <b. Determine r, s, a, t.

4. Sea R larelacion en N* x N* definido por (a, b) =(c, d) < ad = bc. Demuestre
que R esunarelacion de equivalencia.

5. Sea R unarelacion en N* x N* definida de la siguiente manera:
(a,b)R(c,d)< (a+d=b+c). Pruebeque R esunarelacion de equivalencia.
6.Sea E=1{1,2,3,..,9}. En ExE, se define la relacion
(a,b)=(c,d) <a-b=c-d, osi b-a=d-c.
Muestre que es una relacion de equivalencia, y sefale las clases de equivalencia.
7. El mismo estudio en E x E para la relacion: (a,b)=(c,d) < a+b=c+d.
8. Halle todas las particiones de X = {a, b, c, d}.
9.Sea X=1{a,b,c,d,e,f g}; decir si las siguientes son particiones de X:
a) {{a, c,e}; {b}; {d, g}}; b) {{a, e, g}; {b.e, f}; {c,d, e}};
c) { {a, b, e, g}; {c}; {d, f} }; d) {{a,b,c,d, e 1, g}}.
10.Si S={1,2,3,4,5} sereparte de la siguiente manera; S;={1}; S,=1{2,4}; S;
= {3} S4={5}.
De las relaciones de equivalencia que inducen estos 4 sub-conjuntos.

11. Sean Z; me Z;m>0. Sip y q € Z definimos:

p=q(modm) < p-q=k.m para k € Z.
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Pruébese que = (mod m) es una relacion de equivalenciaen Z, Vm > 1.

12. Sea E={1,2,3,4,6,7, 12, 14, 21, 28, 42, 84}. Considere la relacion “divide a”.
Muestre que es un orden parcial y construya un reticulo.

13. La relaciéon “x divide ay” en N* es un orden parcial; ;cudles de los siguientes sub-
conjuntos de N son totalmente ordenados?: a) {4, 3, 15}; b) {2.4, 8, 16};

o) {1,2,3,..}; d) {51,

14.Sea E={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, ordenado comolo 10 T
lo indica el diagrama.
Sea X = {4, 5, 6}. a) Halle el conjunto de los mayoran- 1\ /\—\3 =

tes de X. b) Halle el conjunto de los minorantes. c) Ha 4 5\
lle Sup X. d) Halle Inf X 6= 7
8
15.Sea E={1,2,3,4,5,6,7, 8}, ordenado como lo 1
indica el diagrama de la derecha. S
Sea X = {2, 3,4} subconjunto de E. S~

a) Halle el conjunto de los mayorantes. /3 %
b) Halle el conjunto de los minorantes. 6
c¢) Halle el Sup X. S— 7 §g—

d) Halle el Inf X

16. Si E={a, b, c}, forme la tabla de composicion de P(E) para las operaciones: N, U
y A.

17. Complete las tablas, (E: referencial)

Ul A B E mlAB@
A E A

B B| B

E %)

18. Establezca la tabla de las biyecciones de E = {a, b, ¢} (son 6 biyecciones)

19. En E= {1, 2, 3,4, 5, 6}; Hacer una tabla de formacion del minimo comtn multiplo.
a) (Es interna?; b) ;Qué puede decir al respecto del maximo comun divisor?

20. Estudie las propiedades de las siguientes leyes en R.
a) x*y=3x+2y; b)) x*y=2y’; o) x*y=y; e) x*y=xy-x-y+2;
f) x *y=x’-xy+y~.

21. Estudie las propiedades de las siguientes leyes en RXR.

a) (a,b)*(c,d)=(a+c,b+d) y a(c,d)=(ac,ad); b) (a,b)*(c,d)y=(a+c,b+d)y
(a,b) o (c,d)=(ac - bd; ad + bc)
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22. Estudie las leyes de composicion en R
a) media aritmética: m,="2 (a+b); b) media geométrica: mg = (ab)l/ 2
¢) media arménica: my, = 2ab(a + b)™.

23. Estudie la ley de composicion de las resistencias en paralelo:

i_i_i_i R = R, *R, = RR
R R R " " TRYR,

(Es ley asociativa? ; Admite elemento neutro?

24. Dos lentes de distancias focales f; y f, estdn separadas por una distancia 1. La
distancia focal f del sistema estd dado por:

l i+i ! con f=f1*f2=L

25. En Q, ;es distributiva laley T respecto alaley + en los siguientes casos?
a) X *y=2x+2y; xTy="'axy. b) x*y=x+y+l; xTy=xy.

26. En N se define la operacion * de la siguiente manera:
a,b N, a*b=a+b+ab. a) Calcule 1 *2; 0*2; 3*4;, (2*5)*6.
b) Estudie las propiedades.

27. En el conjunto Q* se define la operacion * : a*b=" (l/a + 1/b).

Calcule a *bpara: a=-50y b=25; a=%y b=25/3.
(Es asociativa?, ;tiene elemento neutro?, ;es conmutativa?
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Los enteros naturales. Grupos

3. Los enteros naturales

3.1. Axiomas de Péano

El nimero natural (o entero natural) es el primer concepto matematico creado por el
espiritu humano. Todas las ciencias matematicas se han desarrollado a partir de este con-
cepto, que se desarrollard aqui mediante los axiomas dados por el matematico italiano
Péano (1858-1932). Al conjunto de los nimeros naturales se le denotara N.

Axioma 1.
Cero es un numero natural.
El conjunto N es distinto de vacio. Contiene un elemento, el cero denotado O.

Setoma N*=N - {0}.

Axioma 2.
Existe una biyeccion ¢ : N — N* que, atodo nimero natural x, asocia un nume-
ronatural x”, denominado el siguiente de x.

El siguiente de x se lo denota x® en lugar de ¢(x), como se haria habitualmen-
te. Dado que ¢ es biyectiva, a todo entero natural x € N* (x #0) le corresponde un unico
entero natural y tal que y®=x. Este entero y se denomina el precedentede x.

Se denota 0% = 1. Se tiene después 19 = dos, etc. Aplicando ¢ al Gltimo numero
obtenido, se obtiene uno nuevo, distinto de todos los anteriores que ya se han obtenidos.
Axioma 3, o0 axioma de recurrencia (induccion):

Sea A una parte de N tal que A contiene al cero, y que, i A contiene a x, entonces
A también contiene al siguiente x”. Entonces A coincide con el conjunto N de todos los

ndmeros naturales.

Este axioma se simboliza como sigue. Sea A < N.

0 A
= A=N.
xeA = x?eA

La proposicion xe A se denomina hipotesis de recurrencia.
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3.2. Adicidn de numeros naturales

Definicidon

A todo par ordenado (x, y) e N?, seasocia un nimero natural, denominado suma
de x e y, denotado x + vy, y definido por recurrencia como sigue:

a) x+0=x;
b) supuesto definido x+ y, sedefine x+ y? delasiguiente forma

x+y” = (x+y)”.

En esta definicion, x es fijado arbitrariamente en N. La recurrencia se hace sobre
y. Si se designa por A al conjunto de los enteros naturales y tales que la adicion x +y
esté definida, se puede ver por (a) que 0€A y por (b) que yeA implica y?eA.

Luego A =N vy laadicion queda definida por recurrencia para todos los enteros
naturales. Paratodo xeN y para y=0

x+0? =(x+0)* =x°
de manera que
x+1=x°.

El siguiente de x es entonces x + 1.

Se demuestra que esta adicion admite el emento neutro 0O, que es asociativa y con-
mutativa. No es posible dar aqui todas las demostraciones. Se proponen algunos gerci-
cios para interesar al lector en el razonamiento por recurrencia que es de capital impor-
tancia en numer osas demostraciones matematicas.

La induccion o recurrencia matematica es uno de los métodos de demostracion
mas frecuentes en algunos campos de la matematica. La idea se entiende con facilidad. Se
considera al axioma 3, o axioma de induccidon y se toma el siguiente ejemplo: Se supone
que se tienen las 28 fichas de domind. Se estd seguro de que estan colocadas de pie, en fila
india, de forma que si cae una, cae, seguro la siguiente. Si un gracioso tira la primera hacia
la segunda. ;Qué pasara? jSe caeran todas! Esto viene a ser la induccion. Se puede consi-
derar los numeros 1, 2, 3, 4,... como fichas de domin6. Se supone estar seguro en demos-
trar, que si uno cualquiera de estos numeros tiene cierta propiedad p, entonces también el
siguiente la tiene. A continuacion uno se debe asegurar que el primero, el 1, tiene la pro-
piedad p. ;Conclusion? Claramente todos los nimeros naturales tienen la propiedad p. A
veces se puede probar que el nimero 25 tiene la propiedad p, pero no el 1. Entonces, claro
esta se puede concluir que todos, a partir del 25, tienen la propiedad.

Como se ve, hay dos cosas importantes de las que uno se tiene que cerciorar:

(1) S h tienela propiedad p, entoncestambién h +1 tienela propiedad p.
(2) El nimero 1 (otal vez el 25), tiene la propiedad p.

78



La conclusion, es decir que todas las fichas hayan caido se expresa: “la proposicion
P(n) es verdadera para todo n”.

La posibilidad de obtener tal conclusion a partir de (1) y (2) es una propiedad in-
trinseca de los nimeros naturales que puede aplicarse a toda situacion similar a la dada. El
numero de fichas de domin6 que dimos como dato al principio, no desempefia ninglin pa-
pel en este razonamiento, puede aumentarse tanto como se quiera. Con este ejemplo el lec-
tor habra captado el soporte intuitivo del “principio de induccién o recurrencia”, que da-
mos a continuacion.

Principio de Induccién o Recurrencia

Sea P(n) una proposicion asociada a todo nimero natural n. Si se cumple:
1) la proposicion P(0) es verdadera, eventualmente P(1).

2) si la proposicion P(n) es verdadera, entonces también lo es P(n +1) para cual-
quier n,

Entonces P(n) es verdadera para cualquier nimero natural n.

Demostracion:

Definamos A = {n/P(n) es verdadera}. Queremos probar que A = N. Notemos que
(1) O0eA, (oleA)
(i) Sine A entonces (n+1)eA
Sea T=N - A. Es suficiente probar que T = . Supongamos que T # I .
Entonces T contiene un menor elemento m. Por hipdtesis m = 0 y entonces m
>1.Perocomo 0<1, 0<m-1<m.Como m eselmenorelemento de T, se sigue
que:

m-1 € A.

Pero entonces, por hipdtesis (m- 1)+ 1 =m pertenece a A, lo cual es un absurdo.

OBSERVACION

La existencia de este elemento minimo (m) es consecuencia del principio de buena
ordenacion en los numeros naturales: “todo subconjunto no vacio de N, tiene menor ele-
mento”.

La validez de este principio es una de las propiedades fundamentales de los nime-
ros naturales. Consideremos otras formas alternativas al Principio de Induccion:
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Sea P(n) tal que:

a;) P(p) es verdadera
a) Vk>p si P(k) es verdadera entonces P(k+1) es verdadera.

Entonces P(n) es verdadera cualquiera sea n > p.
Sea P(n) tal que:

bi) P(1) es verdadera
b;) VkeN si P(m) es verdadera Vm <k, entonces P(k+1) es verdadera.

Entonces P(n) es verdadera VneN. A esta forma se la suele denominar “Princi-
pio de Inducciéon Completa”.

Por ejemplo, 0 es elemento neutro. Por definicion de la adicion, 0 es ya elemento
neutro a derecha. Se demuestra, por recurrencia sobre x, que:

(1) 0+x=x.

(1) es verdadera para x =0, pues 0 es elemento neutro a derecha. Se supone (1)

verdadera para x, y se debe demostrar que lo es para x* .

Se tiene

0+x® =(0+x)® (definicion de adicion)
(0 +x)? =x° (hipétesis de recurrencia).

(1) queda entonces demostrado por recurrencia para todo xeN.

N es un monoide aditivo conmutativo. Se puede demostrar también que todo elemento
de N es simplificable para la adicion.

3.3. Relacion de orden

Definicion
Sean dos nlimeros naturales a y b. Si existe un nimero natural x tal que:
a+x=D>b, sedice entonces que “a es al menos igual ab” y se denota a < b.
Al entero natural x se le denomina diferencia de a y b yse denota x=D> - a.

Si tal nimero x existe, es Uinico ya que todo entero es simplificable para la adicion:
b=a+tx=at+x’ = x=X.

Se puede demostrar que la relacion <esun orden total en N.
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La relacion es reflexiva, antisimétrica y transitiva. A modo de ejercicio, se demues-
tra que el orden es total, es decir:

V(a, b) € N% se tiene a<b o b<a.

[P 4

Se fija “b” y se razona por recurrencia sobre “a”. Sea A el conjunto de los ni-

[Pe4)

meros naturales “a” talesque a<b o b<a.

1° Setiene 0Oe€A, puesparatodo beN, O0+b=b luego 0<b.
2° Sesupone acA y se demuestra a’cA. La hipdtesis de recurrencia acA sig-
nifica que se tienen a<b o b<a.

e Si a>b, existe xeN talque a=b+x, dedonde a’=b+x? vy
por consiguiente a® >b y a®ecA.

e Si a<b, sepuedesuponer a#b (elcaso a=b yaha sido examina-
do). Existe entonces x #0 tal que a+x=b. Como x =0, hay un precedente y  (y°
=x). Luego

b=a+y’ =(a+y)’ =(y+ta)® =y+a’,
de donde
a®<b vy a’eA.

Orden estricto

Definicion
Sean dos nlimeros naturales a y b. Siexiste un xe N, x #0, tal que:
a+x=Db, sedice entonces que “a es estrictamente menor a b” y se denota

a<b.

Es facil de ver que a <b es una relacion de orden estricto total en N y que las
siguientes relaciones son validas, para todo entero natural a, b, c:

a<b = a+c<b+c
a<b = atc<b+c

3.4. Equipotencia

Definicion

Sean A y B dos conjuntos. Se dice que A es equipotente a B si existe una bi-
yeccion de A sobre B. Se denota entonces A <> B.

Para todo conjunto A, se tiene evidentemente A <> A (se toma la coincidencia).
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Si A < B entonces B < A. (Si f: A > B eslabiyeccion de la hipotesis,
entonces f: B — A eslade la consecuencia. Por ultimo,

AoB vy B C mplica Ao C
(pues la compuesta de dos biyecciones es una biyeccion).
Sea entonces una conjunto A. Todos los conjuntos equipotentes al A constituyen

una clase que se denomina un cardinal y se lo denota card A.

Conjunto finito

Unconjunto A sedice finito s esequipotente a unintervalo [1, n] incluido en
N. Se denota entonces card A= n.

Conjunto infinito numerable

Un conjunto A sedice infinito numerable si esequipotentea N.

(card A= cardN.)

Existen conjuntos infinitos que tienen una potencia superior a la de N. Por ejemplo,
el conjunto R de los nimeros reales. Esos conjuntos se dicen infinitos no numerables.

EI Todo conjunto equipotente a una de sus partes estrictas es infinito.

En efecto, si A estd incluido estrictamente en B,y si A y B son finitos, enton-
ces el card A es estrictamente menor al card B. Como resultado se puede ver que cuan-
do A estd estrictamente incluido en B ysi B es infinito, el card A = card B.

Ejemplo:

La aplicacion f, de N sobre N -{0}, f(x)=x+ 1 es una biyeccion. Luego N

es infinito.

Teorema.

Sea A y B dos conjuntos finitos del mismo cardinal y f: A — B unaaplica-
cion. Las siguientes propiedades son equival entes:

(1) f esinyectiva;
(2) f essobreyectiva;
(3) f eshiyectiva.

Como la propiedad (3) es la conjuncion de las propiedades (1) y (2), es sufi-
ciente establecer la equivalenciade (1) y (2).
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e (1) = (2). Si f esinyectiva, es una biyeccion de A sobre f(A) y por
consiguiente card f(A) es igual al card A, de donde card f(A) =card B y como f(A) B
finito, se tiene f(A)=B.

e (2) = (1). Se utiliza la descomposicion canodnica de la aplicacion
f: A > B. Larelacion de equivalencia sobre A:

xRXx < f(x)=1(x")
parte al conjunto A en clases de equivalencia.

El conjunto cociente es denotado A/R . La aplicacion

f:AM—f(AFB (yaque f es sobreyectiva) es una biyeccion, de donde:

card A/R = card B = card A. El nimero de clases de A/R es igual al numero de ele-
mentos de A, esto quiere decir, que toda clase es un singleton, de donde

f(x)=1f(x’) = xRxX = x=X,
y f esinyectiva.

3.5. Recurrencia limitada

Sean a y b dos nimeros naturales tales que a<b. Sea A una parte de N que
verifique
A c[ab] < N.

Se designard por ¢ (n) una propiedad verdadera si, y solamente si, neA.

Se establecen las dos proposiciones siguientes:

Primera proposicion:  ¢(a) es verdadera (a € A).

Segunda proposicion: la hipétesis “ g (n) es verdadera para a <n <b” implica la

consecuencia “ g (n+1) es verdadera”.

Se deduce entonces que ¢ (n) es verdadera cualquiera que sea el elemento n del
intervalo cerrado [a, b].

La recurrencia limitada se simboliza como sigue:

Aclab] N,

acA )
y n;tb) = n+le A

Se dice que la recurrencia queda limitada al intervalo [a, b]
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Teorema.

Todo conjunto no vacio, totalmente ordenado y finito, admite un elemento maximo
y un elemento minimo.

Sea E un conjunto no vacio, totalmente ordenado y finito. Se hace la demostracién
para el elemento mas grande como ejemplo.

Sea card E=n > 1. Se razona por recurrencia limitada a n. Sea A el conjunto de
los enteros p tales que 1 <p <n y que toda parte de E que tenga p elementos admita un
elemento méximo. Primero 1€A evidentemente. Por otra parte, se supone 1 < p<n vy
peA, ysea F unaparte de E que tenga p + 1 elementos. Se toma acF y G=F - {a}.
Como G posee p elementos, la hipdtesis de recurrencia permite afirmar que max G=>b
existe, de donde max {a,b} =max F existe también.

Teorema.

Toda parte no vaciade N admite un elemento minimo.

Sea Pc N con P# . Setoma a € P. Siexistenen P elementos inferiores al
a, ellos pertenecen al intervalo [0, a] y constituyen el conjunto J =P [0,a].
J no es vacio, pues contiene al a. Es finito dado que esta incluido en [0,a]. Entonces admi-
te un elemento minimo (Teorema precedente) que es el min P.

Ejemplos:
1.Seann,m € N, n# 0, n <m entonces n/m ¢ N.

Dado que 0 #n<m = n/m < 1, como no puede ser cero entonces se tiene que
n/m ¢ N.

2. No existe m € N, tal que m*=2.
En efecto, si tal m existiese se tendria 1 <m. Pero m = 1 no es posible, ya que 17 = 1. Por
consiguiente tendra que ser | <m, osea 2 <m y entonces se tendrd que 4 <m’ =2, que

es un absurdo.
o, . . . 2 _
Esta situacion surgi6 de suponer la existencia de m en N con m” = 2.

3.6. Sucesiones

3.6.1. Definicidon

Sea un intervalo inicial [1, b] de niimeros naturales. Se llama sucesion finita en R
a toda aplicacion

x:[1,b] > R

que se escribe en la forma tradicional x y, ..., X , donde
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x1 =x(1), ..., x; = x(i), ..., Xp = X(b)
Dicho de otra manera, una SUCeESION es una aplicacion
x: N>R,
queacada mneN leasociaunoyséloun x(n)=x,; esdecir, enuna sucesion
X0, X1, ..., Xn, ... d& elementos de R, cada elemento x,.;, se corresponde con un nimero natu-
ral n; se dice que n es el elemento N-ésimo de la sucesion. La sucesion se denota poniendo

(Xp)nen O simplemente (xy).

En una sucesion de un elemento interesa, no sélo su valor, sino también el lugar
que ocupa en ella.

Ejemplos.
Son sucesiones las siguientes:
0,0,0,0,0
1,-1,1,-1, 1
1,2,3,4,5

2,4,6,8,10
2, Va, 1/8, 1/16, 1/32
1,7, 1/3,%, 1/5

(Notar que al dar una sucesion se da un orden entre sus elementos).

3.6.2. Suma vy producto de sucesiones

Para una sucesion de nameros reales xj, X2, ..., Xp, s€ define su suma y su producto.
Por ejemplo, si se trata de una sucesion de 3 términos x;, X2, X3, la suma esta defini-
da en forma natural (gracias a la propiedad asociativa).
Estaes
X1 + (X2 + X3) = (X1 + X2) + X3 que se escribe simplemente por
X1t X2 T X3
De la misma manera se puede hacer el producto.

Definicion.

Dada una sucesion xj, ..., Xy, 1 € N de niimeros reales se denomina suma de la su-
cesion al nimero real denotado por

i)q o también Zn:)g tal que i)gle,
i=1 i-1 i=1
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i=n+l1 i=n

X =(2,%) X+

i=l1 i=1

De manera similar se denomina producto de la sucesion, al nimero real denotado
por

ﬁ)ﬁ tal que
i=1
i=1
a) Hxile
i=1
b) Hx{Hx}xm
i=1 i=1

¢) Dada una sucesion a,, ay, ..., a,de naumeros reales, se define
n n
E a =apt E a
i=0 i=1

El principio de induccidn asegura que tanto la suma como el producto quedan com-
pletamente definidos para todas las sucesiones finitas de nimeros reales.

Ejemplos.

3 4
1) Zi —1+2+3=6  2) ZP D2+ (22 +(3)? + (@) =1+4+9+16=30
i=1

i=l

n 3
3) Hi =1.2.3.4...(n-1)n=n!(factorial den) 4) H(i +) =1+DL2+D)23+1)?
i=1 i=1

3.6.2.1- Formulas de sucesion aritmética y sucesion geomeétrica

Definicién 1: Sucesion aritmética.

Sea (u,) una sucesion numérica, de primer término uy y tal que, VneN, uy =u, + 1 (r
una constante llamada razén o diferencia de la sucesion). Entonces decimos que (u,) es
una sucesion aritmética.

Por ejemplo: Si up=1 y r=2

up=1; u=uy +2=3, w=u +2=35, wm=u +t2=7,
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Propiedades.

1. uy=uy +r; w=u tr=uy+2r; w=uy+r= uy +3r;..;

U, =Uug tnr, VneN,

2. UptU) = Upor U = U2t w = 0 = Upop U

3. con la excepcion de ug, cada término u, es la media aritmética de los térmi-
nos Up-1 Y Up+1; delo que resulta:

i=n-1
4. Lasuma de los n primeros términos de la sucesion aritmética: S, = Z u;
i=0

Sh=upt+u; +..+ uy.1=—=[2up+ (n— 1)r]

| B

Ejemplos:

1. Sea la sucesion aritmética de primer término up =1 y de razén r = 3. ;Cual es el
término nimero 19967

El término 1996 es: ujg9s =up+ 1995 -r=1+3 - 1995 = 5986
2. Calcular A=1+2+3+-+n

A es la suma de los n primeros términos de la sucesion aritmética de primer término ug = 1
yderazonr=1:

A=%[2+(n—1)]:g(n+l), luego: 1+2+3+~-~+n=%(n+1)

Definicion 2: Sucesiones geométricas.

Sea (u,) una sucesion de primer término uy, y tal que, VneN, u,+;=qu, (qes
una constante llamada razon de la sucesion), decimos entonces que (u,) es una sSucesion

geométrica.
Por ejemplo, si: uy=5y q=-3

w=5 uy=-3-u=-15; w=-3-uy=45; w=-3-u,=-135; -~
siug=1y q="; los términos de la sucesion seran:

I VA S U
17/232_23 ?5
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Propiedades.

_ ) _ _ 2 ) _ _ 3 o
1. U =qup, W=qu=q ‘Up; WB=qU2=q "Up; " ;

u,=uo- q, VneN

2. Up Uy =Up"Up—1 = U2 Up—2=Up Un_p
3. Con excepcion de uo; cada término u, es igual a la media geométrica
frn . o2 .
de los términos: up.1 y Up+1 que se encuadran: uy =u, ;" U,

4. lasuma S, de losn primeros términos de la sucesion geométrica:

i=n-1 _ 40
Sh=u+u +...+ u,.1 = zuiz Uy I-q (=1

i=0 l1-q

si q=1,S,=nuy

Ejemplos:
1. Determinar el 10™ término de la sucesion geométrica de primer término

uo=1yderazon q=2.
El décimo término serd: uo=1uo-q =1-2°=512.
2. Calcular: A= 1+l L ey 1

. ’ 2 22 211*1

A es la suma de los n primeros términos de la sucesion geométrica de primer
término up=1yderazon q=":

1-(4)?
A=lr——— (f) =2 [1-("]

T2

3. Si la poblacion de una Ciudad de Argentina en 1996 es de 400.000 habitantes;
(cudl seréd la poblacion en el afo 2010, si se supone un crecimiento anual de 1,5% de la
poblacion durante ese periodo?

-sea Py la poblacion en 1996, Py =400.000

-la poblacion en 1997 sera: Py =Py + :’T%PO =Py 1,015,

-la poblacion en 1998 serd: P, =P;- 1,015="Py - (1,015)2.

Esta poblacion constituye una sucesion geométrica de primer término Py y de ra-
zon q=1,015; en el afio 2010, el término correspondiente a esta poblacion sera el término

Pis=P-q'*=492.702 .
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3.7. Grupos

3.7.1. Estructura de grupo

Definicién
Sellama grupo a todo monoide donde todo elemento es simetrizable.

En otros términos un conjunto G munido de una ley de composicion interna (de-
notado multiplicativamente en general) esun grupo s

1. laley es asociativa:
(Va,b,c €G) (ab)c = a(bc);
2. admite un elemento neutro e:
(Vae G ac=ea=a;
3.todo elemento a de G admite un inverso a:
aa’ =a'a=e.
Cuando la ley es conmutativa, se dice que G esun grupo conmutativo. Se deno-

ta en general a esta ley aditivamente (y al simétrico de a se le llama el opuesto de a y se
denota -a).

En un grupo G, todo elemento es simplificable (P), el simétrico de todo elemento
es unico (P3) y para todo par ordenado (a,b) de elementos de G (P4):

(aby' =b'al.

Ejemplo:

Grupo de las permutaciones de un conjunto E

Sea E un conjunto cualquiera. Se sabe que una permutaciéon de E es una biyec-
cion de E sobre si mismo. Sea P(E) el conjunto de las permutaciones de E. Este conjun-
to es una parte del monoide (F(E), o) de las aplicaciones de E en si mismo.

a) La ley de composicion o de las aplicaciones es interna en P(E). En efecto, la
compuesta de dos biyecciones de E es una biyeccion de E.

b) La ley de composicion de las aplicaciones es asociativa.

c) El elemento neutro, la coincidencia es una biyeccion.
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d) Todo feP(E) es una biyeccion, su reciproca f ™' es también una biyeccion de E
sobre E.

Luego (P(E), o) esun grupo.

En Geometria (E es el conjunto de puntos), toda permutacion de E se denomina
también transformacion de E.

3.7.2. Los enteros relativos

La adicion le confiere a N de la estructura de monoide conmutativo donde todo
elemento es simplificable. Pero no le confiere de la estructura de grupo. Le falta la siguien-
te propiedad: todo nlimero tiene un simétrico para la adicion. El problema de la simetriza-
cion de la adicion en N conduce a la introduccion de nuevos simbolos, denominados en-
teros negativos (los enteros naturales se denominan entonces enteros positivos).

A todo niimero natural x € N, se asocia un entero negativo, denotado provisoria-
mente x’ (X’ es distinto de x salvo para x = 0). Se consideran asi dos ejemplares de Ny
para diferenciarlo el uno del otro, se denota al segundo N'. Se tiene asi una biyeccion  x
—>x’ de N sobre N" con 0°’=0. Sisetoma Z =NuU N, labiyeccion x — X’ es
una extension de una involuciéon de Z por la conveccion x’ =X.

Los enteros positivos o negativos son denominados enteros relativos. Un namero
relativo se denota por una letra griega: aeZ. Una letra latina designa un niimero natural:
aeN.

Se extiende la adicién conocida en N auna adicion en Z de manera que, para todo
aeN, setenga a+a’=0.
Definicion

A todo par ordenado (a, B)eZz, se asocia un entero relativo, denominado suma
de oy B, denotada o + [ y definida como sigue:

l.oy B en N: a+f eslasumaconocidaen N.

2.ay Ben N: a+b’=(a+Db)’.

3.aeN y BeN:a’+b=b+a’=b-a, si b>a;
a+tb=b+a =a-b, si b<a.

Es evidente que esta operacion es conmutativa, y que admite elemento neutro 0. Es
evidente también que todo elemento admite un simétrico, denominado aqui el opuesto.

Para todo aeN, se puede denotar a’ = -a.

La asociatividad se puede demostrar como un gercicio:

1 (a+ P+ = a+ B+
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a) Cambiar el signo de aeZ, esto se puede hacer tomando el opuesto. Observar
que si se cambia el signo de oy 3, lasuma o + 3 cambia de signo. Se deduce que es su-
ficiente para demostrar (1) cuando cualquiera de los tres enteros a, 3,y es negativo.

b) Mostrar (con ayuda de la conmutatividad de la adiciéon) que es suficiente de-
mostrar (1) cuando el nimero negativo ocupa el primer lugar, esto es habra que demostrar

(2 @+by+c=a+ (b+c).
c) para demostrar (2) se contemplan tres casos:
a>b+c, b<a<b+c, porultimo a<b.
Finalmente, el problema de la simetrizacion de la adicion en N queda asi resuelto.

El conjunto Z de los enteros relativos con la adicion asi definida es un grupo aditivo con-
mutativo.

Extension del orden

Definicién

Sean dos enterosrelativosa y . S -a € N, sediraque “ « esal menosigual a
' ysenotara a <p.

Se observa primero que si oy [ son dos enteros naturales, la relacion a<f coin-
cide con la relacion de orden definida en N. Ahora, se puede mostrar que la relacion asi
definida en Z es un orden total compatible con la adicioén; para todo entero o, 3, v :

asBf = aty < B+y

Se dice que Z esun grupo aditivo ordenado.

3.7.3. Sub-grupo

Definicidon

Sea G un grupo. Una parte H no vaciade G esdenominada sub-grupo de G
s H esunsub-magmade G y s este sub-magma es asimismo un grupo.

Como en G todo elemento es simplificable, entonces el elemento neutro de todo
sub-grupo H de G coincide con el de G (ver Ps)

Ps |Sea G ungrupo y & =HcG. Entonces H essub-grupode G g,y
solamente si,

(1) (aeHybeH) = abeH,
2 acH = a'eH.
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Necesidad.

Sea H un sub-grupo de G. entonces A es sub-magma de G y la primer implicacién
es verdadera. Por otra parte, ya que H y G tienen el mismo elemento neutro, el inverso de
todo elemento a de H en G es inverso de aen H y la segunda implicacion es verdadera.
Suficiencia.

Sea H una parte no vacia de G que verifique las dos condiciones del enunciado.
Entonces H es sub-magma de G de acuerdo a (1). Por consiguiente el elemento neutro e
de G pertenecea H pues de acuerdoa (1) y (2)

acH = a'eH = aa'= ecH,

luego H es sub-monoide de G con el mismo elemento neutro.

Por ultimo, todo elemento de H admite un inverso en H de acuerdo a (2). Luego
H es sub-grupo de G.

P7I Sea G ungrupoy & =#HcG. Entonces H essub-grupode G s,y
solamente g,
(aeH y beH) = ab!eH.

La condicidn es evidentemente necesaria. Se debe probar que es suficiente:
1. El elemento neutro e de G pertenece a H (se toma b =a).
2. La condiciéon (2) de (Pg) se satisface (se toma a=e¢e).
3. La condicion (1) de (Ps) es también satisfecha pues
(aeH y ceH) = aceH (se toma b=c™"),
luego H es sub-grupo de G.

Ejemplos:
1 Para todo grupo G de elemento neutro e, el singleton {e}es un sub-

grupo de G.

2. En Geometria plana euclidiana, el plano es denotado por E, se sabe que el con-
junto P(E) de las transformaciones de E es un grupo.

Un sub-grupo importante de  P(E) es el sub-grupo I de las isometrias.

Este sub-grupo 3 admite asimismo dos sub-grupos observables:

- el sub-grupo D de los desplazamientos;
- el sub-grupo conmutativo R, de las rotaciones de centro 0 (para todo punto 0);
- el sub-grupo conmutativo T de las traslaciones.

-R, y T son dos sub-grupos de D

92



Pg
La interseccion de una familia de sub-grupos de G es un sub-grupo
de G.

Sea (Hj)ier una familia de sub-grupos de G. Se debe mostrar que

H=()H,

AeLl
es tambien sub-grupo de G. En efecto, H # & pues el elemento neutro pertenece a H. Ademas,

xeH = (Viel) xeH,,
yeH = (Viel) yeH,.

En consecuencia, para todo AeL, se tiene xy'eH,;, ya que H, es sub-grupo de G. De
ello resulta xy™' €H y es entonces sub-grupo de G (P7).

3.7.4. Grupo de los elementos inversibles de un monoide

Sea M un monoide denotado multiplicativamente, de elemento neutro e. Se desig-
napor U al conjunto delos elementosinversiblesde M:

U= {xeM/3Ix’eM, xx’=x’x =¢}.
Sea denotado x’ =x". U no es vacio, pues, e U, vy
xe U = x! el.

Ademas, paratodo x e ydde U, lapropiedad (P4) muestra que xy €U. Ues
entonces un grupo.

Teorema 2.

Sea M un monoide y se designa por U al conjunto de los elementos inversibles
de M. Luego larestricciona U de laley de M induce sobre U la estructura de grupo.

U se denomina grupo de los elementosinversibles del monoide M.

Ejemplo:
Sea (g (E), o) el monoide de aplicaciones de un conjunto E en si mismo. El gru-

po de los elementos inversibles de este monoide es el grupo P(E) de las permutaciones de
E.
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3.7.5. Sub-grupo engendrado por una parte

Sea G un grupo. Para toda parte A y B de G, se denota AB al conjunto de los
compuestos ab cuando a recorre A y b recorre B:

AB = {xeG/ J acA, JbeB; x = ab}.

Si A ={a} es un singleton, se denota aB (en lugar de {a}B al conjunto de los com-
puestos ab cuando b recorre B.

Se denota de la misma manera Ab al conjunto de los compuestos ab cuando a
recorre A.

Se denota A™' al conjunto de los inversos de los elementos de A:
A'={xeG/AyeA; x=y'}.

Sea ahora A una parte no vacia de un grupo G. Se van a considerar los compues-
tos de un numero finito de elementos de A o de A™, del tipo

ajay...a, con a €A o g eAl.

Se designa por Gr(A) al conjunto de todos estos compuestos:

Gr(A) = {xeG/AneN* y daj, a, ..., a, €AV A’ ;X =2a5ap ... ay).
Se muestra que Gr(A) es un Sub-grupo de G. En efecto

x €Gr(A) = dne N* y daj,..,a, eAu Al ; X=4aj ... a,

y eGr(A) = JpeN* y 3bj,..b,ecAUA"; y=b,..b,

Es entonces inmediato que
xy’l =aj ... anbp’1 byt ,
con ai, ..., an, bp'l, ., b todosen AUA™.

En consecuencia, xy' €Gr(A),y Gr(A) es sub-grupo de G, que se denomina
sub-grupo de G engendrado por la parte A.

Se considera ahora un sub-grupo H cualquiera de G que verifique H o A. Luego evi-
dentemente H> A™', de donde H > (A UA™). Se muestra que

H > Gr(A).
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En efecto, si xeGr(A), existe una sucesion finita aj, a, ..., a, de elementos de
AUA™, entonces de H, tal que X =aja; ... a,. Por consiguiente, xeH.

En consecuencia, todo sub-grupo H de G que contiene A contiene también
Gr(A) que es entonces el mas pequefio sub-grupo de G que contienc a A.

En resumen, se obtuvo el siguiente resultado:

Teorema 3.

Para toda parte no vacia A deungrupo G, € conjunto Gr(A) deloscompuestos
de un nimero finito de elementos de AC A es un sub-grupo de G que se denomina
sub-grupo engendrado por la parte A.

Gr(A) es e mas pequefio sub-grupo de G que contiene A.

Si se considera la familia (H) ). de todos los sub-grupos de G que contienen a
A, se tiene en consecuencia

Gr(A)= [H,.
Ael

Casos particulares

1° Parte generatriz de un grupo G

Si Gr(A) coincide con G todo entero, entonces A se denomina parte generatriz
del grupo G. Se dice también que A es un conjunto de generadores del grupo G.

2° Grupo mondgeno

Sea G un grupoy aeG. El sub-grupo de G engendrado por {a} se denota
Gr(a) y se denomina sub-grupo mondgeno (engendrado por el tnico elemento a).

Si Gr(a) =G, se dice que G esun grupo mondgeno
3° Grupo ciclico

Sea G ungrupoy a € G. Si Gr(a) es finito se le denomina sub-grupo ciclico de
G. Si ademas Gr(a) =G, se dice que G es un grupo ciclico:

G={e, a,a’ .., a""}.

card G =n se denomina el orden del grupo.
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3.8. Morfismos de grupos

3.8.1. Definicidon

Sean G y G’ dos grupos (denotados multiplicativamente). Una aplicacion:
f: G —> G’ sedice morfismode G en G’ si

(VabeG) f(ab) = f(a) f(b).
Si f es biyectiva, es un isomorfismo. Los grupos G y G’ se dicen entonces 1somorfos.

Si G=G’, el morfismo f: G —> G’ se denomina endomorfismo de G, y sies
ademas biyectivo, se denomina automorfismo de G.

Ejemplos:

1. Sean G y G’ dosgruposcualesquiera, € €l elemento neutrode G'. Laapli-
cacion constante f: G > G : f(X) = € esun morfismo.

2.Sea G un grupo. A todo aeG se le asocia la aplicacion f,: G — G’ siguiente:
(VxeG) fu(x) = axa™.

f, es un automorfismo del grupo G, denominado automorfismo interior inducido por a.

3.8.1. Propiedades

Teorema 4.

Sean G y G’ dos gruposy f: G — G’ un morfismo. Para todo sub-grupo H de
G, f(H) esun sub-grupo de G’.

1) Se designan por € y € los elementos neutros de G y G’ y se muestra pri-
mero que _f(€) = €. En efecto, para todo y de f(H), existe xe H tal que y= f(X). En-
tonces,

(Vyef(H) yf(e) = f(x) f(e) = f(xe) = f(x) = y

y se tiene asimismo que f(e)y = y. Luego f(€) es elemento neutro de f(H). Ahora, para
ye f(H), se tiene

fely=y=¢€y

y, como Y es simplificable, se obtiene: f(e)= €.

2) También, para todo xe G,

fOOf(x 1) fox ) = f(e) = €
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y asimismo
f(x Hf(x) = €.
En consecuencia,

[f001 ™ = f(x )

donde para todo ye f(H), se tiene y*e f(H).

Por ultimo, paratodo y e ¥y de f(H), existen X y X de H tales que
y=fx y y=1fx),
de donde
yy' = f(X) f(X') = f(xx') e f(H).
En consecuencia (Pg), f(H) es sub-grupo de G’.

El teorema queda demostrado. En particular, f(G) essub-grupode G'.

Nucleo de un morfismo

Definicién

Sea f: G —- G unmorfismo de grupos. Sellama nucleo de f al conjunto de los
elementosde G quetienen por imagen al elemento neutrode G'.

Se denota
ker (f) = {xe G/f(x) =¢’}.

Teorema5.
El nticleo de un morfismo f: G — G’ de grupos es un sub-grupo de G.

En efecto, paratodos x e y deker (f):
foy ™) = f(x) f(y ) = fLf(y)] "= ee = ¢
entonces Xy e ker (f).

Teorema 6.

Sea f: G — G’ un morfismo de grupos. Entonces f es inyectiva si, y solamente

si, ker (f) = {e}.

En efecto, si f es inyectiva, se tiene
xeker(f) = f(X)=€ = fX)=fe) = x=e

Reciprocamente, se supone que ker (f) = {e}- Entonces, para x e y en G,

f)=fy) = fWIfy)] "=foy =€ = T eker() = x=v.
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3.9. Grupo - cociente

3.9.1. Relaciones de equivalencia compatibles con la ley de grupo

Sea G ungrupo Y se considera una relacion de equivalencia % sobre G compa-
tible con la ley del grupo. Entonces, en e conjunto G/ ¥, la ley-cociente

(vxy eG/R) Xy=xy

define sobre G/R una estructura de grupo (se sabe en efecto, que es un monoide donde
todo elemento es inversible). G/R  se denomina grupo - cociente modulo la relacion de
equivalencia R . La aplicacion candénica g: G —» G/R  [g(x) = x] es un morfismo
subreyectivo de grupos. Para, todos x e y en G:

x=y (mod R) & xy = (modR) < Xy e ker ().

Los dos elementos x ¢ y son de la relacion R si, y solamente si, xy ' € ker (g). Se di-
cen también que son congruentes modulo el sub-grupo invariante ker (g)

Bibliografia

-Ayres, F.: Algebra Moderna.

-Doneddu, A.: Algebra y Geometria.
-Gentile, E.: Notas de Algebra.
-Lentin-Rivaud: Algebra Moderna
-Pecastaigns, F.: Chemins vers 1’ Algebre
-Pinzoén, A. Conjuntos y estructuras.
-Queysanne, M.: Algebra Basica.

-Taylor, H- Wade, T.: Matematicas Bésicas.

Ejercicios propuestos

1. Demostrar la ley asociativa de la suma de numeros naturales.
2. Demostrar que (V n,n € N) n+1=1+n.

3. Demostrar la ley conmutativa de la suma de niimeros naturales.
4. Demostrar: m+n # m para cualesquiera m, n € N*,

5. Demostrar que < es transitiva, pero no reflexiva ni simétrica.
6. Demostrar que 0< n paratodo n € N.

7. Demostrar que si: m,n € N y m <n, entonces paratodo p € N*, m+p<n-+p.
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8. Demostrar que: a) (m+n®)*=m®+n%; b) (mn”°=m.n+m?
9. Demostrar que sin,m e N y m<n, X,y € R entonces:

a) x"x"=x""",  b) (xy)=x"y"% c) x")"=x"".

n
10. Demostrar que paratodon € N *: >l — o+l _».
i=1

11. Demostrar que para todon € N*: 2">n.
12. Probar que: 8’ =(16)*.2°.

13. Probar que: (2°-27)* =20, 3%

14. Probar que: 3° <2’

15. Calcular:
a) 2°+2%  b) 2°-2% o) 2"l2m d) (3'2)°.2%3)% e)3*-2% HE"+ 1)

16. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:
a) (221‘1)21{ — 22(n+k); b) (21‘1)2 — 41‘1 ; C) 221’1.221‘1 — 22(n+ 1).

17. En cada uno de los casos siguientes, determinar el teN que da lugar a una afirmacion
verdadera.

a) 3°4°=12"; b)9.81=3"; ¢)5.5'=1; d) 8.10°=20"
18. Demostrar por induccidon que para todon € N :

a) 1+2+3+...+n=%nn+1); b) 1+3+5+... +(2n-1)=n%
O +2°+3+. .. +n’=1/6nmn+1)2n+1); d)P+2°+3+.. . +n’=1n*n+1)

19. Probar que paratodon € N*, 4" -1 es divisible por 3.
20. Probar que paratodon € N, 3*"'+2""2 es multiplo de 7.

21. Indique porqué los siguientes conjuntos con la operacion definida no son grupos.

=1{0,1,2,3,4}; b)at+tb=a+b en E={x/-1<x<1},xeQ.

22. ;Porqué P(E) no es un grupo conrespectoala U y Nn?
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23. Verifique que la tabla que sigue no es un grupo.

* € a b c d
€ e a b C d
a a e d b C

24. Sea G un grupo multiplicativo. Probar :

a) (Va,b,ceG) ab=ac < b=c; b) (Va,beG, 3g, g'e€G), (a=b.g A a=g'b)

¢) (Va,b,ceG), ab=c < b= a'lc; d) (Va,b, c €G), aba'=¢c < ab=ca

e) (Va,b,ceG), ab=ba < a'b'=bla'; f) (Va,b ceG) ab=ba < aba'b'=1

g) (Va, beG), (ab)*=a’b% (G conmutativo); h) (Va,beG) aba'=b (G conmuta-
tivo).

25. (Porqué las clases de restos (mod n) no forman con respecto a la multiplicacion un
grupo?

26. Establezca las tablas de suma y multiplicacion de las clases residuales: mod 4, mod 5
y mod 7, (Cs, Cs y Cy). ;Las tablas de suma conforman la estructura de grupo? Si se ex-
cluye la linea y la columna de ceros, ;en qué casos se obtiene una tabla de grupo?

27. Si la suma de los vectores Vi y Va2 se define por la figura, muestre que el conjunto de
vectores del plano forman un grupo abeliano.

28. Muestre que en Z la ecuacion a + x + b = ¢ admite la solucién unica: x=-a+c-b.
29. Resuelva las siguientes ecuaciones en los grupos indicados:
a) En (Zs,+); -2+tx+4=1; b) En (P(E), A); A AXAA=B.

30. Sea S= R-{1}. Se define una ley sobre S, como a * b=a+ b+ ab. muestre que
para esta ley S es un grupo, y halle la solucion de la ecuacion 2 *x *3 =7 en S.
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4. Anillos y Cuerpos. NUmeros enteros

4.1. La estructura de anillo

4.1.1. Distributividad

Consideremos un conjunto E munido de dos leyes de composicion, la primera de-
notada T, la segunda denotada *.
Definiciones.

Se dice que la ley * es distributiva a izquierda de laley T si, cualquiera que
sean a, b, ¢, de E, se tiene

a* bTc)=(@*b)T(a*c).

Es distributiva a derecha si

bTc)*a=(b*a)T (c*a).

Si es distributiva a izquierda y a derecha, se dice simplemente que la ley * es dis-
tributiva respecto a laley T.

OBSERVACION.

Silaley * esconmutativa (la ley T no necesariamente) la distributividad de un
lado implica evidentemente la distributividad del otro lado.

Ejemplos:

1. En el conjunto P(E) de las partes de E, la unién y la interseccion son distributi-
va la una respecto a la otra:

ANnBulC)=(AnB)UANC),
AuBNO=(AuB)n(AuUC).

2. Sea (Z,+) el grupo aditivo de los enteros y se considera al primer proyector so-
bre Z:a*b=a.
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Paratodo a,byc de Z, setiene
a*(b+c)=a, a*b=a, a*c=a

y yaque, 2a=a (si a#0), laley * no es distributiva a derecha de la adicion. Por otra
parte,

(b+c)*a=b+c, b*a=b y c*a=c,
entonces
(b+c)*a=(b*a)+(c*a).

Laley * es distributiva a derecha de la adicion.

4.1.2. Multiplicacion de los enteros naturales

Los enteros naturales han sido estudiados a partir de los axiomas de Péano. Se debe
recordar que el siguiente de un entero natural x es x*=x+ 1.

Se introduce ahora la multiplicacion.
Definicion.

A todo par ordenado (x, y)e N? se le asocia un nimero natural, denominado
producto de x por y, denotado xy, y definido por recurrencia (sobrey) como sigue:

a) x0=0.
b) Se supone definido xy, sedefine xy® por
Xy® =Xy +X.

Para y =0, se tiene x.1 =x paratodo xe N. Luego 1 es el elemento neutro por
derecha. Se puede mostrar que esta multiplicacién es conmutativa.

Se muestra ahora que la multiplicacion es distributiva a izquierda de la adicion (la
distributividad a derecha resulta de la conmutatividad), es decir

V(X,y,2) € N3, x(y + z) =xy + xz.

Se fija arbitrariamente x e y y se razona por recurrencia sobre z. La relacion es
evidente para z = 0. Se supone que es verdadera para z y se demuestra que lo es para el
siguiente z®. Por definicion de la adicion y de la multiplicacion:

x(y+z9) =x(y +2)* =x(y +2) + x.

Por hipotesis de recurrencia,

x(y +z)+x= (Xy +xz)+X.
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La asociatividad de la adicion y la definicion de la multiplicacion dan entonces
(xy +xz) + x =Xy + (xz + X) = xy + xz°.

La distributividad a izquierda queda entonces demostrada.

Se puede también mostrar que la multiplicacion es asociativa, luego N es un mo-
noide multiplicativo conmutativo. Ademas, todo entero natural salvo el cero, es simplifica-
ble y todo entero natural, salvo el 1, no es inversible. Por ultimo se tienen las siguientes
relaciones, para todo x, y,z en N:

X<y = Xz <yz

(z#0 y x<y) = xz<yz

4.1.3. Multiplicacion de enteros relativos

Se introdujo los enteros relativos para resolver el problema de la simetrizacion en
N. Se obtuvo el grupo aditivo Z de los enteros relativos. Se estudia ahora la multiplicacién
en Z. Pero primero, se introduce la nocion de valor absoluto (que debera ser estudiada con
mayor detalle en un curso de nimeros reales).
Definicion.

Sellama valor absoluto sobre Z, alaaplicacionde Z en N, denotada aeN, de-
finida por

oaeN = |oj=a
oaeN = |o|=-a
Se tiene evidentemente
lo|=0 < a=0.
Por definicion de adicionen Z, si o y B son del mismo signo, entonces:
o+ B[ = lof +[BI.
Se tiene entonces la siguiente definicion
Definicion.
A todo par ordenado (¢, ) eZ%, se asocia un entero relativo, denominado

producto de « por g, denotado «af Yy definida como sigue:

l.ay f en N: af esel producto conocido en N;
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2.ay f en N: (-a)(-b) = ab;
3. aeN y peN:(-ab=Db(-a) = -ab.
En otros términos:
- El producto de dos niimeros del mismo signo es positivo.

- El producto de dos nimeros de signos diferentes es negativo.
- El valor absoluto del producto es igual al producto de los valores absolutos.

Bl = fed][B-
La aplicacion o—|a| de Z en N esun morfismo para la multiplicacion.

Es evidente para esta definicion, que la multiplicacion en Z es conmutativa y que
admite por elemento neutro al 1.

Asociatividad.
V(a, B, v)eZ’, (aB)y = a(By).

En efecto, la igualdad en valor absoluto es valida: esta es la asociatividad en N. Es
verdadera también en signo, pues si hay dos nimeros negativos, los productos son positi-
vos de cualquier lado; si hay uno o tres numeros negativos, los productos son negativos
de cualquier lado.

En consecuencia, la multiplicacion define en Z una estructura de monoide con-
mutativo.

Distributividad.

V(a, B, y)eZS, aB+ty)=opf+ ay.

1%caso: B y y del mismo signo. Los tres nimeros af, oy, o +7vy) son del
mismo signo. La igualdad queda probada en signo. Ademads, yaque [ y vy son del
mismo signo, | +v|=|B| + |y| y por distributividad en N :

B+l = lallfl +lallyl = laBl+loy] = |oap+ oyl
(yaque off y ay son del mismo signo). La igualdad en valor absoluto queda probada.

2%caso: By y designoscontrarios. Entonces B+y tiene el signo de uno de
los dos, por ejemplo el de . Observemos que

B=B+v+ (.
Los tres nimeros B, (B+7y) y (-y) son del mismo signo. Por el primer caso,

af= aB+y) + al-y).

104



Para la relacion de orden en Z, se tienen las siguientes propiedades como resultado
inmediato de las definiciones

=0 y a<p) = ay <Py,

<0y a<P) = ay2fy
Por ultimo, todo entero distinto de cero, es simplificable para la multiplicacion.

4.1.4. Estructura de anillo

Definicion.

Sea E un conjunto munido de dos leyes de composicién internas. Se dice que E
esun anillo si

1. la primera ley define sobre E una estructura de grupo conmutativo;
2. la segunda ley define sobre E una estructura de magma asociativo;
3. la segunda ley es distributiva respecto de la primera.

En un anillo, se denota habitualmente la primera ley aditivamente (grupo conmuta-
tivo) y la segunda ley multiplicativamente.

Luego (E.+, *) es un anillo si

a) (E,+) esun grupo conmutativo (de elemento neutro denotado 0);
b) la multiplicacion en E es asociativa y distributiva respecto de la adicion.

En el caso donde la multiplicacion es conmutativa, se dice que el anillo es conmu-
tativo.

En el caso donde la multiplicacion tiene un elemento neutro (denotado en general
por 1) se dice que el anillo es con unidad. (La multiplicacion define entonces en E una
estructura de monoide.)

Ejemplos.
1. De acuerdo a las propiedades que hemos obtenido antes para la adicioén y la mul-

tiplicacion de enteros relativos, se puede afirmar que el conjunto Z de los enteros relati-
vos, con esa adicion y esa multiplicacion, es un anillo conmutativo con unidad.

2. El conjunto P de los enteros pares, con la adicion y la multiplicacion de ente-
ros, es un anillo conmutativo sin unidad.

3. Anillonulo. Sea (A, +) un grupo conmutativo. Se define sobre A una segunda
ley por
(Va,beA) ab=0.

Con esta nueva ley, A es un anillo conmutativo, denominado anillo nulo cons-
truido sobre el grupo conmutativo (A, +).
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4, {0} es un anillo unario (un solo elemento). El elemento neutro 0 de la adi-
cion coincide aqui con el elemento neutro de la multiplicacion. Es ademas el nico anillo

con unidad donde los dos elementos neutros coinciden como lo prueba la siguiente propie-
dad:

EI Paratodo elemento a deun anillo A:

a0 =0a=0.
En efecto, para todo beA, b+0=b implica
alb+0)=ab = ab+al=ab+0

y como en un grupo todo elemento es simplificable, se obtiene a0 = 0. Se muestra de la
misma forma, que Oa = 0.

De lo que resulta si A es con unidad, de elemento neutro multiplicativo 1, con A #{0},
que existe a#0 en A tal que

al=1la=a,

y no se puede tomar 1 =0, pues a=0; luego 1= 0.

EI Para cualesquiera elementos a, b deun anillo A:
a(-b) = (-a)b = -(ab.
Paratodo b de A, setiene b+ (-b) = 0 y, por consiguiente,
alb+ (-b)) =ab+ a(-b)=a0= 0.
donde a(-b) es el opuesto de ab.

Se puede mostrar de la misma manera que (-a)b es el opuesto de ab.

4.1.5. Sub-anillo

Definicion.

Sea A unanillo y H una parte no vaciade A. Sediceque H es sub-
anillo de A s lasrestriccionesa H delasdosleyesde A confieren a H la estructura
de anillo.

La propiedad siguiente caracteriza a un sub-anillo:

Ps I Sea A unanilloy H cA. Entonces H essub-anillode A s,y
solamente i,

1° (@aeH y beH) = a-b eH,
2> (aeH y beH) = abe H.
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La primera propiedad equivale a decir que (H,+) es sub-grupo conmutativo de A.
La segunda equivale a decir que (H, ) es sub-magma de (A, -).

Como la asociatividad de la multiplicacion y la distributividad en H resultan de las
de A lapropiedad queda establecida.

Ejemplos:

1. El conjunto P de ntimeros pares es un sub-anillo de el anillo Z de os enteros
relativos.

2. Sea A el anillo nulo construido sobre un grupo conmutativo cualquiera. Todo
sub-grupo de este grupo es un sub-anillo de A.

4.1.6. Elementos inversibles

Sea A # {0} un anillo con unidad. Entonces la multiplicacion confiere a A de la
estructura de monoide. Todo elemento inversible de este monoide se denomina elemento
inversible del anillo A.

Se dijo antes, que el conjunto U de los elementos inversibles de este monoide
constituye un grupo multiplicativo. De acuerdo a P, el elemento neutro 0 de la adicion
de A no es inversible. Luego si se toma

A*=A- {0}, setiecne U c A*-

U se denomina grupo delos elementosinversibles de el anillo A.

Ejemplos:
1. Enel anillo Z de los enteros, U= {-1.+1}.
2. En Z2 se define ahora una adicion y una multiplicacion por

V (a,b) e Z? (a,b)+(a’,b’) = (a+a’,b+b),
v (a’,b’) e Z2 (a,b)(@’,b’) = (aa’, bb").

Queda como ejercicio demostrar que Z? munido de estas dos leyes es un anillo
conmutativo con elemento unidad que se denomina anillo - producto del anillo Z. El
elemento neutro de la adicién es (0, 0) y el de la multiplicacion es el (1, 1).

El grupo U de los elementos inversibles del anillo-producto Z?% es

U={¢1,-1); 1, D; (1, -D; (1, D).

OBSERVACION. Un sub-anillo H de un anillo con unidad A puede se unifero con ele-
mento unidad distinto al del anillo A. Por ejemplo, en Z? el conjunto H de los (a, 0)
cuando arecorre Z es un sub-anillo de Z° que tiene por elemento unidad al par (1, 0)
distinto al elemento unidad (1, 1) de Z2
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4.1.7. Divisores de cero

Definiciones.
Sea A #{0} unanillo. S existen dos elementos a, b de A talesque
a=0, b=0, ab=0,

se dice entonces que a esun divisor de cero por izquierday que b esun divisor de cero
por derecha de € anillo A. Sedicetambién que a y b son dos divisores de cero.

En el caso donde el anillo A es conmutativo, todo divisor de cero de un lado es
divisor de cero de el otro lado.

Ejemplos:
1. Z no tiene divisores de cero.
2. Se caracteriza en el anillo producto Z? al conjunto D de los divisores de cero.
Un elemento (a, b) es divisor de cero si (a, b) # (0, 0) y siexiste (a’,b’) Z? tal que
(@’,b)= (0,0) vy
(a,b)(@’,b’)=(0, 0) = (aa’=0 y bb’=0).

Entonces es necesarioque a=0 o b=0.

Reciprocamente, todo (a, 0), con a # 0, es divisor de cero pues, para todo entero
b’# 0, se tiene

(a, 0)(0,b") = (0, 0).
Asimismo, todo (0,b) con b= 0 es divisor de cero. En consecuencia,
D={(a,b)ez?/a=0 o b=0}.

Se tiene la siguiente propiedad:

)

Seaunanillo A={0} y a € A*. Luego a essimplificable a izquierda (resp. a
derecha) s, y solamentesi, a no esdivisor de cero por izquierda (resp. por derecha).

Necesidad.
Sea ae A y a simplificable a izquierda. Entonces,

ax=20 = x= 0.
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Luego a no es divisor de cero a izquierda.

Suficiencia.
Para cualesquiera a, b, ¢ de A*, se tiene
ab=ac = a(b-c)=0.
Entonces, si a no es divisor de cero por izquierda, se deduce que b - ¢ =0, enton-

ces a es simplificable por izquierda. De la misma manera se demuestra para la derecha.

Consecuencia.

Sea un anillo con unidad cualquiera A ={0}. Se a designado por U al grupo de
los elementos inversibles y se dijo que todo elemento de U es simplificable. Ademas U
cA* y UzJO.

Se designa D al conjunto de los divisores de cero de A. Se tiene también que D
cA* y DNnU=@.

Se designa S al conjunto de los elementos simplificables a derechay a izquierda
de A que no son inversibles. (S puede contener a aquellos elementos inversibles de un
sololado). Setiene Sc A* yademas UNnS=0 y DnNnS=.Lapropiedad (Ps)
llevaa que A*=U U S UD.

Teoremal.

Sea un anillo con unidad A= {0}. S U esel grupo de los elementos inversibles,
S € conjunto de los elementos simplificables a derecha y a izquierda que no son inversi-
bles, D e conjunto de los divisores de cero, setiene

A*= UuSuD, con UnS=SnD=DnU=
OBSERVACION. Pueden existir en un anillo A divisores de un solo lado que son simpli-

ficables y asimismo inversibles por el otro lado. Estos elementos pertenecen a D en el
teorema precedente.

4.1.8. Anillo integro

Definicion.
Sediceque un anillo A es integro s é esdistinto de {0} y no posee divisores
de cero.
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En otros términos, A # {0} esintegrosi D= &

Ejemplos:

1. El anillo Z de los enteros es integro.
2. Su anillo producto Z? no lo es.

OBSERVACION.

Si A # {0} no tiene ningun divisor de cero a derecha (resp. a izquierda), el es inte-
gro.

Ps
j Sea A un anillo unidad integro. Entonces todo elemento inversible de
un lado esinversible.

Sea, por ejemplo, a un elemento de A inversible a derecha. Existe entonces b
€A talque ab=11y

ab-1=0 = b(ab-1)=bab-b= (ba- b= 0.

Dado que A esintegroy b #0, entonces b es simplificable y se obtiene ba- 1= 0,
luego b es también inverso a izquierda.

Ejemplos:

1. Probar que % gl.
Solucién: Dado que 1<2 = %< 1. Como 0< %, se tiene que 0 < % <1. y esto signi-

fica que %%Z.

2. Mostrar que - % g l.

Solucién: Si suponemos que -% € Z, entonces tendria que ser 1

L= -(—%)e Z que, de

acuerdo al ejemplo 1, no es cierto.
2. Z no es un conjunto bien ordenado.

Para que un conjunto sea bien ordenado, toda parte del mismo debe tener primer elemento.
En Z el subconjunto N°, no tiene primer elemento, ya que: sin € N~ entonces n=-a, a
€ N. Como a<a+1,sera -(a+1)<-a=n.Como—(a+ 1)eN’, nno es primer elemento
de N'. Por consiguiente no tiene primer elemento.
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4.1.9. Cuerpo. Sub-cuerpo

Definicion.
Sellama cuerpo aun anillo unidad donde todo elemento no nulo esinversible.
En otros términos, un anillo unidad A es un cuerpo si, y solamente si,
A*=U.
(Los conjuntos S y D del teorema 1 son vacios.)

Si A es conmutativo, se dice que el cuerpo es conmutativo.

Ejemplos:

1. El cuerpo Q de los numeros racionales
2. El cuerpo R de los nimeros reales
3. Elcuerpo C de los nimeros complejos.

Definicion.

Sea K uncuerpoy Heo K (H #©9). Sediceque H essub-cuerpode K s las
restriccionesa H delasdosleyesde K confierena H dela estructura de cuerpo.

Los sub-cuerpos se caracterizan inmediatamente por la propiedad siguiente:

]
Sea K uncuerpo y H cK (H = ©). Entonces H es sub-cuerpo de
K d, ysolamente si, para cualesquiera ay b,

(aeH y beH) = a-beH,
(acH y beH-{0})) = ab'eH.

Ejemplo. El conjunto R es sub-cuerpo de C y Q es sub-cuerpo de R entonces de C.

B
Sea A un anillo con unidad donde todo elemento no nulo es inversi-
ble por derecha (resp. por izquierda). Entonces A esun cuerpo.

Se supone que, para todo a € A*, existe b € A talque ab= 1. Sea ca=0con a
#0. Luego

0= (ca)b=c(ab) = c.
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Luego todo elemento a de A* no es divisor de cero a derecha. Se puede decir que
A* esintegro. Es suficiente aplicar la propiedad (Ps) para ampliar la demostracion.

4.2. Ideal de un anillo

4.2.1. ldeal por derecha (resp. por izquierda)

Definicion.

Sea A un anillo. Un ideal por derecha (resp. por izquierda) de A esuna parte
J deA tal que

1l (aed y bed) = a-be J,
2. (aeJ y xeA = axeld (resp. xa € J).
En otrostérminos, J esun ideal por derecha (resp. por izquierda) de A si

1. J es sub-grupo aditivo de A
2.JA cJ (resp. AJ c J).

Ejemplo: Sea A un anillo cualquieray ae A. Entonces aA es ideal a derecha. En efecto,
si X e y pertenecen a aA, existen x’e y’ en A talesque x=ax’ ¢ y=ay, de donde

X-y=ax -y) eaA,
y la condicion (1) se verifica. Ahora, para todo ze A,

xz=a(xX'2) € aA
y la condicion (2) se verifica.

Asimismo Aa es ideal porizquierda de A.

OBSERVACION. Todo ideal a derecha (resp. a izquierda) de A es un sub-anillo de A.
Pero la reciproca es falsa. Por ejemplo, si A = Qi es el anillo de los nimeros decimales,
entonces Z es un sub-anillo de Qo pero no es un ideal de Q1o (por ejemplo, 3 € Z y
1/10 € Q1o, con 3 x 1/10 ¢ Z).

Py
:ILa interseccion de una familia de ideales a derecha (resp. aizquierda)
deun anillo A esunideal aderecha (resp. aizquierda) de A.

Sea (Jy)iecr una familia de ideales, por ejemplo por derecha, de un anillo A. Se
toma

H=()J,.

Ael
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Se dijo antes que H es un sub-grupo aditivo de A. Ahora, para todo acH, se tiene
(VAel) aely

Como J, es un ideal a derecha, entonces para todo x €A, tiene que ser axel,
(paratodo AeL), de donde axeH, que es entonces un ideal por derecha de A.

Py
] Sea J y ¢ dosidealesaderecha (resp. aizquierda) de un anillo A.
EntoncesJ + g esunideal aderecha (resp. aizquierda) de A.

En efecto, si x e y pertenecen a J + 4, existen ay b en J yexisten & y b’
en ¢ tales que
X=a+a e y=b+1b,
luego
X-y=(a-b)+@-n)ed+ g

Por otra parte, si por ejemplo J Yy & son dos ideales por derecha, para todo
zeA, se tiene

azel y azec ¢
y, por consiguiente,
xz=(a+a)z=az+azel+g
que demuestra la propiedad.

Consecuencia.

Si Ji, Jo, ..., Jy es una familia finita de ideales a derecha (resp. a izquierda) de un
anillo A, entonces J; +J, + ... +J, es un ideal a derecha (resp. a izquierda) de A.

4.2.2. Ideal engendrado por una parte

Sea P una parte no vacia de un anillo A se estudia ahora el conjunto, denotado
J(P), definido como sigue:

J(P) es el conjunto de los elementos x del anillo A que tienen la siguiente pro-
piedad: existe neN*, una sucesion a, ay, ..., a, de n elementos de Py una sucesion
X1, X2 ,..., X den elementosde A talesque X=a; X3+ ax X2 + ...+ a, X

Se muestra que J(P) es un ideal a derecha de A.

1° xelJP) y yelP) = x-yelP).
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En efecto, por hipotesis,

X= a1 x; + ...+ anXn € y=biy:r +...+ by,
conlos n+p elementos ai, ..., @, by, ..., bp en Py los n+p elementos
Xlyeees Xny Y1, -» Yo €0 A. De ello resulta

X-y=a&1X; + ..+ @ Xn. T by -y + ... + bp(-yp) € J(P).

2° xelP) y zeA) = xzellP),
pues
xz = a1(x1z) *+ ... + &(xnz) € J(P).

J(P) es entonces un ideal a derecha de A.

Teorema 2.

Sea A unanilloy P una parte no vaciade A. El conjunto J(P) de elementos x
de el anillo A definido como sigue:

“Existeun entero n> 0, unasucesion a, ..., a, de n elementosde P y una su-
cesion Xy, ..., X, de n elementosde A talesque X=a; X +.. *a, % “ esunideal a
derecha de A.

Definicion.

J(P) sedenomina ideal a derecha de A engendrado por la parte P.

Se define asimismo el ideal por izquierda de A engendrado por la parte P. En el
caso donde P se reduce a un singleton {a}, el ideal a derecha engendrado por a es evi-
dentemente aA. Asimismo el ideal a izquierda engendrado por a es Aa.

4.2.3. ldeal de un anillo con unidad

Si A es conunidad, entonces, para toda parte P de A, se tiene

P c J(P).
En efecto,

(aeP y 1leA) = a=alelP).

En este caso, J(P) es el ideal mas pequefio a derecha que contiene a P. En efecto,
sea H un ideal a derecha de A que verifique que H o P. Entonces para todas las suce-
siones ay, ... a, de elementos de P (entonces de H) y xy, ..., X, de elementos de A, el
elemento ayx; + ... + a,x, € H. Luego H o J(P).
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Por consiguiente, J(P) es la interseccion de la familia de todos los ideales a dere-
chade A que contienen P.

Pio

Sea A un anillo unifero (con unidad). Para toda parte no vacia P
de A setiene Pc J(P) y J(P) esd ideal mas pequefio a derecha de A conteniendo a
P. En particular, € ideal mas pequefio a derecha (resp. a izquierda) conteniendo a es
aA (resp. Aa)

4.2.4. |Ideal bilateral

Definicion.
Sellama ideal bilateral deunanillo A aunideal aderechayaizquierdade A.
En otros términos, J es un ideal bilateral de A si

1. J es sub-grupo aditivo de A.
2.JAc) y Alcl

Siel anillo A es conmutativo, una de las inclusiones dadas en (2) implica la otra.
En este caso, todo ideal de A es bilateral.

Ejemplos:
1. {0} esideal bilateral de todo anillo A.
2. A es ideal bilateral de todo anillo A.

3. Para todo elemento ade un anillo A que verifique que aA = Aa, el ideal aA
es bilateral. (La hipdtesis Aa=aA significa que, paratodo xeA existe yeA tal que
ax = ya, yparatodo yeA, existe xeA talque ya=ax.)

4.2.5. ldeal principal. Anillo principal

Definicion.
Sea A unanillo. Unideal J de Asediceprincipal s existe un ac A tal que J
= aA= Aa

Un ideal principal es entonces bilateral.
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Ejemplo: El conjunto {0} es un ideal principal de todo anillo A.

En el caso donde A no es conmutativo, un ideal principal es un ideal del tipo aA.
En el caso donde A no es conmutativo pero es con unidad, entonces si aA y Aa son
bilaterales se tiene aA = Aa (y aA es entonces principal). En efecto, a € (Aa) y como
aA es bilateral, se deduce aA — Aa. Asimismo, ac Aa implica aA c Aa. (Existen
casos donde aA es bilateral con aA — Aa.)
Definicion.

Unanillo A sediceprincipal s todoideal de A esprincipal.

A titulo de ejercicio, se demuestra la siguiente propiedad:

Py

Todo anillo principal es con unidad.

En efecto, A es ideal bilateral de A. Como A es principal, existe acA tal que
aA = Aa=A. Se puede decir que las aplicaciones f y g de A en A,

f(x) = ax y 9(x) = xa,
son sobreyectivas. Existen en consecuencia ec€ A 'y € A tales que
ae=a y oa= a.
Ahora, paratodo y € A, existe X €A tal que
y=ax = oy= (0a)x=ax=y

existe X € A tal que
y=xa = ye=Xx(a®=Xa=y.

En resumen, paratodo y e A,
oy=y 'y ye=y.
Tomando Y= e enlaprimerarelacion y y= ® en la segunda, se obtiene
we=e y ®e=wo

y, en consecuencia, ® = €, que es elemento neutro de la multiplicacion. La propiedad
queda demostrada
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4.3. El anillo principal de los enteros

4.3.1. Division euclidiana en Z

En lo que sigue “a” es un numero entero (acZ) y “b” es un niamero natural, b = 0, beN).
Teorema.
Para todo par (a, b) € Z x N*, existe un y s6lo un entero qeZ tal que:
bg<a<b(q+1)
e -Unicidad.
Si existieran dos enteros q y q’ tales que:
bg<a<b(g+1) y bg <a<b(q +1)
por transitividad;
bg<b(@’+1) = q<q+1 = q-qg<1 = q-q>-1
bg’<b(@+1l) = g <q*l = q-q<1 = q-q<lI

0 sea,
-1<q’-q<1 = ¢-q=0 = q=q

e - Existencia.
Si a=0, se tiene q =0, sin dudas.

1.Si a>0, consideremos A={ne N/bn>a}. A noesvacio (porejemplo
a+ 1 € A. Entonces A admite un elemento minimo (al menos igual a 1) que se puede
denotar q+ 1 con q € N. Se tiene evidentemente q+ 1 € A, luego b(q+1)>a.
Se tiene también que bq <a, osino bq>a implicaria que q € A y contradice
que q+ 1 =min A.

2. Por ultimo suponemos q < 0. Luego (- a) > 0y, de acuerdo a lo anterior, existe un
q’eN tal que,
bqg’<-a<b(q’+1) = b(- ¢°—1)<a< b(-q).

Si -a=bq’,setoma q=-q  yqueda demostrada la existencia. O sino, q=-q" — 1
y la existencia estd demostrada.
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Corolario

Para todo par (a, b) € Z x N*, existe un y s6lo un par (q, r) € Z* tal que:

a=bq+r
0 <r<b

Definiciones

Determinar el par (q, r) es efectuar la division euclidiana de a por b. Al nlimero a
se le llama dividendo, al b divisor, al q el cociente euclidiano, ya r el resto.

El teorema anterior caracteriza al cociente euclidiano y
bg <a<b(@g+1) = 0 < a-bg<b
Reciprocamente, si setiene a=bq+r y 0 <r<b, entonces

0 <a-bg<b = bgq <a<b(@tl]).

4.3.2. Sub-grupos aditivos de Z. Ideales de Z

Seaa € Z. Laparta aZ es un sub-grupo aditivo de Z pues,
(Vx,y € 2) ax —ay =a(x—y)eal

Reciprocamente, para todo sub-grupo aditivo H de Z, se mostrara que existe un aeZ
tal que H=aZ.

Si H= {0}, entonces a=0.Si H = {0}, designaremos por A la parte de H defini-
da como sigue:
A={xeH/x>0}
A es una parte no vacia de N. Entonces admite un elemento minimo a = minA. Se tiene
a€A, luego a > 0. Ademas, se tiene aZ — H, ya que acH y que aZ es un grupo monoge-
no engendrado por a.
Sea xeH. Efectuamos la division euclidiana de x por a:

x=aq+r; 0<r<a.

Setiene x € Hy aq € aZ c H, entonces x—aq=r € H.
Si se supone r> 0, luego r € A yr<min A (contradiccion).

En consecuencia r=0 y H=aZ.
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Teorema.

Todo sub-grupo del grupo aditivo Z delosenterosesdel tipo aZ, conaeZ.
Corolario.

El anillo Z de los enteros es principal. (Todo ideal de Z es principal).

En efecto, todo sub-grupo aditivo de Z es del tipo aZ, y en consecuencia todo ideal
de Z es de este tipo, luego es principal. Entonces Z es un anillo principal.

OBSERVACION. Paratodo aeZ, aZ esunideal de Z, entonces subanillo de Z. Pero
para a # *1, el anillo aZ no es principal pues no sera unifero.

4.3.3. Divisibilidad. Multiplos. m.c.m.

Definicion.

Sean dos enteros a y b. Si existe qeZ tal que a = bq, se dice que b divide a, o que a
es multiplo de b. Se denota bla.

El conjunto de los multiplos de b es evidentemente bZ. Por definicion:

bla < aebZ.

Pz

bla <« aZcbZ
En efecto, si bla, entonces todo multiplo de a es multiplo de b de donde
aZ c bZ.
Reciprocamente, si se verifica esta inclusion entonces, acaZ, luego aebZ. y bla.
e -Paratodo aeZ, setiene 1]a, ala, a|0.
e b =0 divide a, si, y solamente si, la division euclidiana de a por | b | da un re-
sultado nulo.
Ademas se tiene

(alb y bla) = a==b
(ab y blc) = alc
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° Minimo comUn multiplo de dos enteros

Sean a 'y b dos enteros. Se llama comun multiplo de a 'y de b a todo el emento de la
interseccion de aZ n bZ. Esta interseccién esun ideal de Z. Ya que Z es principal, existe
un entero natural me N y uno solo tal que:

aZNbZ=mZ

Definicion.

Al entero natural m se lo llama minimo comun multiplo de a y b y se denota

m=m.c.m.(a,b) o mzaﬁb

Se define asi una ley de composiciéon de Z> — N, con (a, b) — a%b que es

conmutativa. Se se cambia el signo de a o de b, el resultado no cambia. Para todo a € Z,
se tiene

a)ml=|a] y a)m0=0.

Ejemplo: Hallar el minimo comun multiplo de 8 y 14.
Solucion: Escribimos los multiplos de 8 y 14 y buscamos el menor comtin a ambos.
8:  8,16,24,32,40,48, 56, ....

14: 14,28, 42,56, 72, ....

Se tiene entonces que: 56 = m.c.m.(8, 14) =8 E 14

e minimo comUn multiplo de varios enteros.

En forma mas general, sea una familia finita de enteros {a;; as; -, a,}. Se llama
comun multiplo de estos n enteros a todo elemento de la interseccion

aZNnaZnNNal.

Como esta interseccion es un ideal de el anillo principal Z, existe entonces un ente-
ro natural meN  (y uno solo) tal que

aZNnaZnNnNnaZ=mZ
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Definicion

Al entero natural m se le llama minimo comun multiplo de los enteros a;; ay; - a,.
y se denota m =m.c.m. (a;; ap; *** ap).

Se puede ver que el conjunto de los multiplos de dos o varios nimeros coincide con
el conjunto de los multiplos de sus m.c.m.

4.3.4. Divisores comunes. M.C.D.

Sea a € Z. Se designara por D(a) al conjunto de los divisores de a
D(a) = {xeZ/ x| a}.
Sia=0,setiene D(0)=Z.Sia=#0, D(a) es finito y no contiene al 0. Por ejemplo
D(12) = { £1; £2; £3; +4; £6; £12}.

Sean a y b dos enteros. Se llama divisor comun deay b a todo elemento de la inter-
seccion: D(a) N D(b).

Pi3
5 e D@ ND(b) < aZ+bZcdZ

En efecto, si d es un divisor comun de ay de b entonces aZ — 6Z y bZ < 6Z (ver
propiedad anterior, P;,), de donde aZ +bZ c 6Z.

Reciprocamente, si se da la inclusion, entonces aZ — aZ + bZ < 8Z y 9 divide a.
Asimismo 0 divide b.

Ahora, ya que todo ideal de Z es principal, existe un entero natural deN (y uno so-
lo) tal que:
aZ +bZ=dz (1)

De acuerdo a la propiedad anterior, d es un comun divisor de a y de b. Ademas 0 es
un divisor comun de a 'y de b, siy solamente si, dZ < 6Z, de donde & divide a d. El conjun-
to de los comunes divisores de a y de b, coinciden con el conjunto de los divisores de d.

Definicion.

Al entero natural definido por (1) selo denomina méximo comun divisor deay de
by sedenota d = M.C.D.(a, b) o tarrbién d=a)M b.
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Teorema.

El conjunto de los divisores comunes de dos enteros coincide con el conjunto de los
divisores de su M.C.M.

D(a) M D(b) = D(a )M b)

Se tiene asi una ley de composicion de Z en N, con (a,b) — aW b, que es

conmutativa, y si se cambia el signo de a o de b, el resultado aWb no cambia. Para

aWO=|a| y aWIZI

todo a € Z, se tiene

Algoritmo de Euclide.

Consiste en un procedimiento para el calculo practico del M.C.D.(a, b)

Lema 1.

Sean a y b dos enteros. Para todo entero g, tomamos r=a — bq.
Entonces:

aWb=b M a

En efecto, r = a — bq pertenece al ideal aZ + bZ, entonces amb dividea r y
como divide también a b, entonces a)M b dividea b)Mr. Como r y ajuegan el mis-

mo rol, se tiene también b )M r divide a aw b.

Para el célculo del M.C.D.(a, b), se puede acotar al caso donde a y b sean dos en-
teros naturales no nulos. El Algoritmo de Euclide consiste en efectuar las divisiones eucli-
dianas sucesivas.

Suponemos a > b y efectuamos la division euclidiana de a por b:
a=bq1 +1q; 0<r1 <b.

Porle lema I, setiene a)Mb=Db )Mr,. Sereemplaza el par (a, b) por el par

(b, r1) constituida por enteros naturales mas pequefios. Se reitera el procedimiento sobre
(b, r1). Se efectia asi las divisiones euclidianas sucesivas:

b=r1q2+r2 0< n<nm
Iy =1qsz +13 0<nn<n1n
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Con

ambzbmrl :rIWQ:QWk — e

La sucesion 1y, 1y, 13, -, €s estrictamente decreciente en N, entonces finita. Existe
en consecuencia un nimero natural n (el cardinal de esta sucesion) tal que 1, =0

Entonces:
I'n-2=TIn-10n +0

prueba que aWb =rn_2Wrn,1 =TIn_1.

EI M.C.D. de ay de b es el ultimo resto no nulo del algoritmo.

Ejemplo: Hallemos el mdximo comun divisor de 234 y 129, haciendo las divisiones suce-
sivas y usando el algoritmo de la division, podemos escribir:

234 =129-1+105
129=105-1+24

105= 24-1+ 9

24= 92+ 6
9= 61 + 3
6 =132

Es decir el médximo comun divisor de 234 y 129 es el numero 3.

4.3.5. Enteros primos entre si

Definicion.

Dosenterosay b sedicen primosentre si, S aWb: 1, (M.C.D.(a, b)=1).

Que es equivalente a decir que el ideal engendrado poraybes Z:
a)Mb=1 < aZ+bZ=Z

Teorema de Bezout.

Dos enteros a y b son primos entre si, y solo si, existen dos enteros x e y tales
que

ax + by = 1.
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En efecto, si aZ +bZ =Z,luego 1 € Z muestra que existen dos enteros x e y ta-
les que ax +by=1.

Reciprocamente, si tales enteros x e y existen, serd 1 € aZ + bZ y este ideal que
contiene al 1, coincide con Z.

Lema 2.

Para cualesquiera a, b, c:

ca)Mcb=|c|-(a)Mb).

En efecto, si [ =aZ + bZ es el ideal engendrado por a y b, entonces cualquiera que
sea el entero c, el ideal engendrado porca y cb es el conjunto de los cax + cby = c(ax +
by), cuando x e y recorren Z, luego coincide con cl:

caZ +¢bZ = c(aZ +bZ) = ¢ (a)M b)Z.

Teoremadeladivisibilidad

S “a” dividea“bc” ys “a” esprimocon “b”, entonces “a” dividea “c”.
Sera:
aMb=1 = ca)Mcb=|c|

que “a” divide “bc”, y como divide a “‘ac”, divide entonces ca )M cb = c|.

Ahora, consideremos dos enteros a y b no nulos; sead = a iM b e introducimos los

cocientes exactos oy B de ay deb pord:

a=do y b=dp.
Calculamos 6 = OLW B.
Sera:
da)MdB=déd = d=dé6 = o=1.

Se enuncia entonces la siguiente propiedad:

P4 I
Los cocientes (exactos) de dos enteros no nulos a'y b por aw b son primos entre
Si.
Sea m= aﬁb = m.c.m.(a, b). Se introducen los cocientes exactos o y [ de m

porayb.
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m = aa = bf.

125



Calculamos 6 = aw B. Se introducen los enteros o’, B°, m’ tales que:

oa=0a’,B=0B" ym=0om’.
Se tiene m’ ‘m Ademas

m =ao’=bp’ => meaZnNnbZ=mZ = m|m’.

En consecuencia m=m’ y 6 =1y se tiene:

Pis

Sean a y b dos enteros no nulos. Los cocientes (exactos) de a%b, por a

y b son primos entre si.

Consecuencia.

De acuerdo a las notaciones precedentes, para todo entero k, se tiene
km = (ka)a = (k3)b
a)MB=1 = ka)Mkp =K.
Dado que el producto ab es multiplo comun de a y de b, existe keZ tal que
ab = mk.
Para ese k, se tiene ka =b y kB =a, de donde ka )M kB = b)Ma = [k|. Se

puede entonces enunciar lo siguiente:

P16
El valor absoluto del producto de dos enteros es igual al producto de sus

M.C.D. por sus m.c.m.
(a)Mb) (a)m b)= |ab|.
Esta relacion es verdadera asimismo, si a o b son nulos.

4.3.6. Divisores comunes de varios enteros

Sea una familia finita de enteros {aj, a, -, a,}. Se llama divisor comun de estos n
enteros a todo elemento de la interseccion:

D=D(a;) n D(ay) N - N D(ay).
Se introduce el ideal engendrado por ay, -, a,
I[=aiZ+ayZ+ - +az,
y generalizando la propiedad 13:
de Do 1cdz (2)
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En efecto, si & es un divisor comun de ay, -, a,, entonces (P13) aiZ < 8Z, (1 <i<n)y por
consiguiente la suma de los ideales a;Z esta incluido en 6Z:

I=a1Z+aZ ++a,Z cdZ
Reciprocamente, si esta inclusion tiene lugar, como

(1<i<n) aeaZclcdoZ
se tiene 8 | a; (1<i<n)y & esun divisor comun de aj, -, a,.

Ahora, ya que todo ideal de Z es principal, entonces I es principal y existe un en-
tero natural d € N (y uno solo) tal que

aZ+aZ +-+ a,Z=dZ. (3)

Por (2), de es un divisor comun de aj, -, a,. Ademas, para que 4 sea una un divi-
sor comun de aj, -*, a,, es necesario y es suficiente por (2), que dZ c 6Z, de donde
5 d.

Definicién.

Al entero natural d definido por (3) se le denomina méximo comun divisor de los n
enteros aj, ap, **, a,y se denota MCD(ay, ap, -, ap).

Se a obtenido el siguiente teorema:

Teorema 6.

El conjunto de los divisores comunes de varios nimeros coincide con el conjunto
de los divisores de su MCD.

Dado que la adicion de ideales es asociativa, se puede afirmar que la ley de compo-
sicionen Z, (a, b) > aW b es asociativa y se denota:

MCD (ay, ap, =, an) = a1Wa2 W Wan.

Para el calculo practico del MCD, se calculan sucesivamente:

d= almaz; d; = dzw a, ",

hasta que
d,= dy-q W a, = MCD(ay, ap, -, ap).

Enterosprimosentres

Se dice que los enteros ay, a,, ***, a, son primos entre si; si MCD(ay, ap, -, a,) = 1.
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Por ejemplo los tres enteros 6, 10, 15 son primos entre si.

Si entre los n enteros aj, a, -, a, dos enteros son primos entre si, entonces, cua-
lesquiera que sean los n — 2 restantes, los n enteros son primos entre si.

Teorema de Bezout

Los n enteros aj, as, -, a, son primos entre ellos, si, y solamente si, existen n en-
teros xj, Xp, =, X, tales que

Xy taxxy+ -+ apxp =1

En efecto, si a;Z + a,Z + -+ a,Z = Z, entonces 1 pertenece a Z muestra que
existen n enteros xi, X», -, Xn tales que a;x; + axxp + -+ apX, = 1.

Reciprocamente, si existen n enteros, entonces se tiene le a;jZ +a,Z + -+ a,Zy
este ideal que contiene al 1, coincide con Z.

NOTA:

Se dice que n enteros a;, a,, **, a, son primos entre si dos a dos si

(1<i<j<n) a)Ma=1l.
Por ejemplo, los tres enteros 8, 9, 35 son primos entre si dos a dos.

Se puede ver que los n enteros primos entre si dos a dos son a posteriori primos en-
tre si, pero la reciproca es falsa.

4.3.6. NUmeros primos

En lo que sigue, se considera al conjunto N* delos enteros naturales no nulos.

Definicion

Unenterop € N* sediceprimosi p> 1y s no divisible mas que por si mismoy
por 1

pesprimo < D(p)={l,p}
Los niimeros primos menores a 20 son:

2,3,5,7,11, 13,17, 19.
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NOTA: En el caso de que el conjunto de referencia sea el de los enteros relativos Z, en
lugar de N*, como hemos considerado nosotros, se puede definir a un numero primo, co-
mo todo numero entero relativo que posea exactamente 4 (cuatro) divisores. En ese caso
entonces seran primos también los nimeros opuestos a los dados mas arriba, esto es: (-2),

('3)’ ('5)’ ('7)’ ('13)’ ('17)’ ('19) .

Un resultado inmediato de la definicion, es que si un numero primo p no divide a
un entero a, entonces p y a son primos entre si.

Py7
Todo entero superior a 1 no primo admite al menos un divisor primo.

Sea un entero no primo o superior a 1. Entonces D(a) contiene un niimero distinto
de ay de 1. Tomamos
d =min(D(a)) - {1}

y mostraremos que d es primo. En efecto, si no lo fuera, existiria un entero d’ tal que seria
alavez 1<d<d y & |d, de donde d’|a y por consiguiente d’e D(a) — {1} con d’ es-

trictamente inferior al minimo d. Contradiccion.

Pig

S un ndmero primo divide un producto de enteros, divide a uno de €llos.

En efecto, si p divide ab sin dividir a, entonces a serd primo con p, divide a b de
acuerdo al teorema de la divisivilidad.

Corolario

S un nimero primo divide un producto de factores primos, é esuno de €llos.

Teorema 6.
El conjunto de los numeros primos es infinito.

Supongamos que el conjunto P de los numeros primos sea finito de cardinal n
P ={p1, p2, ", P}
debemos mostrar que es una contradiccion.
Consideremos el entero a=1p; p2 - pn+ 1.
Se tiene que a > max P. Consideramos dos casos:
1. Siaes primo, se tiene que a € Py a>max P. Contradiccion.
2. Siano es primo, admite al menos un divisor primo d (P;7). Luego se tiene d
P y por consiguiente d divide p; p2 - pn ya que d esigual a uno de los fac-

tores del producto. Entonces

(dla y d|p1p2 “Ppn) = dl1 (contradiccion)
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Entonces P no puede ser finito.

Descomposicion de un entero en factores primos

Teorema.

Todo entero no primo superior a 1 es el producto de factores primos
La descomposicion es Unica.

Existencia.
Sea a un entero natural superior a 1, no primo. De acuerdo a P;7, admite un divisor
primo p;:
a=pa; p1 € P, a; <a.
Si a; € P, la existencia queda establecida. Si a; ¢ P, entonces a; admite un di-
visor primo py:

a; = paaz; p2€P, a <aj.
Es decir

a = p1p2az; pi,p2€P, a<a<a.

Si a, € P, la existencia queda establecida. O si no, se continta haciendo intervenir
un divisor primo p; de a;. En la etapa de rango k, se llegara a:

a=pip2 - Pxak; (p1, P2, =", Px primos) € P
con a>al>a2>'"> ak

La sucesion de enteros naturales ax es estrictamente decreciente, luego finita. Si se
designa por n el cardinal de esta sucesion, se tiene a,=p, € P y

a=pip2 " Pn

La existencia de una descomposicion de a en factores primos queda entonces es-
tablecida.

Unicidad:
Supongamos que existen dos descomposiciones para el mismo entero a:
a = I)lr-)2 cee pn = I)’lr)’2 “ee p’m

Como p; divide al primer producto, divide también al segundo. Por el corolario de
Pis, p1 esigual auno de los p’; por ejemplo p’; . Simplificando, se obtiene:

p2 cee pn = p’z cee p m
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Haciendo el mismo razonamiento se llega a identificar los n ntimeros primos del
primer producto con los del segundo y por consiguiente n < m. Pero como las dos des-
composiciones juegan el mismo rol, se tiene también que m < n, de donde m = n, con lo
que se completa la demostracion.

OBSERVACION:

Si, en la descomposicion de a, existen o factores primos iguales a p;, agrupando
todos estos factores iguales, se obtiene p;l b,

Sea p, un factor primo distinto de p;. Si existen o, factores primos iguales a po,
agrupando todos estos factores se obtiene pgz . De manera que la descomposicion del
entero a en factores primos se presenta finalmente bajo el siguiente aspecto:

oy

a= p,

Oy | [0

Py” Py’
P1, P2, -, pr seran primos distintos dos ados y o, o, -+ o, seran enteros de N*.

Por ejemplo: 360 = 2°-37-5.
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Ejercicios propuestos.

1. Sea F el conjunto de las funciones cuyos dominios y codominios son los enteros.
Muestre que, si al conjunto F se dota se las operaciones:
(f+ 20 =fx)+gx) y (F.9®)=fx).gx),VEgeF, esunanilo.

2. Considere el conjunto 2 ZxZ. Defina la suma y producto en 2ZxZ de la siguiente ma-
nera:

(x,a) +(y,b)=(x+y;a+b)

(x,a) . (y. b) = (xy + bx + ay; ab),

con (x,a); (y,b) € 2ZxZ. Muestre que (2ZxZ, +,.) es un anillo conmutativo con uni-
dad.

3. Demuestre que (Z3, +..); (Zs, +,.) ¥ (Zis,+,.), tienen estructura de anillo.

4. Sea f unafuncionde {(a+ib/a,b e Z,i*=-1)} sobre si mismo definida por:
f(a + bi) = a - bi. Muestre que f es un homomorfismo.

5. Demostrar que Y2 ¢Z.
6. (Cuales de los siguientes numeros reales son enteros?
Yoy 7/3; 27/3; 1+Ya; -2/2; 0/2; 2/-2.

7. (Que enteros z, -10 <z <10 se escriben en la forma 4m + 1, para algin meZ?
Idem para 4m + 3.

8. Calcularen Z
1-(2-B-(4-G-6-(7-@-0O-(10-11))))M))).

9. Dado x € R, encontrar m € Z talque m<x<m+ 1, en los casos siguientes:
a) x=-1/2; b) x=-7/3; ¢)x=18/5; d) x=-23/3; e) x=-17.
10. ;Cuéles de los siguientes numeros enteros son pares, n € N?

a) 3n°+1; bynmn+1); ¢) m-D@n+1); d)n'-n
Recordar: Un nimero entero m se dice par si 2 | m.

Algoritmo de la divisiéon en Z.

Sean a y b nimeros enteros, b> 0, entonces, existen y son Unicos enteros q y r
talesque: a=b.q+r, con 0<r < b. q y rsedenominan respectivamente cociente
y resto.

11. Determinar q y r si:

a) a=4231, b=7; b) a=-4231 y b=7; ¢) a=957 y b=12; d)a=132 y b=
-89.

132



12. Se sabe que el resto de la division de 748 por un niimero n positivoes 20 yel
resto de la division de 1229 por n es 33. Hallar n.

Maximo comun divisor

Sean a y b enteros, (a, b) # (0, 0) (o sea no simultineamente nulos). Existe d e
N con las siguientes propiedades:

i) d|lby d|b
i1) Existen enteros u y v talesque d=u.a+v.b
Entonces d se denomina el maximo comun divisor (m.c.d.) de ay by se denota d = (a, b)

13. Determinar el m.c.d. si : a) (a,b)=(84,45) ; b) (84, -45).

Minimo comin multiplo

Sean ay b enteros, no nulos. Entonces a.b y -(a.b) son multiplos de a y de b.
Se sigue de esto que a y b poseen un multiplo comin mayor que cero. O sea, el conjunto
H de multiplos comunes positivos de a y b es no vacio.

Si m es el elemento minimo de H, tenemos las siguientes propiedades:
1) m es multiplode a y deb.
i)m>0
i) Si ke Z, k>0, k multiplode a y b, entonces m <k.

Al m asociadoa ayb lodenominamos el minimo comun multiplo.

14. Hallar el minimo comin multiplo de: a) 1y 12; b) 1y-I; c) 8y 14
d) 12 y 15; e) 11 y -13.
Teorema fundamental de la aritmética
SeaneZ;, nz#0; n=z#l, n=-1. Entonces existe una sucesion finita de
primos

pi, i=1,..,k talque 0 <pi<,,, <pk
k
n:g.Hp, =&.p...px donde & es loes -1
i=1

15. Representar los siguientes enteros como productos de primos
a) 1472; b) (210)* ; ¢) 18.365.

16. Escribir 141 y 152 enbase 4. Hacer su sumay comprobar los resultados
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Congruencias
Sea m un numero positivo. La relaciéon congruente modulo m (= mod m), se de-
fine para todos los pares a,b e Z por a=b(modm) < m]|(a-Db).

17. Hallar los menores enteros positivos moédulo 5 con los cuales son congruentes 19 ;
288.

18. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:
a) 11=-1(6); b) 13=0 (2); ¢) 10°=10(3); d) 31=-18 (7).
19. Qué valores de m hacen verdadera las congruencias siguientes:

a) 5=4(m); b) 1197=186 (m).
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5. Enumeramientos

5.1. Arreglos

Comentario:
El andlisis combinatorio es la ciencia, y en alguna medida, el arte de contar o enu-
merar los elementos de un conjunto finito. Por otra parte, un buen conocimiento de com-

binatoria, siempre 1til, permite resolver muchos problemas de situaciones reales, como los
de probabilidad de forma especialmente rapida y elegante.

5.1.1. Factorial
Definicion.

Sea n un ndmero natural, sellama factorial den, y se denota n!, al nUmero na-
tural definido como sigue:

a 0=1;
b) Sesuponedefinido n!, ysedefine (n+ 1)! por

(n+ D= (n+ 1)n!
Se obtiene asi por ejemplo:
I'=0+ND!'=0+D0=11=1, 20=1+D!'=(1+1)l!=2-1=2

etc., y paratodo n € N*,
nl=1-2-3- ...'n

El factorial de n es el producto de todos los enteros de 1 a n.

La aplicacion n — n!, queda ademas, de acuerdo al axioma de recurrencia, de-
finido para todo N.

Es decir la funcién factorial, tiene dominio el conjunto N y por codominio al
conjunto N*. Es una funcion no inyectiva, dado que 0! =1!=1, y no sobreyectiva dado

que no existe ningiin numero natural n cuyo factorial sea el nimero 3, (por ejemplo).

La gréfica de esta funcion, es decir el dibujo en el plano de {(n, p) / n!=p}, esun
conjunto de puntos aislados.
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Smplificacion. Muchas veces en el calculo aparecen cocientes de factoriales, que
en la practica convienen simplificar, (usando la definicidon) para un mejor manejo de los
mismos. Por ejemplo:

L. (n+2)! (n+2)m+1)n(n-1)! —(n+2)(n+1)n

(n-1)! (n—1)!

(n-1)!  (n—1)(n-2)(n-3)!
(n-3)! (n-3)! -

(n—=1)(n-2)

Antes de definir arreglos o variaciones, vamos a considerar el siguiente problema:

-Dados los conjuntos A= {1,2}c N y B={a,b,c}.;Cuantas funciones in-
yectivas distintas, de A en B, se pueden definir?

Se puede resolver el problema haciendo los diagramas de Venn de todas las fun-
ciones inyectivas distintas:

A f, A f, B A f, B
a
g () (3
C
A A f5 B A fe B

Los seis diagramas representan a seis funciones inyectivas distintas, y no hay nin-
guna mas

Se debe notar, que, al ser el dominio A un subconjunto de niimeros naturales esta
totalmente ordenado por la relacion usual de orden de nimeros naturales. Como ademas la
funcién es inyectiva, se induce el mismo orden en el conjunto imagen de la funcién. Por
consiguiente las seis funciones quedan caracterizadas si se identifican a las seis imagenes
distintas (respetando el orden establecido).

Por ejemplo:

(imagen de A por fi)
(imagen de A por f)
(imagen de A por f3)
(imagen de A por fa)
(imagen de A por fs)
(imagen de A por fg).

4

o

o oo o
oo " 0 o o

-
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A cada una de las seis imagenes, se las llama una variacion o arreglo de 2 en 3 (o
también de 2 elementos tomados de 3 elementos).

El problema a resolver, entonces, es hacer una definicion de este concepto que nos
permita, identificar a las variaciones con problemas reales y una formulacion para calcu-
lar el nimero de arreglos posibles.

5.1.2. Definicion
Se considera un conjunto B finito cualquiera, no vacio, de n elementos y sea:

I, =[1, p] €N un intervalo inicial de N tal que p<n.
Definicion.
Sllama arreglo delos n objetosde B, p a p, a laimagen de una inyec-

cion cualquierade 1,=[1,p] en B.

Sea f una de esas inyecciones, el orden estricto y total en el intervalo I, define un
orden estricto y total en el arreglo f (I,) © B, de la siguiente manera: cualesquiera que
sean los numeros distintos 1 y | deelintervalo I, si i < j, sediraque f(i) es
anteriora f(j) vy se denotara f(i) < f(j) :

<) = f(@i) <f().
Se obtiene asi, por grafo del arreglo,

flp) ={ a1, az,.., ap },

con

(Viel,) & eB.

En otros términos: Sellaman variaciones o arreglos den elementos tomados de p
en p, a las colecciones distintas que pueden formarse con p elementos distintos entre los
n, siendo dos colecciones distintas si tienen algun elemento distinto, o teniendo los mismos
elementos, estan en distinto orden.

5.1.3. Numero de arreqglos

El problema que se propone ahora es el siguiente:
(Cual es el nimero total de arreglos de n objetosde B, p a p?

La respuesta se da por el siguiente teorema:
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Teorema 1.

Dado € conjunto B den elementos y un ndmero natural p tal que 1 <p <n,
el nimero total de las funcionesinyectivasde [1, p] en B viene dado por:

nn-1)(n-2)..(n-p+ 1).
Demostracion.
Se toma I, =[1, p] y serazona por recurrencia sobre p, limitadaa [1, n].

1° El teorema es verdadero para p = 1. En efecto, el intervalo I; = {1} no tiene
mas que un elemento. Una inyeccion de I; en B queda entonces determinada toda vez
que se fije la imagen de 1 que es Unica. Como hay n elementos en B hay en conse-
cuencia, n funciones inyectivas.

2° Sea 1<p<n. Sesupone que el nimero de las inyecciones de I, en B sea
igual a

nn-1)(n-2)..(n-p+1).
Se debe demostrar que el nimero de funciones inyectivas de I,+; en B esigual a

nn-1(n-2)..(n-p+ 1)(n-p)
(nimero deducido del precedente y multiplicado por n-p, es decir, [(n-p+ 1) -1].

Sea f uninyeccion de I, en B. Entonces, f(Ip) contiene p elementos. Se puede
extender f enuna inyeccion de I,+; en B definiendo f(p + 1). Ahora, B - f(lp) contiene
n - p elementos; hay entonces n - p elecciones posibles para la imagen f(p + 1). Toda
inyeccion de I, en B se extiende en consecuencia en n-p inyecciones de Iy en B.
Como toda inyeccién de I, en B es la extension de una inyeccion de I, en B, el
teorema queda demostrado.

Notacion.
Sedenota Ayp=Vhp=n(n.1)(n-2)..(n-p+ 1), setiene evidente-
mente
n!
:V =
Mrp =e = (0 p)
Caso particular.
Si p=n, se obtiene
Ann=Vpan=nl

Corolario:
Sea B un conjunto de n elementos, € nimero total de biyecciones de [1, n]
sobre B es n!
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Ejemplos:

1- ¢ En cuantas formas pueden fotografiarse 5 personas en grupo alineados de 3 per-
sonas?
Respuesta: Vs .
2-  En una sala de diversiones hay 8 juegos individuales distintos. (En cudntas
formas pueden ocuparlos 5 personas?
Respuesta: Vgs.

5.2. Permutaciones de un conjunto finito

Se llaman permutaciones ordinarias en el conjunto B = {aj, a, a3, ..., a,} de p
elementos, a las diferentes agrupaciones que pueden formarse con dichos elementos, toma-
dosde p en p (distintos todos ellos) las cuales solo diferiran en el orden de colocacion de
los mismos.

Se puede observar que hay tantas aplicaciones biyectivas posibles como permuta-
ciones de los elementos aj, a, as, ... ap, y que cada permutacion esta formada por las ima-
genes de los elementos 1,2, ...p del intervalo inicial [1, p], con lo que se puede afir-
mar que: “las permutaciones ordinarias en el conjunto B = {ay, a,, a3, ... a,} de p elemen-
tos son tantas como aplicaciones biyectivas pueden establecerse de un conjunto arbitrario
A también de p elementos, y en cada aplicacion biyectiva las imagenes, constituyen una
permutacién diferente en B.

En el teorema 1, se puede tomar, en lugar del intervalo [I, p], un conjunto cual-
quiera I, que tenga p elementos. Se obtiene asi el enunciado mas general:

Sea |, unconjunto cualquiera de p elementos y B un conjunto cualquiera
de nelementos (1 < p < n), e nimero total delasinyeccionesde I, en B es
nn-1)..(n-p+1).
En particular, I, puede ser una parte de B.

Si I, =B, entonces se sabe que una inyeccion de B sobre si mismo es biyectiva y
se denomina permutacion de B.

5.2.1. Definicion.

Sea B=1[1,p ={12, .., p} € intervaloinicial de orden p. Sellama permuta-
cionde B atodaaplicacion f: B — B biyectiva.

Es costumbre denotarlas con las matrices:

f._[ 1 2 3 i p j
o @ 3 .. f() f(p)
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escribiendo debajo de cada i, el valor f(i) asignado por la funcion. De esta forma una
permutacion esta dada por la sucesion:

) 2 3 .. f(p)

de nimeros en [1, p]. Por ejemplo si p=2 hay solo dos permutaciones: 12 y 21,
que corresponden respectivamente a las aplicaciones:

1 2
1 2
si p=3 hay 6 permutaciones

123 132 213 231 312 321

correspondiente a las aplicaciones:

123 123 123 123 123 123
123 132 213 231 312 321
Se tiene asi el teorema:

Teorema 2.

El nimero de las permutaciones de un conjunto B de n elementoses nl.

OBSERVACION. Es usual, en lugar de decir arreglos de n objetos de B, n a n, se diga
“permutacion de los n objetos”, confundiendo la aplicacion “permutacion de B” con la
imagen que ella da de B. Se trata aqui de no cometer esta confusion y se usara el nom-
bre de arreglo para designar a la imagen.

Ejemplo 1: ;De cuantas formas pueden fotografiarse una familia de 5 personas puestas en
hilera?
Respuesta: 5! =120.

El mismo problema pero ahora se pide que la madre y el padre estén siempre jun-
tos.

Respuesta: 2 . 4! = 48. En efecto, es este caso padre y madre forman un s6lo objeto
de manera que se trata de permutaciones de 4 objetos. Pero ademés hay dos formas en
que pueden ubicarse, uno respecto del otro.

Ejemplo 2: ;De cuantas formas pueden fotografiarse 6 chicas y 7 chicos puestos
en hilera pero de manera tal que nunca aparezcan juntos dos personas del mismo sexo.

Respuesta: 6!.7!
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Ejemplo 3: 3 parejas van al teatro y sacan 6 entradas consecutivas de una misma fila que
reparten al azar. El espacio muestral tiene de cardinal el nimero de permutaciones de 6
elementos Respuesta: 6! =720. Tienen 720 formas diferentes de sentarse los 6.

5.2.2. Inversiones en una permutacion

Se llama inversion a todo par de subindices de una permutacion, que esté en orden
inverso al natural.

(a; a2 a3 a4) no tiene inversiones.
(ap aj a3 a4) tiene la inversion (2-1),
la (as a; a4 ay) tiene tres inversiones (3-1); (3-2);y (4-2).

La permutacion se llama de “clase par” o de “clase impar” segin que el nimero

de inversiones de los subindices sea par o impar.
Si el nimero de inversiones es cero, se considera de clase par.

5.3. Combinaciones

Comentario:

En lo precedente, ademds de establecer nociones generales sobre algunas formas
de contar, hemos estudiado algunas situaciones que aparecen con frecuencia en Combi-
natoria. Por ejemplo, hemos desarrollado formulas para el calculo de permutaciones y
variaciones, esto es, elecciones ordenadas de una cierta cantidad de elementos, sin repeti-
cion. Cuando no nos importa el orden en que los objetos son elegidos, nos referimos a
combinaciones de los mismos. Por lo tanto, las combinaciones de n objetos tomados de a
p, pueden describirse como todas las formas posibles de elegir un subconjunto de p ele-
mentos, en un conjunto de n elementos. Debe quedar claro aqui que la expresion “conjun-
to de p elementos” designa, por supuesto, a p elementos distintos.

Antes de hacer una definicion formal de este concepto, se considera el siguiente
problema:

Dados los conjuntos I3=[1, 3] y el conjunto B = {1, 2, 3, 4}, ;Cuéntas funciones
inyectivas existen de I3 en B? La respuestaes As3=4.3 .2 =24 funciones inyectivas
y se pueden representar por:

123, 132, 213, 231, 312, 321

124, 142, 214, 241, 412, 421

134, 143, 314, 341, 413, 431
234, 243, 324, 342, 423, 432

Ahora bien, de acuerdo a lo que se dijo en el comentario inicial, se puede decir en
general, que dado un conjunto finito, se llama combinacion de orden p a todo subconjunto
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de p elementos. Es claro que cada variacion de p en n determina una combinacion (la
combinacion se forma con los elementos de la variacion). Pero distintas variaciones pue-
den dar lugar a la misma combinacién. En el ejemplo anterior, las variaciones de 3 en 4
que hemos enumerado mas arriba dan lugar a sendas combinaciones cuando ignoramos el
orden de los elementos. Estas son: 123, 124, 134 y 234.

5.3.1. Definicion
Sea B un conjunto no vacio de n elementos y P un niimero natural tal que 1<p <n.
Definicion.

Se llama combinacion delos n elementosde B, p a p, atodapartede B de p
elementos.

En una combinacién, ningin orden interviene en estos P objetos.

Por lo dicho anteriormente, siendo las combinaciones de n objetos aquellos arre-
glos que se diferencian en por lo menos un elemento, bajo el supuesto de conocer el nlime-
ro de combinaciones de n elementos tomados de p en p, facilmente obtenemos el total
de variaciones de esos mismos objetos, también de p en p, si en cada combinacidon proce-
demos a alterar el orden de disposicion de sus elementos en todas las formas posibles. Pe-
ro, como cada combinacion, tiene p objetos distintos, alterar su orden en todas las for-
mas posibles y computar su nimero es hallar las permutaciones de p elementos. Por lo
tanto, a partir de las combinaciones, es posible calcular el nimero de variaciones de igual
orden si, a cada una de ellas, le efectuamos las permutaciones indicadas.

El nimero de las combinaciones de n objetos p a p esta dado por el teorema si-
guiente:

Teorema 3.

Dado unconjunto B de n elementos, € nimero departesde B que tienen
p elementos (1< p < n) es.

n(n—1)...(n— p+1)
p! '

Demostracion.

Se considera al conjunto 7 de todas las inyecciones de I, =[1, p] en B. Se sabe
que 7 contiene:
nin-1)(n-2)..(n-p+ 1)  funciones inyectivas (teorema 1).

Si fe7 entonces f(I;) esunapartede B quetiene p elementos. Se vana
contar, en 7, las inyecciones que dan de I, la misma imagen A c B. Para ello, se estudia
la relacion binaria siguiente en 7 :

f=g9g <« f(lp = 9(lp
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Larelacion = es reflexiva, simétrica y transitiva (queda como ejercicio probar-
lo). Es decir, es una relacion de equivalencia. Por consiguiente parte a % en clases.
Todas las inyecciones de una clase dan la misma imagenen B ytodaparte A de B
que tenga P elementos define una y solo una clase. El numero de clases es en conse-
cuencia igual al nimero buscado de partes de B que tienen p elementos.

Se busca ahora el nimero de funciones en cada clase. A todo par f,g talque f
= @, sele asocia una aplicacion h de I, en I, dela manera siguiente:

f,99 —> h;

h: I, - I,
x—"sy=hx) tal que f(x)= gy).

La aplicacion h ha sido bien definida pues, atodo X de I, le corresponde
uno, y séloun y, de I, tal que f(X)=g(y), dadoque g esinyectivay que

f(lp = 9d(lp).

Ademas, h es biyectiva, pues todo y de I, eslaimagen de uno y sélo un
elemento X de I, yaque f esinyectiva.

En consecuencia, h esuna permutacion de I, Ademas,
(Vxel) f() = g(y) = g[h(x)],
delo quesurgeque f=g o h.

Por ultimo, para f y g dadas enuna misma clase, la permutacion h es tnica.

Si se designa por 2, al conjunto de las permutaciones de I,,, se acaba de demostrar:
f=g = @A'he? talque f=goh).

La reciproca es inmediata: si existe una permutacion h de I, talque f=g o h,
se tiene evidentemente f (I;) =g (I,), entonces f=g.

En consecuencia, el nimero de los elementos f de una clase de equivalencia re-
presentada por g es igual al nimero de las permutaciones de 2. Se sabe que este nu-

mero es P! (teorema 2).

Como el numero total de las funcionesde 7 es A,,, el nimero total de las
clases es entonces:

Avp  n(n=D..(n—p+1)  nl
p! p! - p!(n-p)!
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El teorema 3 queda demostrado.
Notaciones.

El nimero de las combinaciones de n objetos p a p sedenota C,.
Se tiene

_Avp n(n-D(n-2)..(n-p+)  nl
P opr p! ~ pl(n-p)!

Ch
Es costumbre denotar a este ultimo niumero como:

c (n] n!
~P\p) (n-pp!

Se puede extender esta formula a p=0 , si serecuerdaque 0!=1, conlo que
Cho = 1. Dado que:

n n! n! _
Cn,o =lo)~ (n—0)10! =l 1. Tambien se define:

n
Cn,p:(pjzo st n<p.

Ejemplos

1. En una carrera compiten 10 corredores y se clasifican los tres primeros para la
siguiente fase. ;De cudntas maneras puede producirse la clasificacion?

2. Se reparten tres globos entre seis amigos. El nimero de posibles repartos es
C6,3 = 20.

3. ;Cuantos equipos de futbol se pueden formar con 15 personas, si un equipo tiene
once integrantes?

4. ;Cuantas lineas quedan determinadas en el plano por 10 puntos no alineados de a
3?



5.3.2. Propiedades

Bl G o (J)-[,")
1 np=Cnnps O tambien p = n—p

En efecto,

(nj_ n!
p/  pli(n-p)!

el cociente no cambia cuando se reemplaza p por n-p.

B
n>p>1 implica

En efecto,

[n—l}{n—lj_ (=Dt (n-D!
p ) \p=U pl(n-p-D! (p-D!(n-p)!

_-nt ]_U
“pn—p PP T T p)

Esta propiedad nos ensefia cudndo la suma de dos nimeros combinatorios es cerra-
da:

Dos ntimeros combinatorios se pueden sumar, cuando tienen el mismo numerador
(n-1) y sus denominadores son consecutivos (Ppy p - 1). El resultado es otro numero
combinatorio que tiene por numerador al anterior incrementado en 1, esto es p; y como
denominador al mayor de los dos denominadores dados p.

Esta suma de nimeros combinatorios, permite definir por recurrencia los coeficien-
tes del desarrollo del binomio de Newton para cada nimero natural n.

Escribiendo la relacion anterior para variados valoresde Ny p se obtiene el
triangulo de Pascal
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5.3.3. Tridnqulo de Pascal

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

n==6 1 6 15 20 15 6 1

n=7 1 7 21 35 35 21 7 1

n=3y8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
n=9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
n=10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Ahora bien, la Py : C,, =C,,p, se interpreta de la siguiente manera : cada sub-
conjunto de p elementos en [1, n] determina univocamente un subconjunto de n - p
elementos.

En cambio, la P, : C,p, = Cy1,p + Cht, p1; dice que: las combinaciones de p
elementosde n, seclasifican en dos subconjuntos diguntos.

A: losquecontienena n,
B: losque no contienena n.

Entonces A tiene Cnyp1 €lementosy B tiene C,1p, elementos.

Los subconjuntos no vacios de [1, n] se pueden clasificar en subconjuntos de 1
elemento, subconjuntos de 2 elementos, etc., esto no lleva a la formula

2"=C,o+ Ch1 + ...+ C =(n]+(n]+ +(nj
n, n, n,n O 1 coe n

En términos del tridngulo de Pascal significa que los elementos de la fila n  su-
man 2",

5.4. Binomio de Newton

5.4.1. Definicion y ejemplos

Consideremos un anillo conmutativo A. Sea N un nimero natural y X e Yy dos
elementos de A.

Se denomina binomio de Newton al elemento (X+ y)" de el anillo A.

Por ejemplo, de acuerdo a las propiedades de las leyes de composicioén en un anillo
A conmutativo:

(x+y)2= X+ 20y + ¥
(x+y)P=xC+ 3y + 3P + V.
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el problema que se quiere resolver es encontrar un desarrollo para (X + Y)", cualquiera sea
el nimero natural n.

5.4.2. Notacion

Sean a; ap ag -+ a, elementos en numero finito de un semigrupo aditivo E. La
suma siguiente :
S=a1t axt azgt+ -+ an

Se denota :
s=>a
k=1
Ejemplo en N:
Z K= n(n+1)
k=1 n

5.4.3. Teorema

Sea A un anillo conmutativo, x e y doselementosde A y n un nudmero natural
no nulo. Entonces:

(X+ y)n — i(g]xkyn—k

k=0
Demostracion.
Razonamos por recurrencia sobre el nimero n.
1° La relacion es verdadera para n=1.

La sumatoria se efectiia sobre dos términos:

o (el o ()

2° Suponemos la ley valida para n y demostrémosla para n + 1. Por hipotesis de recurren-
cia,

(X+ y)n — i[g]xkyn—k

k=0

Multiplicando los dos miembros por (X + Yy), se obtiene

(X+ y)n+1 — Z(EJXkHyn—k + Z(E]Xkﬂyml—k
k=0

k=0
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Sea p un numero natural tal que 0 <p<n+ 1, buscamos los términos en XPy™" P,

Hay dos:
a) Uno proviene de la primer suma con K+ 1=p.

Escribimos entonces esta primera suma con el indice p de suma y sacando el ulti-
, . + .
mo término X! fuera de esta sumatoria;

n+1 n ! ! n n !

p-I\P~1
b) El otro proviene de la Primer sumatoria con k= p,

. . , . . . r . +1,
Escribimos esta sumatoria con el indice p Yy sacamos de la misma el primer termino yn y

([ n o,/ n
Xpyn+1—p — yn+1 + ( pryml—p
oo g,

p-o\ P

De manera que en definitiva,

(X+ y)n+1 — Xn+1 +Z|:(pn 1j+(zj:|xpyn+l—p + yn-¢—1
p=l -

Aplicando la propiedad de la suma de nimeros combinatorios, se tiene:

p=0

n n 1 n+1 n 1
(X+ y)n+1 — Xn+1 +Z( :; ]Xpyml—p + yn+1 =Z[ ; jxpynH—P
p=1

El teorema queda demostrado.

5.5. Principio general de enumeracion

Si una experiencia A arroja n resultados posibles y por cada resultado de A
se realiza una experiencia B que puede arrojar p resultados posibles, entonces la reali-
zacion en sucesion de A y B arroja un numero totalde n-p resultados posibles.
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Es util graficar esta situacion utilizando un “diagrama de arbol”.

Experiencia A Experiencia B

0 < p ramas

n ramas

A partir del tronco dibujamos las n ramas correspondientes a la primer experiencia
y luego por cada rama dibujamos las p ramas correspondientes a la segunda experiencia.
Es claro que el niimero total de ramas es n-p. Podemos extender estas consideraciones a
k experiencias, Aj, ..., Ax k e N.

Siparacada 1, 1<i<k, A; esunaexperiencia que tiene n; resultados
posibles y si por cada resultado que tiene A; experiencias se realiza una experiencia Aj:
que tiene n;;; resultados posibles, entonces el nimero total de resultados posibles que
tiene la realizacion en sucesionde A, A,, ..., Ax eselproducto n;-ny- ... ng.

Un diagrama de arbol, también nos permite enumerar el nimero de funciones que
se pueden obtener, dados dos conjuntos finitos, como se ilustra en el siguiente ejemplo:
Ejemplo. Dados el conjunto A = {1,2} y el conjunto B= {a,b,c}, se trata de

“contar” haciendo un diagrama de arbol, el nimero de funciones de A en B.

Imagenes del 1 Imégenes del 2
a

a

Tronco b
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La primer rama me determina la imagen {a, a} = {a} de la primer funcién (fun-
cion constante), la segunda  {a, b} etc., en total 9 (nueve). O sea, por cada elemento del
codominio a, b, y ¢ tenemos 3 (tres) opciones para elegir la segunda imagen, toda vez
que se toma por segunda imagen la misma letra se trata de una funcion constante.

Para “ver” como van apareciendo estas funciones, se pueden hacer algunos dia-
gramas del tipo sagital:

A B A B A B
@ | h
M @ 3)

La (1) corresponde a la primer rama y es entonces la funcion constante, la (2) a la
segunda y asi sucesivamente. Como por cada elemento del codominio tenemos tres op-
ciones, como se ve en el diagrama de arbol hecho antes, el numero de funciones sera
iguala 3.3=3%=9.

Al conjunto imagen de una de tales funciones se denomina variacion con repe-
ticion de tres elementos tomados de dos en dos.

Es decir, dado un conjunto finito E de n elementos se llama variaciones con repeti-
cion p-arias, de los elementos de E, a las diferentes agrupaciones que pueden formarse con
dichos elementos tomados de p en p, iguales o diferentes, tales que se distingan en algun
elemento o en el orden de colocacion. Como por otra parte se ilustro en el ejemplo anterior.

5.6. Variaciones con repeticion

Setienen n elementos distintos: ay, as, as, ..., a,

Pretendemos ocupar p lugares con ellos de modo que cada elemento pueda ocu-
par mas de un lugar. Las distintas disposiciones se llaman variaciones con repeticion de
n_elementostomados p a p.

O también, sean A y B dos conjuntos finitos de cardinales respectivos p y n.
A las funcionesde A en B selesllaman variaciones con repeticion.

Vamos a considerar el caso mds general, calculando el nimero total de funciones

o aplicaciones de [1,p] en [l,n], donde p y n son nimeros naturales arbitrarios.
Este problema da lugar al siguiente teorema:

5.6.1. Teorema 4:

El nimero total de aplicaciones de [1,p] en [1,n], sedenomina ndmero de
variaciones de n elementos tomadosdea p con repeticion, y se denota y calcula como:

Vrnp=nP.
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Demostracion.

Para hallar la cantidad de variaciones con repeticion que pueden formarse con n
elementos tomados de p en p, se emplea el método de induccion matematica. Su canti-
dad, en oOrdenes equivalentes, es evidentemente superior al de las variaciones simples
pues, ademas de estas, son consideradas también las que se obtienen repitiendo ilimitada-
mente cada uno de los elementos dados.

La demostracion se hace entonces por recurrencia, es decir se toma [1, p] y se ra-
zona por inducciéon sobre p limitadaa [1, n].

1° El teorema es verdadero para p = 1. Dado que el numero de funciones de [1,
1] en [1,n]; se calcula como n'=n. Es decir se tiene tantas imagenes como elementos
tenga el codominio de la funcion. En otros términos, la funcion queda determinada toda
vez que se fije la imagen de 1, como en el codominio de la funciéon hay n elementos
habra en consecuencia n funciones.

2° Se supone ahora, que hay n’ funciones de [1,p] en [l,n], esdecir Vry,

=n". Se tiene que demostrar que el namero de funciones de [1,p +1] en [1,n] es: Vr,
_ . p+l1
=n’ .

Para calcular el nimero de aplicaciones de [1,p +1] en [I, n], se debe observar
que por cada funcion de [1,p] en [1,n] se obtiene n aplicaciones de [1,p +1] en
[1, n], simplemente dando los n valores posiblesa p +1.

Es decir, cada aplicacion de las dadas, es extiende a una aplicacion de [1, p +1]
en [1, n]. Y reciprocamente, lo mismo. Por lo tanto, hay n veces el nimero de aplica-
ciones de [1,p] en [1, n]. Este nimero es entonces:

" -n=nP"!

Es decir, el teorema queda demostrado.
Ejemplos.

1. En un hipédromo hay que acertar el vencedor de cada una de las seis carreras en
las que corren 12 caballos. El nimero de jugadas posibles que se tienen que realizar para
acertar con seguridad es

V6= 12°=2.985.984

2. Si el numero de partidos de una fecha de futbol es 14, y como los resultados po-
sibles son 3, empate, local o visitante, el nimero de jugadas que hay que hacer para acertar
con seguridad en una de ellas todos los resultados es:

V314 =3"=4.782.969

3. Tres amigos van a un carrito de lomito a comprar uno para cada uno. Hay lomi-
tos de 6 variedades. El nimero de posibles elecciones es

Vrgs =6 =216
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4. Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, ;cudntos numeros de dos digitos pueden formarse?
Vrs, =5 =25.

No debe olvidarse que, debido a la propiedad de repeticion ilimitada de los elemen-
tos dados, el nimero p puede adoptar valores arbitrariamente grandes y ldégicamente,
cuando se desee, mayores que N. Con esta indicacidon se comprende que es posible repre-
sentar la sucesion indefinida de los nimeros naturales, con s6lo diez simbolos arabigos: 1,
2,3,4,5,6,7,8,9y0.

Ejemplo: ;Cuantos nimeros distintos de cuatro cifras se pueden expresar con los numeros
1,2y3?

Vr3q=3"=81

algunos de estos 81 numeros de cuatro cifras son los siguientes: 1321; 1223; 3333;
1232; 2211;2123; etc.

5.7. Permutaciones con repeticion

Consideremos ahora la palabra UMPUMU. El problema es ;Cuéntas palabras se
pueden formar permutando las letras al azar. El niimero posibles de palabras son las per-
mutaciones de 6 elementos donde uno se repite 3 veces, otro 2, y el tercero solo apare-
ce una vez:

P>l = 61/312111=720/6.2 = 60.
Se puede formar 60 “palabras” distintas.

Sea, ahora el conjunto C = {aj, a,, a3, ... a,} de n elementos del que se pueden
obtenerse n! permutaciones ordinarias; en este supuesto, si en una de ellas tomamos los «
elementos a;, ay, a3, ...a, (@ < N) y los permutamos a su vez sin alterar el orden de los
demads, obtendremos « ! permutaciones diferentes, es decir, las n! permutaciones de n
quedaran clasificadas en «! grupos distintos, pero si estos « elementos fuesen uno
mismo repetido « veces en lugares diferentes, las @ ! permutaciones obtenidas serian
todas iguales, puesto que no se diferenciarian en el orden de sus elementos. En consecuen-
cia, ‘“el nimero de permutaciones distintas que puedan obtenerse con n elementos, entre
los cuales hay o« iguales, es n!/al . Siahora se supone que en estas permutaciones tiene
que haber f elementos iguales el grupo de las anteriores quedaré reducido a

n!

al!p!

Si se continua razonando de este modo llegaremos a la conclusion de que “El nu-
mero de permutaciones diferentes que pueden obtenerse con n elementos entre los cuales
un elemento se repite « veces, otro [ veces, .., otro 7 veces, sera
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n!
a! plr!

con la condicion de que

a+ f+ ..+ t=n.

5.7.1. Definiciones

1. S setienen n elementos, delosque « soniguales, f soniguales, ..., yotros
7 son iguales, es decir, que uno serepite « veces, otro [ veces, ..., yOtro 7 veces,
por tanto a+ £ + ..+ 7 = n; entonces el nimero de permutaciones con repeticion
que se pueden formar con esos n elementos y se escribe P, “# %, viene dado por la
formula:

Paaﬂs"':f — n—!
: alBlr!

(Si un elemento no se repite, es decir, aparece una sola vez, o = 1, no se suele
poner, ya que 1! =1, pero hay que tener en cuenta que la suma de los que se repiten y de
los que no, tiene que ser N.)

5.7.2. Permutaciones con repeticion y aplicaciones sobreyectivas

Sea el conjunto A = {aj, a5, a3 } se va a formar todas las permutaciones posibles
de cuatro elementos, en las que el a; entra dos veces, el a, y el a3 una sola vez.

4 .
En total seran P42’1’1 =_——=12 , que son las siguientes:

{ai, a1, az, a3} {ai, a1, a3, a2}

{a), a2, aj, a3}
{al, az, ai, az}
{az, aj, a1, a3}
{az, az, az, al}
{as, a1, ap, a1}

{a), a2, a3, a1}
{al, az, az, al}
{az, a1, a3, a1}
{as, a1, aj, a2}
{as, a2, a1, a1}

Si ahora se forman todas las aplicaciones sobreyectivas posibles del conjunto de
cuatro elementos P = {1, 2, 3, 4 }, tales que el elemento a; sea imagen de dos elementos
de P yquetanto a, como a; sean imagen de un solo elemento de P, se vera que el
nimero de aplicaciones es el mismo que de permutaciones con repeticion expuestas y que
los conjuntos imagen seran precisamente estas permutaciones Se puede poner por ejemplo
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Corresponde a la permutacion {a;, a;, a», a3}. De una manera ordenada podrian
formarse todas las demés aplicaciones sobreyectivas con las condiciones impuestas. En
resumen, se puede afirmar que “Las permutaciones con repeticion de n elementos en el
conjunto A = {aj, a, a3, ..., an}, en las que el elemento a; se repite o veces, el a, P
veces, el a, Tt veces (con la condicion de que o + 3 + T = n) son tantas como las aplica-
ciones sobreyectivas de un conjunto de nelementos P = {I,2,3,..n} en A, en las cua-
les el elemento a; serd imagen de a elementos de P, el a,, de  elementos de P ..., el a,
de t elementos de P. Los conjuntos imagen constituiran las diferentes permutaciones de
este tipo que son posibles.

Problema.

(Cuantas numeros diferentes de 6 cifras se pueden formar de modo que tanto el
1 como el 2,como el 3 figuren dos veces en el mismo numero?
Solucion:

6!
P> = —— =90

5.7.3. Permutaciones circulares

Se llaman permutaciones circulares de n elementos al numero de las distintas
formas de colocar a n elementos en circulo, teniendo en cuenta que no hay primero ni ulti-
mo.

Dos colecciones se distinguen, por tanto en las posiciones relativas de los elemen-
tos exclusivamente, a este numero se lo designa por P.", y viene dado por la formula:

P"=P, =(n-1)!
ya que basta fijar a uno de los elementos y permutar el resto con relacion a €l.
Ejemplo:
1. Cinco fuerzas politicas se sientan a negociar en una mesa redonda y son coloca-
dos al azar.

El espacio muestral tiene como cardinal las permutaciones circulares de 5 elemen-
tos:

Ps‘=Ps=4!=24.
2. Ocho amigos se retnen peridodicamente a cenar. Lo hacen siempre en el mismo

restaurante, en la misma mesa redonda. En una oportunidad, uno de ellos, gran memorioso,
advierte sorprendido que esa noche cada comensal tiene a su derecha la misma persona que
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la vez anterior. Comenta que es una gran casualidad, pues siempre se sientan al azar y son
muchas las formas que tienen de ubicarse. ;Cudntas son?

Solucion:

Se supone primero que se han numerado las sillas y que los comensales se han sen-
tado aleatoriamente en ellas. Se les pide ahora que todos se corran hacia la derecha tres
lugares. (Se piensa que esta nueva disposicion es distinta de la anterior? No, si s6lo nos
interesa qué personas tiene a su derecha y a su izquierda cada comensal.

Sin embargo, como permutaciones son distintas, si se piensa a estas como todas las
formas posibles de hacer corresponder a cada persona un nimero entre 1 y 8. Ahora bien,
si en vez de hacerlos correr tres lugares, se hubiera desplazado cualquier nimero de luga-
res entre uno y ocho, la conclusion hubiera sido exactamente la misma. Esto significa que,
si se cuentan las permutaciones de 8 elementos, estamos contando 8 veces cada una de las
disposiciones que nos interesan. Se debe dividir por 8, y, por lo tanto, el nimero de formas
de sentarse serd igual a :

Ps* =P, =7!=5.040.

5.8. Combinaciones con repeticion

Se llaman combinaciones con repeticion n-arias, de m elementos las diversas
agrupaciones que se pueden formar con dichos elementos tomados de n en n, distintos o
repetidos, considerando como iguales los constituidos por los mismos elementos repetidos
igual nimero de veces. Es decir:

Se llaman combinaciones con repeticion de m elementos tomados n a n, al
nimero de colecciones distintas que se pueden formar con n elementos de entre los m,
pudiéndose repetir, donde dos colecciones son distintas exclusivamente si tienen algin
elemento distinto, a este nimero se le designa C'y,n 'y viene dado por la formula:

r m+n-1
Cm,n - Crm—n—l, n :( n )

Se considera el siguiente ejemplo: Tres fuerzas politicas pretenden formar una co-
mision de 5 personas. El espacio muestral de todas las comisiones posibles (referidos a las
fuerzas politicas que integran la comision) es el nimero de combinaciones con repeticion
de tres elementos tomados de 5 en 5; y se calcula como:

Ch5=Cys= (5+35_1) =(;) =21

5.8.1. Calculo del nimero de combinaciones con repeticion

Para formar las combinaciones con repeticion de orden n, a partir de las de orden
n-1, se va agregando a cada combinacién el ultimo de los elementos que figuran en ella y
cada uno de los siguientes.
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Ejemplo:

En el conjunto A = { aj, a5, a3 } se pueden formar las siguientes combinaciones
con repeticion:

Binarias:
(a1, a1); (a1, a2); (a1, a3); (a2, a2); (az, @3); (a3, a3);

agregando a cada combinacion binaria el ultimo de los elementos que figuran en ella y
cada uno de los siguientes, se obtienen las :

Ternarias:
(a1, a1, a1); (a1, a1, a2); (ai, ar, a3); (a, az, a2); (a1, a2, a3); (ar, a3, az);
(a2, a2, a2); (a2, A2, A3); (az, a3, a3); (as, a3, a3);

y a partir de estas las

Cuaternarias:
(a1, a1, a1, a1); (a1, a1, a2, a2); (a1, ai, a3, a3); (a1, az, az, a);
(a1, a1, a1, a2); (a1, a1, a2, a3); (a1, a2, a2, a3); (a1, a1, ag, a3); (a1, az, a3, a3);
(a1, a3, a3, a3); (a2, @2, @2, @2); (A2, A2, @3, @3); (2, A3, A3, @3); (A2, A2, A2, 3);
(as, a3, as, a3);

Para establecer la diferencia entre las diversas posiciones de un mismo elemento
que se repite, se incrementa el subindice de cada uno de ellos en tantas unidades como
elementos le preceden en cada combinacion. Asi, por ejemplo la (aj, ay, ay, a4) se escri-
be (p1, p3, p4, p7)- De este modo se logra que los indices resulten diferentes y colocados en
orden creciente. Cada combinacion n-aria de los m elementos de A ={a; ay, a3, ... am }
repetidos o no, quedan representados por un simbolo, que es en definitiva una combinacioén
ordinaria de orden n formada en el conjunto : P = {py, pa. ... Pmen-1}-

Como resultado se obtiene que “ El nimero de combinaciones n-arias con repeti-
cion de los m elementos de A es igual al de combinaciones ordinarias también de orden
N, que se pueden obtener con los M+n-1 elementos del conjunto P, o sea:

V(mm—l),n

Cr;,n - Crmn—l - Pn

Problema
Dados k elementos indistinguibles entre si y n cajas, determinar el numero to-
tal de formas de ubicar los k objetos en las n cajas. Por ejemplo k canariosy n jaulas.

Se puede esquematizar una distribucion cualquiera de la siguiente manera:

Rk ok __ __ kkkk k9 objetos (*) en 6 cajas
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Se puede representar esta situacion en la forma siquiente

denotando las cajas con barras e indicando con el nimero de asterisco a izquierda el nlime-
ro de objetos en esa caja, salvo en la caja de la extrema derecha que no es necesario escri-

birla. Por ejemplo

describe la distribucion de 5 objetos en 6 cajas de esta forma: las tres primeras vacias, la
cuarta tiene 2 elementos, la quinta esta vacia y la sexta contiene 3 elementos.

Por lo tanto en esta representacion aparecen n-1 barras y k puntos. En definitiva
se trata de hallar todas las permutaciones de k+n-1 objetos k iguales entre si y n-1
iguales entre si.

Este numero es:

% = (') =) ()

A manera de repaso digamos que hay n® formas posibles de distribuir K objetos
distintos entre si, en N cajas (totalidad de aplicaciones de [1, n] en [1, K]). Si ahora los
objetos son indistinguibles el nimero total de posibles distribuciones es el dado por (1).

Ejemplo
1. Un ascensor lleva 10 pasajeros y puede detenerse en cualquiera de los 12 pisos.

1) (En cuantas formas pueden descender los 10 pasajeros si no se hace distincion de per-
sonas?

Respuesta. ( 1%11) = ( %é) =3527716

i1). (En cuantas formas pueden descender si en cada piso desciende a lo sumo un pasajero?
Respuesta. ( %%) =66

Se calculan ahora todas las aplicaciones crecientes de [1, k] en [1, n].
(Una aplicacion f: [1,k] — [1,n] se dice creciente si:

1<i<j<k = fd) < f§)).

Solucioén.

Se ve que dar una tal aplicacion es dar exactamente una distribucion de k objetos
indistinguibles en n celdas.
Por ejemplo, sea k=35, n=4. A la distribucion

**|*||** 0 sea ﬁ f * 3k
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le hacemos corresponder la funcidn creciente
11244 osea f(1)=1; f(2)=1; f(3)=2; f(4)=4; f(5)=4

Por lo tanto hay:

(E) aplicaciones estrictamente crecientes de [1,k] en [1, n]

(kT(n_l) aplicaciones crecientes de [1, k] en [1, n].
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Ejercicios propuestos

Ej.1: Simplificar las expresiones siguientes (n €N)

n! . . (n+2)! n+2) . ) n!
a) (2] si2<n ; b) —— —— s512<n d) —(n—2)!'2! s1

C 2<n
n! ’ (n-2)! ’

Ej. 2: Caleular: a) Vo5  b) Vyos © Vyngs d) Vgis  e) Ags;

Ej. 3: Si en un colectivo hay 10 asientos vacios. ;/En cuantas formas pueden sentarse 7 per-
sonas?

Ej. 4: Calcular: a) Py ; b) Ps ; c)P;; d) Py1 s e)P,.
Ej. 5: (Cuantas permutaciones pueden formarse con las letras de silva?
Ej. 6: Calcular: a) Cop; b)Cio; ¢)Cso; d)Cho;  €)Chi; ) Casnos g Css;

Ej. 7: Dado un conjunto X = {1, 2, 3, 4, 5}, ;Cuantos subconjuntos de tres elementos po-
demos obtener en X?

w3 o) afl o3k o) ()
s (0]

n n-1
Ej.10: Determinar n tal que 3[4) = 5( s ]

, 11 11 n)y (n 7
Ej.11: Resolver: a) (2X—5j2(3x+1]; b) (4]+(k]:[5]

Ej.12:Desarrollar: a) (a + b)*; b) (1 +x)% c¢)(2a+3b)"; d)(2x—-3y)% e) (1 -2y);
DerIns 9+ et ) De2f et

Ej.13:Determinar el séptimo término de la expresion: (3x — 2y)'.
Ej.14: Simplificar: (a + b)’ — 3b(a + b)* + 3b* (a+ b) - b’.

Ej.15: Dado el conjunto X = {1, 2, 3}, determinar el nimero de aplicaciones de f: X — X .
Haga un diagrama de arbol.

Ej.16: ;Cuantos numeros de cuatro digitos pueden formarse con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 67

Ej.17: Desarrollar 2". (sugerencia: desarrolle usando el binomio de Newton (1 + 1)".

Ej.18: Probar que (1 +%)n > 2. (usar la formula del binomio)
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6. Cuerpo de las fracciones de un anillo conmutativo

6.1. Introduccion

Sabemos que Z es un anillo conmutativo. Que la multiplicacion no define en Z
una estructura de grupo (los tnicos elementos inversibles de Z son +1 y -1). El proble-
ma que se plantea para Z es el de hacer una extensiéon de Z aun conjunto mas vasto que
Sea un grupo conmutativo. La solucion de este problema conducira a la construccion del
cuerpo Q de los nimeros racionales.

Estudiaremos este problema para un anillo A cualquiera, que nos permitird, por
ejemplo aplicarlo al anillo de los polinomios en una indeterminada sobre un cuerpo y ob-
tener el cuerpo de las fracciones racionales.

6.1.1. Problema.

Sea A un anillo conmutativo, no necesariamente con elemento unidad. ;jExiste un
cuerpo conmutativo K tal que A K yque A sea sub-anillo de K?

Si la respuesta es afirmativa, entonces existird de entre todas las soluciones para K
una que sea el cuerpo mas pequefio respondiendo a la pregunta, y sera la interseccion de

todas las soluciones.

El objeto de este estudio es el de mostrar que este cuerpo mas pequeflo existe y
también como se construye.

6.1.2. Condiciones necesarias

Supongamos que tal cuerpo existe. Entonces A < K exige evidentemente que A
sea integro, ya que en un cuerpo todo elemento no nulo es simplificable (no posee diviso-
res de cero). Supongamos esta condicion realizada.

Todo elemento beA* tiene un inverso b en el cuerpo K. Designemos por Q la
parte de K constituida de los elementos ab™ cuando a recorre A y b recorre A*.
Q= {xeK/JaeA, dbeA*;x =ab'}.
ab™ se denomina fraccion de numerador a y denominador b.

Debemos probar que Q es un cuerpo, sub-cuerpo de K.

1° O* esun sub-grupo multiplicativo de K*.
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Demostramos.
a) (ab'eQ*ycd'eQ*) = (ab')(cd’) € Q*
En efecto, como K es un cuerpo conmutativo.
(1 (@) (ed™) = (ac)(b"d") = (ac)(bd)"'e Q*.
() ab'e Q* = (ab™)'e Q*.
En efecto,

(ab™) '=bale Q*

2° Q esun sub-cuerpo aditivo de K.

Demostramos.
(@a'eQ Acd'eQ) = (ab'-cd)eQ
En efecto,
ab™ = adb'd”! = ad(bd)™
cd’ =beb'd” = be(bd)!
Que no es otra cosa que la reduccion al mismo denominador.
En consecuencia,

ab” - cd”! = (ad —bc)(bd)'e Q

Q es entonces un sub-cuerpo de K; Q contiene A pues todo a de A se escribe

a=(ab)b’'e Q.

Q es el cuerpo mas pequeiio que contiene a A, ya que todo cuerpo conteniendo a
A debe contener ab™', cualquiera que sea (a, b) € AXA*.

Dos pares distintos (a, b) y (c,d) de AxA* pueden dar el mismo resultado en Q,
es decir, se verifica:

ab”! =cd’
Observamos que:

ab'=cd! < ad=hbc.

Abordaremos el estudio de la relacion binaria asi definida en (AxA*) y probaremos
que es una relacion de equivalencia. Designaremos por Q al conjunto cociente obtenido.

Después definiremos una multiplicacion y una adicion en Q apoyandonos en las
condiciones necesarias dadas en 1 y 2.
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6.2. Resolucion del problema

Sea A un anillo conmutativo integro.
Definicion 1
Se llama fraccién todo par (a, b) € AxA*. El primer elemento a, se llama numera-
dor, el segundo, b, denominador de la fraccion.
Definicion 2
Dos fracciones (a, b) y (c, d) se dicen equivalentes si ad =bc. Se denota
(a,b)=(c,d) < ad=bc.

El calificativo de equivalentes dadas a estas fracciones esta justificada por el hecho
de que la relacion = es una equivalencia en AxA*. En efecto

a) Es manifiestamente reflexiva;
b) es simétrica, pues: ad = bc <> cb=da, pues el anillo A es conmutativo;
c) es transitiva. Debemos probar que:

[@b)=(c.d) A (cd=(DH] =  (ab)=(eh

Por hipdtesis se tiene
ad=bc A cf=de
entonces
adf=bcf A bcf=bde

por consiguiente
adf = bde

Como A es integroy d # 0, se deduce simplificando por d,
af=be, osea (a,b)=(e, ).

El conjunto cociente AxA* por esta relacion de equivalencia sera denotado Q.
Una clase de equivalencia sera denotada por la letra griega aeQ o por [a, b] si se desea
poner en evidencia a un representante (a, b) de la clase a = [a, b]

6.3. Adicion
La definicion de adicion en Q nos estd sugerida por la condicién necesaria (2),
consideremos ahora la ley de composicion interna en AxA* (denotada aditivamente), de-

finida por:

(a, b) + (c, d) = (ad + be, bd).
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Esta ley es compatible con la relacion de equivalencia = :
[(a,b)=(a’,b’)A(c,d)=(c’,d)] = (ad+bc;bd)=(a’d’+b’c’;b’d’).
En efecto, por hipotesis se tiene ab’ =ba’ A cd’ =dc’.

Multiplicando los dos miembros de la primera igualdad por dd’ y la segunda por
bb’ se obtiene:

adb’d’=bda’d” A bcb’d’ =bdb’c’.
Sumando miembro a miembro y por distributividad en A se obtiene:
(ad + bc) b’d=bd(a’d’ + b’c’).

La compatibilidad queda entonces demostrada.

Definicion.
La suma de dos clases [a,b] y [c,d] de Q es
[a, b] + [c, d] =[ad + bc; bd]

Reduccién a un mismo denominador

Para todo anillo conmutativo A, y para toda fraccion (a, b) y (c, d) de AxA*,
existen dos fracciones respectivamente equivalentes que tienen el mismo denominador.
Por ejemplo, si

m = bd, se tiene
(a,b)=(ad,m) vy (c,d)=(cb,m)

Se dice que se han reducido las dos fracciones a un mismo denominador.

Simplificacion de la adicién

Para todo meA* y toda fraccion (a, b), se tiene :
(am, bm) = (a, b),
Dado que, siendo A conmutativo am.b =bm.a

La adicion toma entonces una forma mas simple, si se han reducido a un mismo de-
nominador a los representantes de las dos clases.

[a, m] + [b, m] =[(a + b)m, mz] =[a+ b, m]
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Con este aspecto, es entonces inmediato que la adicion en Q es conmutativo, aso-
ciativa, que admite elemento neutro, [0, m] (que, es evidentemente una clase cuando m
recorre  A* y que se ladenota 0) y todo [a,b] tiene un opuesto -[a,b]= [-a, b].

Esta adicion confiere a Q la estructura de grupo conmutativo.

6.4. Multiplicacidon

La multiplicacion en Q esta sugerida por la condicion necesaria (1). Consideremos
la ley de composicion interna en AxA* denotada multiplicativamente y definida por:

(a, b) (¢, d) = (ac, bd).
Esta ley es compatible con la relacion de equivalencia =:
[(a,b)=(a’,b’) A (c,d)=(c’,d")] = (ac,bd)=(a’c’,b’d).
En efecto, por hipotesis, se tiene ab’=ba’ y cd’ =dc’.
Multiplicando miembro a miembro se obtiene acb’d’ =bda’c’.
La ley cociente es por definicion la multiplicacion en Q.
Definicién.
El producto de dos clases [a,b] y [c,d] de Q es
[a, b] - [c, d] =[ac, bd].
Esta multiplicacion es a toda luz asociativa y conmutativa.

Dado que se ha partido de un anillo A no necesariamente con elemento unidad, es-
ta multiplicacion en Q admite elemento neutro [m, m] (que es evidentemente una clase
de Q cuando m recorre A* y que se denotara 1). En efecto para toda clase [a, b] de

Q’
[a, b]-[m, m] = [am, bm] = [a, b]

Por ultimo, toda clase [a, b] de Q distinta de 0, admite un inverso. En efecto, [a, b]
# 0 equivale aque a=0 ylaclase [b, a] existe en Q; ademas:

[a, b]-[b, a] = [ab, ab] = 1.

Se concluye en que la multiplicacion confiere a Q* de la estructura de grupo con-
mutativo. Por altimo, ella es distributiva respecto de la adicion:

([a, m] + [b, m])[c,d] = [a+Db, m][c,d] = [(a+Db)c, md] = [ac + bc, md]
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= [ac, md] + [bc, md] = [a, m]‘[c, d] + [b, m]-[c, d].

En consecuencia, Q es un cuerpo conmutativo.

6.5. Inmersion de A en O.

Mostraremos primero que, para todo a€A, el conjunto Ma de las fracciones (am,
m) cuando m recorre A* es una clase de Q. De manera mas precisa, para todo p fijo
en A*, mostraremos que Ma = [ap, p].

1° Mostraremos que Ma c [ap, p]. En efecto, para todo meA*:

amp =map = (am, m) = (ap,p) = (am, m) €[ap, p].

2° Por ultimo que [ap, p] < Ma. Sea (b, c)e[ap, p]. Entonces,
bp=cap = b=ca = (b,c)=(ac,c)eMa.
Entonces Ma es la clase [ap, p] de Q. Luego la correspondencia

a— [am,m] (me A*) esunaaplicaciéon f de A en Q.

f es inyectiva, pues

[am, m] = [bm, m] = am’=bm’ = a=b.

f es un morfismo para la adicién pues, para todoay b de A,

[(a+ b)m, m] = [am, m] + [bm, m] = f(at+b)=1f(a) + f(b).

f es un morfismo para la multiplicacion, pues:

[abm, m] = [am,m]-[bm, m] =  f(ab) =f(a) f(b)
En consecuencia, f(A) es un sub-anillo de Q isomorfo al anillo A.

La inmersion de A en Q consiste en identificar A y f(A). Mas precisamente, pa-
ratodo aeA ytodo meA*, se escribe:

a=[am, m].

Se puede ver entonces que todo elemento de Q es del tipo ab' con acA y
beA*, b designa al inverso de b en Q. En efecto, para toda [a, b]eQ y todo meA*,

[a, b] = [am, m][m, bm] = ab™".
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En consecuencia, Q es el mas pequefio cuerpo anteriormente enunciado.

Teorema 1.

Sea A un anillo conmutativo. Existe un cuerpo donde A es sub-anillo si, y so-
lamente si, A es integro.

Si A es integro, el cuerpo mas chico Q donde A es sub-anillo, es tnico.

Definicién.

Q se denomina cuerpo de las fracciones del anillo A.

Se denota mas comtiinmente por acQ A beQ*:

apt=2
b

6.6. El Cuerpo de los NUmeros Racionales

Si se toma el anillo integro A = Z de los enteros, su cuerpo de fracciones es el
cuerpo Q de los nimeros racionales.

Una fraccion es un par, denotado como %, de enteros aeZ y beZ*. Se puede
caracterizar a la clase de todas las fracciones equivalentes a una fraccion dada %, es de-
cir la familia de fracciones 3, tales que

ay = bx.
Si a=0, esla familia {8} cuando y recorre Z*.
Supongamos a#0 y sea d el maximo comun divisor de (a, b).

Tomamos:
a=da’ y b=db.

Entonces, a’ y b’ son primos entre si y
ay=bx < a’y=>b’x.

Como b’ “divide a” b’x, “divide a” a’y. Osea, a° y b’ son primos entre si.
(Por teoremas de divisibilidad, b’ “divide a” y).

Existe entonces keZ* tal que y =kb’, de donde

b’x=ay=kb’a> = x=ka’
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La familia de las fracciones equivalentes a % es entonces (k_aj . Es evidente
kez*

que se obtiene la misma familia si k recorre solamente N*.

Ejemplo:
Si 2221 cntonces MCD=d=3.
b 27
Tomamos a=da’ y b=db’
0 sea, 21=37 y 27=39
7y 9 tienen por divisor comiina 1,y en N es Unico (son primos entre si).
es decir, que
ay=bx < a’y=b’x
0 sea
2ly=27x < Ty=9%.
como b’=9 dividea 9x, también divide a 7y, entonces b’ =9 dividea vy.

Tenemos que:

I9x=7y=k9.7=x=k.7.

La familia de fracciones equivalentes es [uj .
kez*

Simplificar una fraccion, es encontrar una fraccién equivalente donde los términos

, ~ . . a .
sean en valor absoluto, mas pequenos. Para simplificar 5 S suficiente reemplazar a y b

por sus cocientes exactos, obtenidos al dividir por uno de sus divisores comunes. Se obten-
dré la fraccion equivalente mas simple cuando se toman los cocientes a” y b’ de a y de

b obtenidos al dividirlos por el m.c.d. de (a, b). La fraccion %: ya no puede ser mas sim-

plificada, se dice que la fraccion es irreducible.

Ejemplo:
. . 54
Fracciones equivalentes a —
126

Se tiene 54A126=18, con 54=18.3 y 126=18.7.

e, . . 3
La fraccion irreducible equivalente es entonces Ex

3-2 3-3 3k

171?1'“1%

’...},k S N*

~N | w

La familia de fracciones equivalentes es: {

167



6.7. Grupos conmutativos ordenados

Sea G un grupo conmutativo, denotado aditivamente, de elemento neutro 0. Su-
pongamos que el conjunto G sea ordenado por una relacion de orden denotada <.

Recordemos que el orden se dice trivial, si coincide con la relacion de igualdad. Si
el conjunto G esta ordenado no trivialmente, entonces evidentemente G # {0}.

Definicion.
Sea G un grupo conmutativo con una relacion de orden <, se dice que el orden <
confiere a G de la estructura de grupo ordenado si la ley de G es compatible con la rela-

cion de orden.

Si, ademas, el orden es total se dice que G es un grupo totalmente ordenado.

En otros términos, (G, <) es un grupo ordenado si < es un orden en G y si para
todo a,bycde G;

a<b = atc<b+c.
Es un grupo totalmente ordenado, si, ademas, paratodo a y b de G,

obien a<b obien b<a.

Ejemplo:

El grupo aditivo de Z es totalmente ordenado por la relacion de orden habitual.

2. Grupos estrictamente ordenados

Sea (G, <), un grupo no ordenado trivialmente. Denotamos <, al orden estricto in-
ducido por <.

a<b < (a<b A a#b).
Mostramos ahora que, para todos a,b,c de G,
a<b = at+c<b+ec.

En efecto, si se tuviera a+c=Db+c, comoen G todo elemento c es simplifica-
ble, conduciria a=b contrariando la hipotesis.

Se dice entonces que (G, <) es un _grupo estrictamente ordenado.

Reciprocamente, si (G, <) es un grupo estrictamente ordenado, designamos por <
al orden (no trivial) inducido por <:
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a<b < (a<b v a=Db)

Teorema 2.

Sea (G, <) un grupo ordenado (orden no trivial). Si < es el orden estricto deduci-
do de <, entonces (G, <) es un grupo estrictamente ordenado.

Reciprocamente, sea (G, <) un grupo estrictamente ordenado. Si < es el orden
deducido de <, entonces (G, <) es un grupo ordenado (orden no trivial).

6.7.1. Caracterizacion de un grupo ordenado

Sea (G, <) un grupo conmutativo ordenado. Tomamos:
N ={aeG/a>0}.
A N le llamaremos cono positivo del grupo ordenado G. Observemos que:
a>0 < at(-a)20+(-a) < 02=-a

Recordemos que, para toda parte N de un grupo G denotado aditivamente, (-N)
es el conjunto de los elementos opuestos a los de N. Por consiguiente:

(-N)={aeG/a<0}.
La antisimetria de la relacién de orden dada muestra que:
(a<0A0<a) = a=0.
En consecuencia:
NN (-N) = {0}. (1)
PROPIEDAD.
En todo grupo ordenado, se pueden sumar dos desigualdades miembro a miembro.
(a<b Ac<d) = at+tc <b+d
En efecto
a<b = atc<b+c
c<d = b+c<b+d

Es suficiente aplicar la transitividad para obtener la propiedad. En particular:

(@20 A b>20) = a+b=>0.
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En consecuencia N+ N c N. (2).

Supongamos, ademds, G totalmente ordenado. Entonces todo a de G es compa-
rablea 0: obienes a>0 o bienesa<0. Entonces,

NuU (-N)=G 3)

Reciprocamente, sea G un grupo conmutativo y supongamos que existe una parte
N de G que verifica (1) y (2). Notamos que N = ®, yaque (1) implica 0 € P.

Definimos una relacion binaria en G, denotada <, como sigue:
a<b < b-aeN.
Mostramos primero que esta relacion es un orden en G:
1° esreflexiva pues, paratodo ae G, a-a=0e N;
2° es antisimétrica. En efecto, sea b-aeN y a-be N.
Entonces
-(b-a)=a-be (-N). Luego a-beNN(-N)= {0}, de donde a=b;

3° es transitiva. En efecto, sea b-aeN y c-beN. Entonces la relacion (2)
implica (c-b)+(b-a)=c-aeN.

Luego < es un orden en G. Este orden es trivial si, y solamente si, N = {0}.
Por ultimo, este orden es compatible con la ley de G pues,

(Vce@) a<b = b-aeN = (b+c)-(a+c)eN
= atc<b+ec.

Entonces (G, <) es un grupo ordenado.

Ahora, supongamos, ademas, que la relacion (3) sea verdadera y mostremos que el
orden es total. En efecto, para todos ayb de G, b-a pertenece a G = NU(-N), de
donde b-aeN v b-ae(-N) es,decir, a<b o b<a. Entonces el orden es total.
Teorema 3.

Sea G un grupo conmutativo.

1°Si G es un grupo ordenado por <, entonces la parte N = {xeG/ x > 0} verifica:

NN (-N)={0} y N+Nc N
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2° Reciprocamente, sea N una parte de G que verifica las dos relaciones prece-
dentes. Entonces la relacion binaria en G

a<b <« b-aeN
es un orden que confiere a G la estructura de grupo ordenado.
3° El orden es ademas total si, y solamente si, N U (-N) =G.
Definicion.
N se denomina cono positivo del grupo ordenado G.

El orden es trivial si, y solamente si, N = {0}.

Ejemplos:

1. En el grupo aditivo Z tomamos N = N. Se tiene
N~ (-N) = {0}, N+NcN; Nu (-N)=Z.

Z es entonces un grupo aditivo totalmente ordenado por el cono positivo N. Este es el or-
den habitual del grupo de los enteros.

2. También en Z tomamos P como el conjunto de los enteros naturales pares. Se
tiene.
Pn(-P)={0} 'y P+PcP.
El grupo aditivo de Z queda asi ordenado por el cono positivo P de los nimeros
naturales pares. Este orden no es total pues P U (-P) # Z.
OBSERVACION.
Si G es un grupo ordenado no trivialmente (N # {0}), tomamos N* =N - {0}. Se tiene
N*n (-N*) = y N* 4+ N* < N*.

Reciprocamente, si N* es una parte no vacia de un grupo G # {0} que verifique
estas dos relaciones, entonces la relacion binaria en G, denotada < y definida por:

a<b < b-aeN*

define sobre G la estructura de grupo estrictamente ordenado.

Corolario.

Sea G #{0} un grupo conmutativo.
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1. S1 G es un grupo estrictamente ordenado por <, entonces la parte :
N* = {xeG/x > 0}
Verifica
N*¥*N(-N*)=¢ y  N*¥+N*c N*

2. Reciprocamente, sea N* una parte vacia de G que verifica las dos relaciones

precedentes. Entonces la relacion binaria en G
a<b < b-ae N*

es un orden que confiere a G la estructura de grupo estrictamente ordenado.

3.El orden es ademas, total si, y solamente si:

N* U (-N)=G - {0},

6.8. Anillos ordenados

Definicion.

Sea A un anillo (no necesariamente conmutativo) y supongamos que existe sobre
A una relacion de orden < tal que, el grupo aditivo (conmutativo) de A sea ordenado por
esta relacion. Entonces se dira que este orden confiere a A la estructura de anillo ordena-
do si ademas, el orden es total, se dice que A esun anillo totalmente ordenado

En otros términos, una relacion de orden < en un anillo A confiere a A la estruc-
tura de anillo ordenado si, para todos a, b, ¢ de A:

a<b = atc<b+g,
(c=20 A a<b) = (ac<bc A ca<ch).
Ejemplo:

El anillo Z de los enteros estd ordenado totalmente por la relacion de orden habi-
tual.

Sea (A, <) un anillo ordenado. De acuerdo al estudio precedente si N es el cono
positivo del grupo aditivo de A, se tiene

NN (-N)={0} y N+NcN.
Ahora, la condicidon suplementaria sobre la multiplicacion exige que para todos ay

bde A,
a=0 Ab>20 = ab>0.
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entonces
NN < N. (4)

Reciprocamente, sea A un anillo y supongamos que existe una parte N de A que
verifique (1), (2),y (4).

Entonces por el teorema 3, el grupo aditivo de A estd ordenado por el cono posi-
tivo N. Ademas, paratodos a, b, c de A.

(c20 A a<b) = (ceN A b-aeN)
= c¢(b-a)eNNcN = (cb-ca)eN = ca<cb
Asimismo (b -a)eN, dedonde ac <bc

En consecuencia, A es un anillo ordenado.

Teorema 4
Sea A un anillo.
1.Si A es un anillo ordenado por <, la parte N = {xeA/ x>0}, verifica
NN (-N)={0}; N+NcN; NNcN

2.Reciprocamente, sea N una parte de A que verifica estas tres relaciones. Luego
la relacion binaria en A:

a<b << Db-aeN,
es un orden que confiere a A la estructura de anillo ordenado.

Definiciones.

N se llama cono positivo del anillo ordenado A. Todo elemento de N es calificado
de positivo. Todo elemento de (-N) es negativo.

El orden es trivial si, y solamente si, N = {0}.

Ejemplos:

a. En el anillo Z de los enteros se dijo ya que N = N es el cono positivo del grupo
aditivo totalmente ordenado. Se tiene ademas NNcN. Luego Z es un anillo totalmente
ordenado por el cono positivo N.

b. Enel anillo Z, si Pesel conjunto de los nimeros naturales pares, se ha visto ya
que el grupo aditivo de Z estd parcialmente ordenado por el cono positivo P. Se tiene
ademas: PPcP. entonces Z es un anillo ordenado (parcialmente) por el cono positivo P.
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PROPIEDAD 2. Paratodos a, by c de un anillo ordenado A:
(c<0 A a<gb) = (ca=cb A ac=>bo).

(La multiplicacion para todo ¢ <0 “cambia las desigualdades™.)
En efecto,
c<0 = (¢)>0.Sea a<h.
Entonces
[((c)eN A (b-a)eN] = -c(b-a)=ac—-bc e NNcN

En consecuencia, ac >bc. Se demuestra asimismo que ca > cb.

PROPIEDAD 3. Si b y ¢ son dos elementos positivos de un anillo A:
(@b A c<d) = (ac<bd A ca<db).

En efecto,

(c>0 /\aSb)DaCSbC}

(620 n c=d) = bo <ba] = %=

En particular es legitimo multiplicar miembro a miembro dos desigualdades entre
elementos todos positivos de un anillo ordenado A.

6.9. Representacion n-adica

Observemos algunos ejemplos, para introducir el concepto.

5 1_25_20 5 _2_ 5 15

1
2 10’ 4100 100 100 10 192’ 20 102

En estos tres ejemplos los denominadores quedan expresados como potencias del
numero 10. Es mas, tienen la forma:

n—i.; con 0<n;<10
10

. . 1
Es decir es un desarrollo en las potencias —
10

" , . a
En general, lo que se plantea es el problema de escribir un nimero racional 5 en la

forma:
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con, por supuesto, ao, a;, a2, -, a; elementos de Z y ademas como antes 0 < a; < 10. Se
debe observar sin embargo, que estos desarrollos son finitos, cosa que no ocurre siempre.
Esto se debe a los ejemplos que hemos tomado:

5 1 25 20 5 _2 5 _ 0,25 y finalmente 1.5 - 0,05.

+
10 102 20 102

b

1
— = = =+
2 10 4 100 100 100

Decimos que estos desarrollos son finitos.

. . , 1 ,
En cambio, si consideramos el nimero 3’ podemos observar que el desarrollo sera

infinito, dado que:

y multiplicando y dividiendo la ultima fraccion para obtener 10° en el denominador y, rea-
lizando las mismas operaciones de antes obtendriamos una expresion infinita del tipo:

3.3 3 3
= 4+ - 4+ T 4...4 + ...
10 102 10° 10"

= 0,33333 - - -

Desarrollo n-adico

Planteado el problema, consideremos ahora un P € Q, con m > 0, sabemos que:
q

p=q-cotry con cp, 1o € Z y 0<ry<gq,de acuerdo al algoritmo de la division
de enteros.

Entonces tendremos que:

P _ d-co+To :Co+r_0 - 10-rg
q q q 10-q
e Xt _ % 0
10-q 10 10q

Repitiendo el mismo mecanismo se obtiene una expresion general del tipo:

+C_1+C_2+C_3+...+ Cn +L
10 102 10° 10" q-10"

P_,,
q
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Ejemplo:

212 212 2120 _2-999%122 - 4o que 2120 =2 - 999 + 122)
999 999 10-999  10-999

212 _2 122 _ 2 1220 2 1:999+221
999 10 10-999

To T2 2
10 10%-999 10 10%-999

2 1 221 2 1 2210
T 0 T2 T2 T 0 T2 T3 B
10 10 10~ -999 10 10 10° -999
_2 1 . 2:999+212 _ 2 1 2 212

+ + + =
10 102 103 -999 10 102 10> 10%-999

2 1 2 212 2 1 2 2120

+ + =
10 102 10> 103-999 10 102 10> 10%-999

2 1 2 2:999+122 2 1 2 2 122
+ + =+ + + +

10 102 10° 10%-999 10 102 10> 10* 999

y los restos se repiten. Si continuamos el desarrollo los numeradores de las fracciones seri-
an

212 212 212---

Lema.

Todo nimero racional £ admite una representacion decimal.

q
Esta afirmacion la hemos resuelto fundamentalmente en forma intuitiva, para fun-
damentar mejor el lema el alumno puede recurrir a la bibliografia que se indica mas abajo.

Bibliografia

Doneddu, A. Curso de Matematicas. Aguilar.

Gentile, E.R. Notas de Algebra 1. EUDEBA.

Queysanne, M. Algebra Basica. Vicens-Vives.

Rivaud, J. Algebra Moderna. Reverté

Taylor, H.E.; Wade, Thomas, L. Matematicas Basicas. Limusa S.A.
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Ejercicios propuestos

Ej. 1. Dado un nimero racional a € ]0, 1[; encontrar un nimero q € N* tal que

1 1
—<a<—.
q+1 q
Ej. 2. Resolver en Q:
1y =3 - =3 -0 2.3 5y_0- _8,3 5y
a)x+'2 =%, b) 3 7+2x=0; ¢ 355X 0; d) ST 5 X 0.
5 5 5,8
=+2 =+2 s+
Ej. 3. Resolver en Q: a)g’ 7X=%; b)g’ 7+%X=%; c)g’ ;—X=%
2 3 2 3 2 3

Ej. 4. En cada uno de los ejercicios, resolver la ecuacion dada y comprobar su solucion:

2,479, 224 12: Lex—3—Lox—1)=5:
a) 3Xt3=5; b) 3(x+1)+x"=x"+12; c) 4(X 3) 5(2X 1)=35;
d) %+%(X+5)=6; e) 0,3x +0,055=-0,033-0,5x; 1) %“—%X:XT—I-

Ej. 5. Resolver en Q:
a) x*—1=0; b) 4x* + 8 = 24; ¢) x>+2x=0; d) 4x*—8x=0.

Ej. 6. Resolver en Q:
a)x’—1=0; b) X’ +1=0; ¢) X —x°=0; d) x—9x*=0.

Ej. 7. Resolver en Q:
a)x'—x*=0; b) x'—x*=0; o) xt+x=0; d) x*+x*=0.

Ej. 8. Resolver, factorear y comprobar el resultado.

2 _ 0 2 _ ) X+3 _ 2x-1. 6 5 _a
a) 9x"+9x—-4=0; b) 3x” = 5x +12; c) T %3 d) . u+2—3,
e) x(x+3)=18; 02 +2=1; g x+37=x"+(x-3).

Ej. 9. Combine la expresion dada en una sola fraccion y simplifique.

X -3 . 3 X x+2 , 2x-1. 9—6x+x2,1-x.
a) x—4+4-x’ ) 2x-1+4 1-2x° ) 3x-12+4—x’ d) x-1 x-3’
1 _6x-15
1 3 2 1 1 Cl+x x? —4x+4
e) — <+ - ; - ;8 ; h)
x+1 0 x+1? x%-1 x2-2x+1  x2+2x+1 1+ 1 10—4x
x —1 4—X2
Ej. 10. Desarrollar los siguientes niumeros racionales: a) 1/3; b) 1/7; c) %
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7. NUmeros reales

7.1. Sistema de nimeros reales

Introduccion

Insuficiencia del conjunto de los numeros racionales para la solucidén de ecua-
ciones v medicion

Se sabe que el conjunto de nimeros racionales que satisface la ecuacion de primer
grado con una incégnita: ax + b =0, con a y b nimeros racionales y a # 0 es distinto de
vacio. Una proposicion similar no es cierta, por lo menos para la ecuacion de segundo gra-
do; puede suceder que paraa, b, c € Q:

(xeQ/ax’+bx+c=0}=0

Como ejemplo, se probara que {x € Q/x*-2=0} = &; debemos demostrar que
no existe un niamero racional cuyo cuadrado sea 2. Es decir, el conjunto de los niameros
racionales es insuficiente para proporcionar soluciones a todas las ecuaciones de segundo
grado. Esta insuficiencia también puede establecerse en términos geométricos:

Se sabe, que entre dos niimeros racionales distintos cualesquiera, existe un conjunto
infinito de numeros racionales. Por consiguiente, podriamos conjeturar que a cada punto
de una recta le corresponde un nimero racional. Esta conjetura es falsa. Mediante una
sencilla construccion geométrica vamos a localizar un punto de la recta y demostrar que no
existe niumero racional que se corresponda con ese punto.

Supongamos un triangulo isosceles, donde cada uno de los catetos tiene longitud 1.
De acuerdo al Teorema de Pitagoras nos asegura que a’ = 1> + 17, o también a” = 2, don-
de “a” es la hipotenusa del triangulo.

Por consiguiente, si existe un nimero que se corresponda con la longitud de la
hipotenusa, su cuadrado serd 2. Construimos el tridngulo de manera que uno de sus catetos,
coincida con una recta.

(P2

El circulo con centro en “0” y radio “a” corta larecta en A, es decir que la longi-
tud del segmento OA, es la longitud de la hipotenusa “a”. Por lo tanto si existe un nimero
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racional que corresponda al punto A, su cuadrado debe ser 2; es decir un nimero racional
, . , .2
p se correspondera con el punto A siy solosi p”=2.

Antes de demostrar que no existe un nimero racional con la propiedad de que su

cuadrado vale 2, tenemos que recordar los siguientes:

Teorema 1.

Dado el magma (Z, -),

1) el producto es una ley de composicion interna en el conjunto de los
enteros pares; es decir (Zp, ) es un magma. Entonces el producto de
dos enteros pares es par.

i1) el producto es una ley de composicion interna en el conjunto de los
enteros impares, es decir (Zimp, ) €s un magma. En este sentido el
producto de dos enteros impares es impar.

La demostracion de 1) y 11) queda como ejercicio para el estudiante.

Teorema 2.

Sea nun entero: n”es par = n es par.

Demostracion

Recordamos que:
(nespar = nespar) < (nnoespar = n’no es par).

(Implicacién contrarreciproca), entonces es cierta de acuerdo al Teorema 1.

Teorema 3.

No existe un nimero racional p con la propiedad de que p* =2

Demostracion

Hacemos una demostracion por contradiccidon: suponemos que existe un numero ra-
cional p con la propiedad de que p° = 2. CoOmo p es un namero racional, existe una frac-
cion a/b con las propiedades de que ay b son enteros sin factores enteros comunes dife-
rentes a 1 y -1, entonces:

De esta igualdad se observa:
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y como b esun entero, a es un entero par. Por lo tanto a es un entero par y existe un
entero K con la propiedad de que a= 2k. Substituyendo 2K por a se obtiene:

A=20" 6 2%=1D%
donde podemos observar que b? espar y por consiguiente b es par.

Hemos demostrado que si la suposicion: p’= 2 Con p e Q es cierta, entonces existen
enteros ay b con las siguientes propiedades.

i) ay b notienen factores enteros comunes excepto 1 y -1y
i) a y b sonambos multiplos enteros de 2.

Esto constituye una contradiccion, por lo tanto la suposicion es falsa y el teorema queda
demostrado.

Se ha demostrado que en el conjunto de nlimeros racionales, no existe una solucion
para la ecuacién x> =2 y que ademds el punto en la recta correspondiente a la medida
de la hipotenusa de un tridngulo is6sceles, con catetos de longitud uno, no se corresponde
con ningin nimero racional, es decir no puede ser medido por un niimero racional.

El cuerpo de los nimeros reales nos dara una solucion a estos problemas. De cual-
quier manera conviene aclarar en este punto que, si bien el conjunto de los nimeros reales
proporciona soluciones para mas ecuaciones que el conjunto de nimero racionales, no es
adecuado para dar soluciones a todas las ecuaciones.

7.2. El cuerpo ordenado de los niumeros reales

7.2.1. Axioma del supremo

Sea E un conjunto ordenadoy A una parte no vacia y acotada superiormente de E.

S d conjunto de las cotas superiores de A admite un minimo m (la menor de las
cotas superiores de A), entonces m sellama supremo de A, y se denota Sup A. S toda
parte no vacia y acotada superiormente posee esta propiedad se dice que E satisface el
axioma del supremo.

Es decir: Toda parte no vacia y acotada superiormente de un conjunto ordenado E
tiene supremo.

Ejemplos:

1. El anillo ordenado Z (ntmeros enteros) verifica este axioma. En efecto toda
parte A no vaciay acotada superiormente de Z admite un elemento méximo y eviden-
temente MaxA = SupA.

2. (P(E), ©) Verifica el axioma.
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Propiedad 1. Sea un grupo ordenado (G, +) que satisface el axioma del supremo, enton-
ces toda parte no vacia y minorada de G admite un infimo, la mayor de las cotas inferio-
res.

Observemos primero que toda parte A # & de un grupo G (denotado aditivamen-
te), si @ minora A entonces (-a) mayora (-A) y reciprocamente, pues

(VxeA) a<x & -a=>-x

Supongamos que A sea minorado. Entonces (-A) es mayorado y por hipotesis
existe m = sup(-A). Por consiguiente (-m) es minorante de A. Mostremos que (-m)
es el mas grande minorante de A es decir, para todo minorante a de A, se tiene a < -m.
En efecto, si existiera un minorante a de A tal que a> -m, entonces (-a) seria moyorante
de (-A) con -a<m. que contradice que m = sup(-A). La propiedad queda demostrada. Se
dice que G satisface también el axioma de la cota inferior.

Caracterizacion del supremo de A.

Sea A una parte no vacia de un grupo ordenado G y meG. Las proposiciones si-
guientes son equivalentes:

(1) m=supA.
(2) m es cota superiorde A y, paratodo € >0 en G, existeun x € A
tal que, m—x <e.

Demostracion.

(1) = (2). Verificar esta implicacion es equivalente a verificar su
contrarreciproca : (~2) = (~1)

Si se supone que existe € >0 en G tal que, para todo xe€A, se tiene m —x > g, entonces
x<m-¢ paratodo xeA y m no es el mas pequeno de las cotas superiores. Se contradi-
ce la hipotesis (1).

(2) = (1). Elmétodo a usar para verificar esta implicacion es el mismo
empleado en la anterior.

Si se supone que existe en G una cota superior de A verificando m’ < m, entonces,
eligiendo e=m-m’ > 0;

(VxeA) x<m<m = -Xx2-m'>-m = m-X>m-m =g

= m-X=2g.
Y se contradice la hipotesis (2)
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7.2.2. Cuerpo de los numeros reales

Se llama cuerpo de los nimeros reales (y se lo denota R), a todo cuerpo conmuta-
tivo ordenado que satisface el axioma del supremo.

En consecuencia R satisface las tres condiciones siguientes:

1. R esun cuerpo conmutativo

2. Existe un orden total sobre R, que confiere a R, la estructura de cuerpo
ordenado.

3. Toda parte no vacia y mayorada de R admite un supremo (la menor de
las cotas superiores). Y el resultado de la propiedad 1, que toda parte no
vacia y acotada inferiormente de R admite un infimo (la mayor de las
cotas inferiores).

Se puede probar que, dos cuerpos ordenados cualesquiera respondiendo a esta defi-
nicion son isomorfos.

Se denota R+ el conjunto de niimeros reales positivos, y R+* el de los numeros re-
ales estrictamente positivos.

El anillo ordenado Z de los enteros y el cuerpo ordenado Q de los racionales ve-
rifican:

Z cQ c R;

Q esunsub-cuerpode R.

1. Cuerpo de los numeros reales

La terna (R, +, -) tiene estructura de Cuerpo conmutativo. El alumno deberd escri-
bir los axiomas que caracterizan a un cuerpo conmutativo.

2. El cuerpo ordenado de los nimeros reales

En el cuerpo ordenado R, se destaca un subconjunto Ry < K, llamado el conjun-

to de los elementos estrictamente positivos de R o cono positivo, de manera que se satisfa-
cen las siguientes condiciones:

1. La suma y producto de elementos estrictamente positivos son estrictamente posi-
tivos. Es decir

Vx,ye R{, (x+y)eR{ e (x-y)e R;{.

2.V x € R, exactamente una y solo una de las tres alternativas siguientes es valida:
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o bienx=0, obien x € R;, obien-x € Ry

Asimismo, si tomamos x € Ry, indicaremos como (-Ry) al conjunto de los

elementos opuestos, es decir sera: - x € (-RY).

Tenemos entonces que R = Ry N (-Ri) N {0}, siendo dos a dos disjuntos (no
tienen elementos comunes). A los elementos de (- Ry ) les llamaremos estrictamente nega-

tivos o cono negativo. En lo que sigue lo denotaremos R

Propiedad: En un cuerpo ordenado, cualquiera sea a # 0 entonces a’ € Ry

En efecto, siendo a # 0, tendra que ser: o bien a € R{ o bien (-a) € Ry . En el
primer caso, a* =a - a € Ry . En el segundo caso a’= (-a) - (-a) € R . En particular, en un

cuerpo ordenado 1-1 =1y es siempre positivo. De esto se sigue que (-1) € Rx.

Por otra parte podemos asegurar que no existe ningiin elemento del cuerpo ordena-
do R cuyo cuadrado sea (-1).

Ejemplos:

1. El conjunto de los nimeros racionales es un cuerpo ordenado.

2. El cuerpo {0, 1} (definir las operaciones de manera que el conjunto dado tenga
estructura de cuerpo), no puede ser ordenado, yaque 1 +1=0 y en un cuerpo ordenado 1
debe ser positivo y su suma también debe ser positiva.

3. Tampoco el cuerpo Cqo = Q x Q (conjunto de niimeros complejos racionales)
puede ser ordenado, dado que el cuadrado de 1= (0,1) es igual a (-1). En un cuerpo orde-
nado ningun cuadrado puede ser negativo y (-1) es negativo.

Notacion.

En un cuerpo ordenado escribiremos x <y, y decimos que “x es menor que y”,
ara significar que z=vy—x €e R}, oseaque y=x + z donde ze Ry es la diferencia
b b
positiva. O también escribiremos y > x, que se leerd “y es mayor que x”.

En particular x > 0 significa que x € R{, es decir que x es positivo, en cambio x

< 0 quiere decir que x es negativo, esto es que (-x)e Ri.Si xe Ry e ye Ry siempre se
tendrd x >y.
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Propiedades.

La relacion de orden x <y en el cuerpo ordenado R tiene las siguientes propieda-
des:
1. Transitividad. Si x<ye y<z entonces x <z

2. Tricotomia. Dados X,y € K, ocurre un y sélo una de las alternativas siguientes:
obienx=y, obien,x<y, obienx>y.

3. Monotoniadelaadiciéon. Si x<y entonces, paratodo z € R, se tiene x
+tz<y-+tz

4. Monotonia del producto. Si x <y  entonces, para todo z >0, se tiene
X zZ<y-'Z

Ahorasiz <0, tendraqueser x-z>y-z.
Para demostrar estas propiedades, deberemos usar las condiciones de orden enun-
ciados antes.

Demostracion de la propiedad 1.

Decir que x <y ey < z significa afirmar que y—-xe R{ y z-y e R{.Enton-

ces sabemos que (y —x) +(z—y € Ry, simplificando serd z —x € Ry, lo que significa
que X < z.

Demostracion de la propiedad 2.

Dados x,ye R,setendriquey-xe R, obien x-y=0, o x-ye R;.
Entonces por el axioma 2 de orden, tendrd que ser x <y, obienx =y,0 x>y. Y estas
alternativas se excluyen mutuamente.

Demostracion de la propiedad 3.

Si x<y entonces y-x e RJ, sumandoy restando z, se puede escribir:

y—x=(y+z)—(x+2z) e R{ yestosignificaquex+z <y+z.

Demostracion de la propiedad 4.

-Si x<y e z>0 tendraiqueser y—xe R{ y ze R{.Porconsiguiente:

(y —x)z € R{,y esto significa que y'z—xz € R, por consiguiente x-z<yz.
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-Si x<y e z<O0,entonces y-xe Ri y (-z) € Ry, de donde:

(y —x)'(-z) € R*, esdecirxz—yz € R*, esdecir y'z<xz.

e En particular en el cuerpo ordenado R, x <y implica que —y < -x. Basta multipli-
car ambos miembros de cualesquiera de estas desigualdades por (-1) para obtener la otra.

Asimismo, podemos decir que a partir de las propiedades de orden establecidas se
pueden formular unas cuantas mas, algunas de ellas aparecen como ejercicios propuestos al
final del tema.

En el cuerpo ordenado R, escribiremos x <y para significar que x<y o0 xX=Yy.y
leeremos “x es menor o lo sumo igual que y”. O también podemos escribir y > x que lee-
mos “y es mayor o a lo sumo igual que x”, y en consecuencia, las dos expresiones son

equivalentes. Es indudable que esto quiere decir que y—x € R: M {0}.

Al conjunto R M {0} le denotaremos como R", es decir tomamos R" = Ry

M {0}. A los elementos de R* los denominaremos elementos no negativos del cuerpo R.
A un elemento x del conjunto R se lo caracteriza como x > 0.

e Se tiene evidentemente que x < x para todo elemento de R.
e Dados x,y € R, setienex =y siy solamentesix<yey<x.

Con excepcion de la propiedad 2 (tricotomia), que es sustituida por las propiedades
x <x (reflexividad) y (x<y A y<x) = x =y (antisimetria), (A, es la conjuncion y),
todas las demas propiedades enunciadas antes y demostradas, y por demostrar para la rela-
ciéon x <y, valen también para la relacion x <y.

Considerando al conjunto de los numeros reales como un cuerpo conmutativo y or-
denado se puede definir al conjunto de los nimeros naturales como un conjunto inmerso en
R, y particularmente como subconjunto de R. En este curso suponemos que esta defini-
cion es conocida por el alumno. Considerando a los opuestos de N, se puede definir al
conjunto de los enteros Z, de manera que tenemos la siguiente relacion N c Z c R.

Mas aun, dados m, neZ, con n# 0, existe el inverso n! € R. Podemos por consi-
guiente definir un nuevo conjunto que contenga a todos los mn" = m R, donde m,

n
neZ, y n # 0. Evidentemente este conjunto tendrd que ser un subcuerpo y lo identificamos
como Q, el cuerpo de los nimeros racionales. De manera natural podemos establecer ahora
las siguientes inclusiones Nc Z c Q c R.

3. El axioma del supremo

En el cuerpo ordenado (R, +, -, <) se verifica el axioma del supremo. (Ver 7.2.1.)
Decimos entonces que R es un cuerpo totalmente ordenado y completo (o continuo).
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7.2.3. Desigualdad de Bernoulli

En el cuerpo ordenado R, si neN y x> -1, entonces (1 +x)"> 1+ nx.
Demostracion:

Esta desigualdad se demuestra por induccion sobre n. Para n =1 es evidente.
A partir de (1 +x)"> 1 +nx se debe deducir que (1 +x)""'>1+@n+ 1)x

Sabemos que (1 +x)™" = (1 +x)™(1 +x) > (1 + nx)-(1 + x), (por hipotesis).
Desarrollando el producto podemos escribir:
A1+x)"">1+nx)(1+x)=1+nx+x+nx*=1+ @+ 1)x +nx%

finalmente
A+x)"'>1+@+Dx+n-x*21+@+1)x.

Cuandon>1,n e N y x> -1, por el mismo argumento se tiene que:
(1+x)">1+nx

En este punto, conviene recordar algunos conceptos que nos van a permitir estudiar
con mayor amplitud las propiedades del cuerpo ordenado R.

Otra alternativa para explicar esta propiedad de los nimeros reales es estudiar el
problema, considerando las dos operaciones basicas: la adicion y el producto en forma se-
parada. Lo exponemos a continuacioén para poner en evidencia que la conmutatividad del
cuerpo de los reales, puede ser obviada.

7.2.4. Cuerpos arquimedianos

Teorema 4.
Paratodo a y b de R.*, existe un entero natural neN* tal que: an> b.
Demostracion
Supongamos lo contrario:
(YneN¥*) an <b

y mostremos que esto conduce a una contradiccion. Sea A = { na},en+ €l conjunto de
los multiplos positivos de a.

El conjunto A esta acotado superiormente por b, luego s =supA existe. Entonces,

(YneN¥*) (tl)a<s = nata<s = na<s-a
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Luego s — a serd una cota superior de A, estrictamente inferior a s = supA, lo cual
constituye una contradiccion.

El teorema se traduce diciendo que el _grupo aditivo de R es arquimediano

Teorema 4 his.

Para todo niimero real ay b estrictamente superiores a 1, existe un neN* tal que,
n
a >b.

Demostracion.

En efecto, a> 1 implica la existenciade o€ R:* talque a=1+a. Asimismo,
existe fe Ry* talque b=1+p. Ahora, la formula del binomio de Newton da:
(VneN) a'=1+a)" >21+na;

pues, todos los términos suprimidos son positivos. Por el teorema 4, yaque >0 y >0,
existe un entero natural n tal que no > . Por consiguiente,

a'> 1+nou>1+p=Db

el teorema queda demostrado.

Este teorema se traduce diciendo que, el grupo multiplicativo R* es arquimediano.

Los teoremas 4 y 4 bis se traducen diciendo que R es un cuerpo arquimediano.

OBSERVACION. En las demostraciones de los dos teoremas, no hemos utilizado la con-
mutatividad del cuerpo R, enunciado en la definicion. Se puede demostrar que si R* es
un grupo multiplicativo arquimediano, es entonces un grupo conmutativo. Por consiguiente
la conmutatividad del cuerpo R es una consecuencia del axioma de la cota superior y
puede ser obviado sin inconveniente en la definicion.

7.2.5. Parte entera de un numero real

Teorema 5.
Paratodo a € R, existeun entero q € Z, y solo uno, tal que:
gsa< q+1l
Definicion.

g se llama parte entera de a y se denota [a].
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Unicidad.

Siexisten qy q en Z talesque gq<a< (q+1 y (¢ <a< (+1; enton-
ces por transitividad,

g<q-+1 y qg <g+1
de donde:
q-q <1 y q-9g<l
que implica:
g- q =0.
Existencia.

1. Supongamos a>0 (si a=0 = g=0). Sea A={neN/n>a}.

A es distinto de vacio (teorema 4) y AcN. Luego A admite un elemento minimo
(al menos igual a 1) que se puede denotar g + 1 con geN. Se tiene evidentemente a < q +
1. Se tiene también a>(, de lo contrario a<( contradice que -+ 1 = min.A.

2. Finalmente supongamos a < 0. Entonces (-a) > 0, y de acuerdo a lo que precede
existeun Q€ N tal que:

(ds-a<g+1) = (gza>-g-1) = (qd-1l<as-q).

Si -a=(Qq’,setoma =(q Yy laexistencia queda demostrada.
Sino,setoma g=-¢ —1 Yy laexistencia queda demostrada.

7.2.6. Valor absoluto

Definicion.

Se llama valor absoluto sobre R, ala aplicacion de R en R., denotada

X = | X|
y definida por:
x>0 = |Xx|=X
X<0 = [x|=-X
OBSERVACIONES

1° Paratodo X € R, se tiene
- x| £ x < |X]|

(Si x>0, setiene: -| x| < X = |X|. Si x<O0,setiene: -|X| = X < |X]).

2° (@20 A -a<x<a) = |[X|<La
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(Si a>0,laconsecuenciaes: x<a. Si x<0, es: -a<Xx).

Teorema 6.

Cualesquiera que sean Xey de R, se tiene

1. | x| =0 = x=0;
2. | x-y|=[x]-]yl];
3. | x+y|< |[X]|+]y];

La demostracion de 1 y 2 la debe hacer el alumno, para probar la propiedad 3, apli-
camos dos veces la Observacion 1°, esto es:

-|x] < x < |x], -lyl < y< |yl
Sumando miembro a miembro:

-(x]+]yD) < x+y < x|+ |y]|.

Es suficiente entonces aplicar la observacion 2, para obtener:
| x+y[< [x][+]yl;

Esta relacion se 1lama desigualdad triangular.

Propiedad. Paratodo X e y de R, se tiene:

X -1yl < Ix-yl.

Observemos primero que esta relacion es invariante cuando se cambia X pory. Se
puede entonces suponer |X| > |y|. Tomamos X-—Yy= z Entonces,

x=y+z = |[x|<|y[+][z] = [x]-]y|=]|z]

La relacion queda demostrada. Esta puede parangonarse a la desigualdad conocida
en el triangulo: todo lado es mayor que la diferencia de los otros dos, propiedad que se
deduce de la desigualdad triangular como se acaba de hacer.

OBSERVACION. Se puede definir el valor absoluto sobre todo anillo A totalmente orde-
nado. Se ve sin dificultad que el teorema y las propiedades son validas cuando se reempla-
za R porelanillo A y R: por el cono positivo de A.
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Ejemplos:

1.1. Resolver la ecuacion de primer grado
2x+3=5x-6 (1)

Solucion. Si x es una solucion de 2x + 3 = 5x — 6, entonces si sumamos el opuesto de 5x,
y el opuesto de 3, a ambos miembros de la igualdad

2x + 3+ (-5x) + (-3) = 5x — 6 + (-5x) + (-3), queda
2x + (-5%) = -6 + (-3)
-3x=-9

multiplicando por el inverso de (-3) o, lo que es lo mismo dividimos ambos miembros por
(-3), se tendra:
x =3.

Esto demuestra que si x es una solucion, entonces x debera ser 3 y, por lo tanto x =3 es la
unica solucion posible.

Prueba. Para hacer la prueba reemplazamos x = 3 en la ecuacion (1), y la igualdad tendra
que verificarse:
23+3=53-6
9=9

En la practica la resolucidon podria ser acortada usando el conectivo logico “si y solo si”
9
que se simboliza <,y los pasos seran “reversibles”, se hace de la siguiente manera:

2Xx+3=5x-6 < 2x+3+(-5%) + (-3) =5x — 6 + (-5x) + (-3)
& -3x=-9
& x=3.

Finalmente escribimos el conjunto soluciéon S = {3}.

1.2. Resolver la ecuacion cuadratica: x> +x—-6=0. (2)

Solucion.
X+x-6=0 < (x-2)(x+3)=0
< x-2=0 o x+3=0
&S x=20x=-3

Es decir, 2 y -3 son soluciones y ademas son las tinicas soluciones de la ecuacion (2).
La comprobacion de este resultado la puede hacer el alumno y la solucion se escribira

S={2,-3}
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OBSERVACION. a’=b" < (a=b o a=-b).

Prueba.

< (a-b)-(a+b)=0
< a-b=0 o a+tb=0
< (a=b o a=-b).

Volviendo al Ejemplo 1.2, podemos ahora resolver la ecuacién x*+ x — 6 = 0, completan-
do el cuadrado, de la siguiente manera:

X+x-6=0 < x°+x =6,

2
Ahora sumamos a ambos miembros [Ej = 2 de manera que el término de la izquierda

de laigualdad x*+x =6 sea un cuadrado perfecto, es decir:

XX+x-6=0 < x*+x =6

12
<:>x2+x+(—j=6+%
25
o x+1)yY ==
2 4
1 _ [25 1 _  [25
+ L= |2 + Ll =_ ]2
<&ty s 9 XT3 ;)
1 .5 _ 1 5
=_ 1 42 =_41 _2
& (x 3 > 0o X 5 2)

Asi que, el conjunto S = {2, -3} es solucion de la ecuacion x> +x—6=0.

1.3 — DESIGUALDADES. Para resolver desigualdades se debe recurrir a la definicion
axiomatica de los niimeros reales y también a algunas propiedades que surgen de esos
axiomas.

- Supongamos una desigualdad del tipo ax +b <0;con a=0
Encontrar la solucion de una desigualdad (inecuacion de primer grado con una in-
determinada) sera, entonces determinar el conjunto de numeros reales para los cuales se
satisface la desigualdad dada.
Solucién. Sumamos el opuesto de b a ambos miembros de ax +b <0, es decir:

ax+b<0 < ax <-b.

Para eliminar el nimero a del primer miembro de la desigualdad, se tienen dos casos.
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1°) a>0: ax <-b <« x< _b (multiplicamos por el inverso de a), y la
a
solucion vendra dadapor S={x e R/x< —E} = ]- o0, -b/a].
a

b - .
2°) a<0: ax <-b < x> -—— (multiplicamos por el inverso de a, COmMo
a

€S un numero menor a cero, debemos cambiar el sentido de la desigualdad), y la solucion

vendrd dadapor S={xe R/x > —E} =[- b/a, oo].
a

1.4. Sitenemos la desigualdad 5x + 7 > 3x — 5, recordando que a una desigualdad, se le
pueden sumar o restar nimeros, que sigue siendo del mismo sentido, vamos a restar 7 y 3x
de manera que:

5x+7>3x-5 < 5x+7-7-3x > 3x-5-7-3x
& 5x-3x>-5-7
& 2x>-12
& X>-6

El conjunto solucién lo podemos escribir con notacion de intervalo como S = ]— 6, oof

1.5. Desigualdades que estan expresadas como productos o cociente.

Consideremos las siguientes situaciones, (Va,beR) 1) a-b <0, ii)a-b>0.

1) Para encontrar el conjunto solucidon de una desigualdad de este tipo, debemos
recordar que:

1°) a>0 y b<0
a-b<0 < 0
2°) a<0 y b>0
El producto es negativo si los factores tienen signos distintos

La solucion se determinara encontrando las soluciones parciales S; y S, de 1°) y 2°) y
finalmente la solucion S de la desigualdad a-b <0 vendra dada por la unién de las solu-
ciones parciales.

i1) Para encontrar el conjunto solucidon de una desigualdad de este tipo, debemos
recordar que:

1°) a>0 y b>0
a‘b>20 & 0
2°) a<0 y b<0

(El producto es positivo si los factores tienen el mismo signo)

El procedimiento para escribir la solucion de la desigualdad serd el mismo que en el caso
anterior.
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NOTA. En el caso de un cociente el concepto para encontrar la solucion de la desigualdad
respectiva es el mismo, en todos los casos se debe considerar la regla de los signos, como
se vera en los ejemplos siguientes.

1.6. Resolver la siguiente desigualdad de segundo grado: x> +x—6 <0.

Soluciéon
Primero expresamos a la desigualdad como un producto, es decir:

X +x-6<0 < (x—2)- (x+3) <0, de manera que:

x-2>0 X > 2
1° = §$§=0
x+3<0 x<-3
x-2)-x+3)<0 <
50 x-2<0 X < 2 S ]_3 2[
& = =13,
x+3>0 x>-3 2
y finalmente S=S;, NS, = ® N ]-3,2[= ]-3,2[
1.7. Encontrar el conjunto solucion de la desigualdad dada por: —— ! >0

X + 3
Solucién

En esta desigualdad, numerador y denominador deberdn tener mismo signo, ya
que el cociente debera ser positivo o cero, el denominador sera distinto de cero. Es decir:

-x-720 -x =7
1° =
-x-7 X+3>0 X>-3
X + 3 -x-7<0 -x <7 X =>-7
2° = = . Sy =[-7,-3
x+3<0 x<-3 x<-3

Esdecir S=S,nS,= ® n[-7,-3[= [-7,-3]

x<-7
f— { ;Sl=q)
x>-3

1.8—Resolver la siguiente: <2.

X+8

Solucion.

Sumamos (-2) a ambos miembros, para obtener una desigualdad comparable
con el 0. Es decir:

x—4<2 - x—4_2<0 )(—4-2)(-16<0 - -x—-20
X +8 X +8 X +8 X+ 8

<0
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-x-20>0 -x>20 x<-7
=N o & x<-20; Sy =Fow,-20]

—x—20<0<:> {x+8<0
X +38 {-x-20<o {—x <20 {x >-20
2° = =

X<-8 X>-3

& x>-8 S; =180

x+8 >0 X >-8 X >-8

Entonces: S=S; NS, = ]-00, -20[ N ]-8, oo

Ejemplos de ecuaciones v desigualdades con valor absoluto

1.9. Resolver las siguientes ecuaciones:

Dx[=3;  ii)|x-5=10; i) 2x +4)=8;  iv) 2x+4|=8x 1.

Resolucién: 1) |[x|=3
1) Por definicién
-si x> Oentonces |Xx|=x=3;

-si x<0, |x|=-x=3,esdecir x=-3.

Por consiguiente el conjunto solucidn serd: S = {-3, 3}.

Resolucion: ii) [x-5/=10

i) -six—52>0,serd [x-5/= x—5=10,dedonde x=10+5=15;
-six—5<0,setiene [x-5/= -(x—5)=10,de donde —x + 5 =10, es decir x = -5.

Luego el conjunto solucion es: S = {-5, 15}

La prueba de la solucion se hace reemplazando — 5 y 15 por x en las hipote-
sis y en la ecuacion dada.
Resolucion:  iii) [2x +4|=8.

i) -si 2x+4>0,serd |2x +4|=2x+4 =28, de donde x =2;
-si 2x+4 <0, 2x +4|=-2x +4) =8, es decir, 2x + 4 = - &, por lo tanto x =- 6.

Conjunto solucién : S = {-6,2}. EIl Alumno debe hacer la prueba.

Resolucion:  iv) [2x +4|=8x—1.

iv)-si 2x+420 = Px+4/=2x+4=8x—1 = 2x+4=8x-1 = 6x=5 =
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5
X==;
6

-s1 2x+4<0 = 2x+4|=-2x+4)=8x-1 = 10x=-3 =>x= —%.
Prueba. Si tomamos x = — % y, reemplazamos en la hipotesis, 2x +4 <0, nos
queda 2(-3/10) + 4 < 0 que es una contradiccion. Tampoco satisface la ecuacion |2x + 4| =
. 3 . ., .5 .
8x — 1, por consiguiente 0 no es un elemento del conjunto solucidén, en cambio o si lo

es, por lo tanto el conjunto solucién sera:

|
—

1.10. Resolver las siguientes desigualdades: 1) | 6x | < 12; ii) [x - 4] <8; 1iii) [x + 2| > 4.
Para resolver estas desigualdades, conviene repasar la definicion de valor absoluto y, las
propiedades del valor absoluto.

Resolucion: 1) | 6x | <12

1) Por una de las propiedades: |6x|<12 < (-12<6x<12); (div. todo por 6)
& ((25x<L2),

de manera que el conjunto solucién es S = [- 2, 2].

Resolucion: i) [x - 4| <8;
i) x-4/<8 < (-8<x-4<8) < (4<x <12), (sesumod4).

En concecuencia el conjunto solucién es: S =[-4, 12].

Resolucién:  iii) [x +2|>4

ii1) Por propiedad: x+2/>4 < (x+2>4 v x+2<-4)
& (x>2 v x<-6).

El conjunto solucién es: S =]- o0, -6[ N ]2, oof
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7.3. Propiedades topologicas de R

7.3.1. Topologia

En lo que sigue, solamente hacemos referencia al conjunto de los numeros reales, y
hacemos un estudio sin mayores pretensiones que la de precisar algunos conceptos relacio-
nados con la topologia y, ponernos de acuerdo en la notacion de estos.

Como fundamento de la topologia tenemos la idea de “ proximidad” 0 continuidad.
Es decir, nuestro estudio se basara en precisar qué se entiende por continuo y qué trans-
formaciones conservan esta continuidad.

Es decir la topologia es la parte de la matematica que se ocupa de estudiar los con-
juntos estructurados mediante relaciones que nos permitan decir cuando un elemento del
conjunto es “contiguo” o préximo a una parte del mismo.

En primer lugar nos interesa definir la distancia en este conjunto y para ello nece-
sitamos del valor absoluto que ya se ha estudiado.

7.3.2. Distancia

La distancia entre dos puntos x,y € R se define como el valor absoluto de su dife-
rencia:

d(x, y) =[x -yl
por ejemplo, la distancia entre -2 y 4 esigual a:

d(-2,4)=1]-2-4|=|-6/=6
mientras que la distancia entre5y O es:
d5,0)=|5-0/=5

La distancia verifica las propiedades:

1) d(x,y) >0, Vx,y eR. La distancia entre dos puntos es siempre no negativa.

i1) d(x,y) =0 < x =y. La distancia entre dos puntos es nula si y s6lo si ambos co-
inciden.

ii1)d(x, y) = d(y, x) Vx, yeR. La distancia entre x e y es la misma que entre y y Xx.

iv)d(x, y) < d(x, z) + d(zy). Vx,y,zeR. La distancia entre dos puntos es siempre
menor que la suma de distancias de estos dos puntos a un tercero (desigualdad
triangular).

El lector puede comprobar que estas propiedades son deducibles a partir de las del
valor absoluto. Los numeros reales son, a menudo, representados geométricamente como
puntos de una recta (que llamaremos eje real o recta real). Se elige un punto para que re-
presente al 0 y otro a la derecha del cero para que represente al 1. Esta eleccion determina
la escala.

196



Con un conjunto adecuado de axiomas para la geometria euclidea, a cada punto de la recta
real le corresponde un ntimero real y uno solo, y reciprocamente, cada niimero real esta
representado por un punto de la recta real y uno solo. Acostumbramos a referirnos al punto
x en lugar del punto de la recta asignado al nimero real x.

La relacion de orden puede interpretarse ahora de una manera gréfica. S x <y,
entonces €l punto x estd alaizquierda del puntoy :

Xg Yo

Esta recta es también un marco apropiado para interpretar la anterior definicion
de distancia. En efecto, comprobaremos que |o que entendemos por distancia entre dos
numeros reales coincide con la “ distancia” entre los puntos de la recta que representan a
tales nimeros.

-3 0 3 4
® * * °

d4,0)=4
A nivel practico, mediante la definicion de distancia y estas representaciones po-
demos deducir algunas propiedades adicionales y resolver inecuaciones donde interviene el
valor absoluto.
Ejemplo.
Hallar la solucion de la siguiente inecuacion:
x-3|=>1.
Podemos interpretar la desigualdad en el sentido de las distancias, de lo que resulta:
d(x,3)>1.

Graficamente significa que debemos encontrar todos los puntos cuya distancia a 3
sea mayor o a lo sumo igual que uno. Es decir

0 2 3 4
< ® ° ° ® >

Asi la solucion esta formada de todos los nimeros reales mayores o iguales que 4
unidn con el conjunto de todos los niimeros reales menores o iguales que 2. En simbolos:

]-OO, 2] o [4: +CD]
(Como podemos determinar “la mayor o menor proximidad” de un punto x eR a

un subconjunto A < R? Esto se logra mediante los conjuntos que llamamos entornos de
un punto.
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7.3.3. Entornos de un punto

Un entorno abierto centrado en un punto delarectareal “x’ yderadio r >0
es el conjunto formado por todos aquellos puntos que se encuentran a una distancia estric-
tamente menor de dicho punto que el valor del radio. En simbolos:

E(x, r) = {yeR/d(x,y) <r}.

Ejemplo.

Hallar el entorno abierto de centro 3 y radio r=1.
Segln la definicion debemos encontrar los puntos y que se encuentren a una dis-
tancia menor que 1 del punto 3. En simbolos:

d3,y)<1 = |3-y|<1.
Para ello podemos usar las propiedades del valor absoluto:
B-yl<l = -1<3-y<lI
y sumando a todos los miembros el valor -3 resulta:
-1<3-y<1l = -1+(3)<3-y+(3)<1+(3) = 4<-y<-2

Multiplicamos todos los miembros por (-1) (lo que invierte el sentido de los simbo-
los de desigualdad).

4<y<-2 = (AEDH>EED> 2D = 4>y >2
El entorno abierto de centro 3 yradio 1 es pues el intervalo abierto ]2, 4[
Es decir en otros términos:

Se llama entorno abierto centrado en X € R a todo intervalo abierto de la forma:

Ixo —1; X0 + 1 [, donde r es el radio del entorno y es un niimero real estric-
tamente positivo, r > 0; es decir la longitud es igual al doble del radio.

En & caso de que € radio sea cero se obtiene € conjunto vacio ya que la inecua-
cion:
d(y, x) <0 no puede ser satisfecha por ningiin numero real.
Se llama entorno abierto de xo € R a todo intervalo abierto que contenga a x,. Habi-

tualmente se entendera que es centrado en Xx( y se designara simplemente entorno de xo; en
caso contrario se indicara.
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Se designara a los entornos de xo de la forma U, 'y, si fuese necesario, se indicara

el radio del entorno escribiendo

U, 1)=Ixo—1,x0+1[={xe R/ xg—r<x<Xxot+r1} =
={xe R/-r<x—x¢<r} = {xe R/ |[x —Xxo| <t}

Se llama entorno reducido (o perforado) de xo, y se escribe U*O o U*(xo, 1),

X

al conjunto Uio = U,, -{xo}, es decir:

U, = Ixo =1, Xo[ U Ixo, Xo + 1] = {Xx€R/ 0 < |x —Xo| <1}

que es el entorno de centro x¢ y radio r, excluido el punto xo.

La primera definicion sobre “proximidad” que podemos dar mediante el uso de entornos es
la que sigue:

7.3.4. Punto adherente y adherencia de un conjunto

Un punto x es contiguo (adherente) a un determinado conjunto A si todos los en-
tornos de x tienen puntos del conjunto A. La coleccidon de todos los puntos adherentes a A

se denomina adherencia de A y se denota por adh(A) o bien A.

O sea, x es un punto adherentea & # A c R, siy solo si cualquiera que sea el en-
torno de x E(x, r) se verifica que: A N E(x, r) # &. Es decir la interseccion del entorno
de x con el conjunto A es distinta de vacio.

Ejemplo.

El punto 0 es adherente al conjunto A = [-2, 3], ya que todo entorno de 0 (cuyos
extremos representamos con paréntesis “corta” a este intervalo.

-1 0 3
77PN
<t 1

Del mismo modo el punto 3 es adherente al conjunto A pues también todos sus
entornos tiene puntos de dicho conjunto.

Asimismo si A =[-2, 3[, el punto 3 es de adherencia. (verificar la definicién).
(Es adherente el punto 3 si A=]-1,2] U {3}?
Y el punto 0, ;es adherente al conjunto a = {xeR/x=1/n, neN}?

Si el alumno hace una representacion grafica de este conjunto A podréa observar que
todo entorno abierto de cero corta a algiin punto de A ya que los elementos de este conjun-
to se ‘““acercan” todo lo que queramos a cero. Esto significa que 0 es adherente a A.
(aunque no pertenece al conjunto).
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OBSERVACION.

e S xesun punto adherenteal conjunto A.

- o bien, existe un entorno U de x tal que (U — {x}) N A = y entonces
x pertenece a A. Se dice que x esun punto aislado de A;

- o bien, todo entorno U de x es tal que (U - {x}) N A # & y entonces
decimos que x es un punto deacumulacion de A.

Es decir un punto de adherencia, o es un punto aislado o es de acumulacion.

Propiedades

1. Se verifica la siguiente inclusion: A < A.
Todo punto de A es limite de una sucesion de puntos de A.

Ejemplos:

1. La adherencia del intervalo [a, b[ es [a, b].
2. La adherenciade Q es R.

7.3.5. Recta real ampliada.

Definicién

La recta real ampliada es el conjunto R=RuU {-o0, +oo} sobre la cual es exten-
dida la relacion de orden total de R escribiendo:

vxeR, - 00 < X< + 0

Operaciones sobre R .

La adicién en R se extiende en R tomando:
* VxeR, X+ (to)=(+tw)tx=+o0; (-0)+x=x+(-0)
* (t 00) + (+ 00) =+ o0; (- 00) + (- 0) = -0
La multiplicaciéon en R se extiende en R conviniendo que:
* VxeR, x>0, X(+®) = (+o0) x=+m; X (-2) =(-0)x=- 0}

* VxeR, x <0, x(+00) = (+00) X = - 00; X (- 0) =(-00)Xx =+ o;
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* (+ 0)(+ 0) =+ o0 (+ 00)(- 0) = (- )(+ ) = - ©; (- 0)(-0) =+

OBSERVACION. La adicién y la multiplicaciéon no son dos operaciones sobre R pues
no estan definidas:

(too)+(-0); (-0)+(+o0); 0(+ow0); (+00)0; 0(-0); (-)0.

También se puede extender la nocion de entornos en R, conviniendo que una parte U de
R esunentorno de +oo si, y solamente si existeun aeR, tal que Ja, +o] U, con

Ja, +o]={x eR/x>a}u {+ o}

y que una parte W de R esunentornode - oo si, y solamente si existe un beR, tal
que

[-c0, b] © W, con [-o0, b[ = { x eR/x <b}U {- }.

7.4. Punto interior, exterior y frontera. Propiedades

7.4.1. Punto interior y conjunto interior de un conjunto

Sea AcR, se dice que X € A, es un punto interior de A, si existe un entorno de X
contenido en A.

Xo es interior de A siy s6lo si 3 Uy, UxocA

Al conjunto de puntos interiores de A se le designa int(A) y se lee interior de A:
Int(A) = {xe A/ x interior de A}

Es claro que si xp ¢ A, Xx¢ no puede ser interior del conjunto A, es decir, ¥ Uy,
Uwz A (yvaque x9eUy y Xxo¢A). Sin embargo, no basta que xoeA para que sea
interior, puesto que para el conjunto  [0,1], 1€[0,1] y V U;&z][0,1], yaque U;=
N—-r,1+rf conr>0y [1-r,1+1[ z[0,1] puestoque U;=]1—-r,1+1[ con r>0y
N—r,1+1[z[0,1] (losx € R talesque 1 <x<1+r pertenecen al entorno pero no
pertenecen a [0, 1].

Por lo tanto, Int(A) c A; VA cCR.
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7.4.2. Punto exterior y conjunto exterior de un conjunto

Sea AcR, se dice que xo € R, es un punto exterior de A si existe un entorno xo,
Uso, contenido en el complemento de A, A®, es decir xo € int(A®).

Al conjunto de puntos exteriores se le designa ext(A) y se lee exterior de A.

Xo es exterior de A siy solo si 3 Uyg, Uy A°

7.4.3. Punto frontera y conjunto frontera de un conjunto

Sea AcR, se dice que x¢ € R, es frontera de A si todo entorno de x¢, Uy,, contiene
puntos de A y de A°, Al conjunto de puntos frontera de A se le designa front(A) y se lee
frontera de A.

Xo es fronterade A siy solosi VU, Uy A
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Ejercicios Propuestos

1. A partir de la fundamentacioén axiomatica de los nimeros reales probar que:

a)VxeR, x0=0=0x; b)vVxeR, x=(1)x; c)VXxyeR,
X(y)=-xy)=(x)y; dVxeR, «(x)=x; e) Vx,y € R, (x)(-y) =xy.
2. Pruebe que:

a) Vx,yeR, xy=0 x=0vy=0); b) Vx,yeR, x*=y* & (x=y v x=-Y).

3. Pruebequesi a,b,x € R y a=#0,entonces
ax+b=0 < x=-a'b.

4. Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) 3x+5=x-3; b)2x-1=2x+4; ¢)x-2=7;, d) 3x+2=6x+4.

5. Resuelva las siguientes ecuaciones por factorizacion.:
a) X -4x+5=0; b) x°-4x-21=0; c¢) 5x*+13x+6=0; d) x’+x°-2x=0.

6. Exprese la desigualdad dada en notacion de intervalos.

a) a<x<b; b) a<x<b; c) a<x<b; d) x<-2;
e) x=>35; f) —4<x<20; g) 12<x<7/4.
7. Represente el intervalo dado como una desigualdad.
a) 3/6, 6[ b) [-1, 5] ¢) [20, oof d) J- oo, -7]
8. Represente graficamente el intervalo o conjunto dados.
a) [2,6]; b) 12, 6[; c) [2,6[; d) 12, 6]; e) {(x/1<x<5}
f) {x/-3<x<2}; g){x/-2<x<3}; h) {x/x>-1}; 1) {x/x<-3/2};

Dxx>1v x>4}; k) {x/x<2} U {x/x=>0}; D) {x/x>-1} N {x/-3 <x<2}.

9. Expresar AN B y A U B como un intervalo cada uno, donde:
a) A= [_27 5]: B= [05 8]) b) A= [_77 _2], B= [_3’ OO[>
¢) A=]-,0], B=[0,0[; d) A=[-10,2[, B=]3, 10].

10. Recordando las definiciones de —, &, indique cudles de las siguientes proposiciones es
cierta o falsa:

a)[1,4] < [0,5]; b)[2,3] <12,3[; o) [1,2] «[2,3]; d) ]-4, 4[c ]- 0, 0 [.

11. Resuelva las siguientes ecuaciones completando el cuadrado.:
a) X-4x+5=0; b)3x*-11x+6=0; c¢) 5x°+3x+2=0; d)5x*+3x-2=0.

12. Pruebe que, para x,y,z,u,v € R

a) x<y Au<v) = (xtu<y+v) b) x<y = -x>-y;
c) x<y A z<0) = (xz>yz); d x#0 = x*>0;
e) 0<x<yan0<Zu<v) = xu<yv; f) Six, y tienen el mismo signo: xy > 0;

g) Si x,y tienen signo distinto: xy <0.
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13. Pruebe que para x,y € R:
a) x tiene el mismo signo que x; b) Si x,y tienen el mismo signo e x <Yy,
entoncesx'1>y'l; ¢) [x=0 A y20) = x2>y2] & x>y

14. Demuestre que:
a) xe[2,4 = (2x+3)e][7, 11]; b) xe]2,4] = 1/2x+3) e J1/11,1/7[;
c) x-5¢€[-2,2] = xe][3,7]; d 2x-6)e]4,4 = xe]l,5];
e) (x-xp) € [-a,a] = x€[Xp-a, xo+a]; f) xe[xp-a,Xo+a] = (X-Xp) € [-a, a].

15. Resuelva las siguientes desigualdades:
a) x+5>2-x; b) 4x +1<2x+3; c) 1Ix-7< 4x+2.

16. Pruebe que: a) x>1 = x> > x; b) 0<x<l = x*<x.

17. Resuelva las siguientes desigualdades:
a) X’ -5x+6<0; b)x*-3x-4>0; ¢)-x"+3x-2>0; d) -1>4x-7>-2;
_ 10-x  _ 2x% -1
& 1~ D 7<% ® %2

< 3.

18. Para los siguientes conjuntos de niimeros reales, determinar, en caso que existan, cota
superior, cota inferior, supremo, infimo, maximo y/o minimo.
a) A = {x% -1<x <l}; b)B={x*0<x<l}; ¢)J-oo,b[ d)Si={nne Z"};
e)S=1{(1m)y n €Z'}; DI12,7[ g I[3,5].

19. Pruebe que:
a) [x|=y & (y20 A (x=y Vv x=Y)); b) [x[<y & (y<x<y)
O)|X|>y © (X<-yvxX>Yy).

20. Pruebe que: |[x|=|y| < x=y Vv x=-y.

21. Recordando la definicion de valor absoluto de un nimero real, completar las lineas de
punto.

a) Si 4 —a es un nimero negativo, l4—al= .

b) Si a es mayor o igual que —10, |a+ 10| = .................

22. Represente graficamente las siguientes relaciones:
a)lx—3] <2; b)lx-31]>2; o)lx-3]=2.

23. Resolver:
a)lx| =2 b)l-x1=2; ol2x-51=4; dIx>-11=0; e)l12)x>+3]=-2.

24. Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) |x+3|=7; b) |2x+3|=2x+3; c) |x*-4|=-2x+4;
d) |x*+2| =2x+1; e) |3x-5|+x-7=0.

25. Resuelva las siguientes desigualdades:

a)lsxl<2; b)lxA3l<2;  olx-21<3;  d)|x+3[>7; e) |x+3|<5;
flx—4]<3; glx+5/<2x-3; h) [x*-4] <-2x+4; i) [x*-4|>-2x+4.
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26. Encuentre un nimero positivo 8 apropiado para el cual se satisfacen las siguientes
implicaciones:

a) [x-1|<d = |4x-4|<1; b) (|x+1]<8 Ad<]) = [X-1<1/2;

¢) (Ix-1]<8 A 8<1) = |2x*-4x+2|<1/10;

d)(|x+2|<8 A 8 <2) = |x*-4|<¢g, endonde & esun namero positivo arbi-
trario.

27. Escribir como intervalos y como entornos (si es posible), los siguientes conjuntos de
nimeros reales:

A={x/2<x<4}; B={x/-1<x<3}; C={x/-1<x<3}
D={x/-7<x<-2}; E={x/-3<x<-1}; F={xlx-2 <5}
G={x/0<|x-3]<1}; H=|x-2| <8, §>0.

28. Para cada uno de los siguientes conjuntos, dar un entorno con centro en el origen, que
lo incluya:
A={x/-2<x<4}; B={x/-10<x <7}; C={x/lIx|<2}

29. SiM =11, 3] U {4} U [6, 7[, decir cual es la adherencia de M (conjunto de puntos
adherentes a M)

30. Para los siguientes subconjuntos de R, hallese el conjunto derivado (conjunto de los
puntos de acumulacion):

a) {(1/n),n eN} b) {x/x e QA (lx-1]<3 vx=-3} ) ]1,2] U {3}

31. Determine el conjunto derivado del conjunto C,si C=[a,b]; C=]a,b[; C=N
C=Q; C=R.
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