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PROLOGO

El objeto de esta publicacion es ofrecer una introduccion al Andlisis Numérico,
principalmente a través de los casos mas simples de aplicacion: solucion de ecuaciones
univariables, ajuste polindmico y en series de datos, diferenciacion e integracion numérica,
aproximacion polindmica y de valores propios para sistemas lineales, solucion de
ecuaciones diferenciales (hasta segundo orden) ordinarias y en derivadas parciales, con sus
asociados problemas de valor inicial y de condicion de frontera, ofreciendo la salida
efectiva y poderosa de Matlab.

Se estima podra ser de utilidad para estudiantes de grado de carreras que involucran
en su curricula el estudio de las matematicas (algebra, analisis) con un caracter
simplificado y abriendo la posibilidad de su profundizacion, tanto en el conocimiento de la
disciplina matematica como las surgentes de aplicacion del software






UNIDAD 1

1.1. INTRODUCCION: ;POR QUE EL CALCULO NUMERICOQ?

Los modelos matematicos se encargan de representar los fendmenos reales en el
campo de la ciencia y tecnologia, buscando profundizar el conocimiento del fendmeno y su
evolucion.

Para encontrar y aplicar las herramientas apropiadas a este tipo de problemas, esta
la rama de de las matematicas denominada Matematica aplicada, que muchas veces se ve
impedida de aplicar técnicas analiticas y/o exactas debido a ausencia de métodos analiticos
solucionantes del problema o son inapropiadas para el modelo planteado o de aplicacion
muy complicada o conducen a soluciones muy complejas para un post analisis.

Es el momento de inclusion, entonces, de técnicas numéricas, de laboriosidad
variable, conducentes a soluciones numéricas logicamente aproximadas; es justo aclarar
que estos métodos son inseparables del empleo del ordenador, cuya evolucion actual las
hace mas seductoras para aplicar estas técnicas.

1.2. CALCULO NUMERICO Y EL. ERROR

Hablar de calculo numérico es hablar a la vez de error, haciendo imprescindible su
evaluacion para tener magnitud del grado de aproximacion de la solucion generada.

El origen de los errores asociados a todo calculo numérico responden a los propios
de la formulacion del problema y los surgentes por el método empleado para solucionar el
problema.

Entre los primeros estan los que resultan de la formulacion mateméatica como una
aproximacion de la situacion fisica real, que serdn despreciables o no segun nuestra
capacidad formulativa, no ligados de la precision utilizada por la técnica numérica usada
para la solucion.

En el segundo grupo se incluyen los derivados en la imprecision de los datos
fisicos: constantes fisicas y datos empiricos. En el caso de errores en la medida de los datos
empiricos y teniendo en cuenta su caracter generalmente aleatorio, su tratamiento analitico
es especialmente complejo aunque necesario para enfrentarlos con los obtenidos
numéricamente

En lo atinente al error computacional, éste puede abrevar desde: errores en las
operaciones (error grueso), el error por el tipo de aproximacidon, como ser una sumatoria
frente a un infinito o un delta por un infinitésimo, caso sencillo: el tomar no términos de un
serie expandido para aproximar una funcion, o las reglas geométricas de aproximacion de
areas. Englobase a estos errores como errores de truncado.

Finalmente deben considerarse los derivados, tal vez los mas significativos, de la
imprecision del calculo aritmético, por la operacion misma y la representacion decimal de
los nimeros, en definitiva el redondeo y su error de redondeo.

1.2.1. Breves nociones del error

Para una dada magnitud, siendo X su valor y x su valor aproximado, se define:

Error absoluto: e,(x)=x- X (1.1)
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Error relativo: e,(x)=x- X/X (1.2)

Generalmente no se dispone de este valor de error sino so6lo se dispone de un ¢ (x), es
decir:

lea(X)|< €a (%) (1.3)

O con el error relativo:

()| < € (%) (1.4)

De manera que un nimero se expresa como:
X=xxeg,(x) (1.5)
Xx=x(1tg (x)) (1.6)

Llamando x(d) a un numero redondeado con d decimales 'y &,(d) su error de redondeo, se
debera verificar:

le,(d)| =|x—x(d)| < 0.5.107 (1.7)

Tomando 12,37523, redondeado a 4 decimales, se tiene:

=12,37523-12,3752 =3.10" < 0.5.10™*

si se emplea directamente el truncado, descartando los digitos de menor orden (menor
exactitud), con el error asociado dado por:

&(d) =|x—x(d) <1.107 (1.8)
l&.(d)] =| |

(Cual es efecto de las operaciones involucradas por las técnicas numéricas sobre el
resultado final?

Debe estar perfectamente claro que el error se propaga (se suman las aportes individuales
de las variables, ya sean errores absolutos y/o relativos).

En el caso de una funcion f(x,,x,)

of

f (x;,x,) or,

£,(x,) (1.9)

€,(x,) = ‘—8 () +——

Dependiendo de la regla de correspondencia de la funcion y de las operaciones
involucradas, si es menor el nimero de pasos intermedios que se realicen para lograr la
solucion, menor sera el error cometido.

12



1.3. ORDENADORES Y SU ARITMETICA

Las computadoras no almacenan los numeros con precision infinita sino de forma
aproximada empleando un niimero fijo de bits (apdcope del término inglés Binary Digit) o
bytes (grupos de ocho bits). Practicamente todos los computadores permiten al
programador elegir entre varias representaciones o 'tipos de datos'. Los diferentes tipos de
datos pueden diferir en el nimero de bits empleados, pero también (lo que es mas
importante) en como el numero representado es almacenado: en formato fijo (también
denominado 'entero') o en punto flotante (denominado 'real').

1.3.1 Aritmética de punto fijo

Un entero se puede representar empleando todos los bits de una palabra de

computadora, con la salvedad de que se debe reservar un bit para el signo. Por ejemplo, en
una maquina con longitud de palabra de 32 bits, los enteros estan comprendidos entre -(2°'
- 1)y 2°' - 1 = 2147483647. Un numero representado en formato entero es 'exacto’. Las
operaciones aritméticas entre nimeros enteros son también 'exactas' siempre y cuando:
1. La solucidon no esté fuera del rango del nimero entero mas grande o mas pequefio que se
puede representar (generalmente con signo). En estos casos se dice que se comete un error
de desbordamiento por exceso o por defecto (en inglés: Overflow y Underflow) y es
necesario recurrir a técnicas de escalado para llevar a cabo las operaciones.

2. La division se interpreta que da lugar a un nimero entero, despreciando cualquier resto.
De manera que, excepto en casos elementales, es poco usada la aritmética de punto fijo.

En notacion cientifica normalizada un nimero real no nulo se representa en la forma:

x=%rx 10" (1.10)
, . 1 i, .
con 7 un numero comprendido en B <r <1, n entero positivo, negativo o cero

Para el sistema binario, la expresion cientifica seria:
x =g x 2" con m entero (1.11)

q es la mantisa, m es el exponente; en ordenadores binarios q y m se representan como
numeros en base 2, al estar normalizada la mantisa, se tendra:

1
53|q|£1 (1.12)

{Como representar los nlimeros en punto flotante?

Si el ordenador tiene una longitud de palabra de 32 bits (los mas sencillos), los bits se
acomodan del siguiente modo:
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Signo del nimero real x: 1 bit
Signo del exponente m: 1 bit
Exponente (entero |m)|): 7 bits

Mantisa (nimero real |g|): |23 bits

En la mayoria de los calculos en punto flotante las mantisas se normalizan, es decir, se
toman de forma que el bit mas significativo (el primer bit) sea siempre 'l'. Por lo tanto, la
mantisa g cumple siempre (12).

Dado que la mantisa siempre se representa normalizada, el primer bit en g es siempre 1,
por lo que no es necesario almacenarlo proporcionando un bit significativo adicional. Esta
forma de almacenar un niimero en punto flotante se conoce con el nombre de técnica del
'bit fantasma’'.

Se dice que un ntimero real expresado como aparece en (11) y que satisface (12) tiene la
forma de punto flotante normalizado. Si ademas puede representarse exactamente con |m|
ocupando 7 bits y |g| ocupando 24 bits, entonces es un numero de maquina en el
ordenador ejemplificado.

La restriccion de que |m| no requiera mas de 7 bits significa que:
|m| <(1111111), =27 —1=127

como 2'? es aproximadamente 10°%, el ordenador manejara nimeros tan pequefios como
10°* y tan grandes como 10%*, en realidad un intervalo no tan amplio, haciendo menester
acudir a programas escritos en aritmeética de doble precision o de precision extendida.

Ahora, ¢ se representa hasta con 24 bits entonces los nlimeros de maquina tendran una
precision limitada cercana a las siete cifras decimales, ya que el bit menos significativo de
la mantisa representa unidades de 2"**(aprox 10", indicando que los niimeros con mas de
siete digitos decimales se aproximaran cuando se almacenen en el ordenador.

Sea 0.2 representado en punto flotante (para ordenador de longitud de palabra de 32 bits)
se almacena en la forma en la memoria del siguiente modo:

% =0(sgn de |m|)0(sgn |g|)0000000(m,7 bits)00000000000000000000000(|¢| 1 + 23bits)

Sea el caso de un ordenador cuya notacion de punto fijo consiste en palabras de longitud
32 bits repartidas del siguiente modo: 1 bit para el signo, 15 bits para la parte entera y 16
bits para la parte fraccionaria. Represente los niimeros 26.32 en base 2 empleando esta
notaciéon de punto fijo y notaciéon de punto flotante con 32 bits. Calcule el error de
almacenamiento cometido en cada caso.

El nimero 26.32 en binario se escribe del siguiente modo:

20.321p = 11010.01010001 11 I0T0I 11000
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Empleando las representaciones comentadas, se obtiene:

26.3210 = Punto fijo : # 000000000011010.0161 000111101011
Punto flotante 1 0 10800101 10100101000111101011100

el error es la diferencia entre el valor y el nimero realmente almacenado en el ordenador,
se obtiene:

feffix) = B8:.107% gffix) = 3.10°7
fa(lf) = 13.10°% g(ft) = 12.10°¢

Suponiendo que p, el numero de bits de la mantisa, sea 24. En el intervalo (1/2,1)
(exponente £ = 0) es posible representar 2** niimeros igualmente espaciados y separados
por una distancia 1/2**. De modo analogo, en cualquier intervalo (2f,2f+1)hay 2** nimeros
equiespaciados, pero su densidad en este caso es 2/2**. Por ejemplo, entre 22° = 1048576
y2*' = 2097152 hay 2** = 16777216 ntmeros, pero el espaciado entre dos numeros
contiguos es 1/16

Se puede extraer lo siguiente: cuando es necesario comparar dos nimeros en punto flotante
relativamente grandes, es siempre preferible comparar la diferencia relativa a la magnitud
de los niimeros.

1.4. ARITMETICA DE PUNTO FLOTANTE

1.4.1. Numeros de maquina aproximados

Se estudia como obtener el error cometido al aproximar un numero real positivo x
mediante un nimero de maquina ordenador 32.

Si se representa el numero por:
— m
x—(a;ag...ag4ag5a26...)2x 2

en donde cada @; es 0 o 1 y el bit principal es a; = 1. Un niimero de maquina se puede
obtener de dos formas:

o Truncamiento: descartando todos los bits excedentes a,sazs., €l nimero resultante,
x' es siempre menor que x (se encuentra a la izquierda de x en la recta real).

¢ Redondeo por exceso: Aumentando en una unidad el ultimo bit remanente a4 y
después se elimina el exceso de bits como en el caso anterior.

Todo lo anterior, aplicado al caso del ordenador 32, se sintetiza como: si x es un nimero

. . . J4 . 4 /4 M *
real distinto de 0 dentro del intervalo de la maquina, entonces el nlimero de maquina x
mas cercano a x satisface la desigualdad:

%
<2 (1.13)

que se puede escribir asi:

X*=x(1+0)  [|o]<27*
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Tomando el niimero 2/3:

El nimero 2/3 en binario se expresa como:

(%10 =(0.10),

Los nimeros (24 bits) cercanos son
x'=(0,101010...1010);
x=(0,101010....1011);

x’de truncado y x’’ redondeado en exceso

Entonces:

x-x'=2/3x 107%*
x-x'=1/3 x 10°**

el mas proximo es x’’, con los errores de redondeo absoluto y relativo del orden de:

[f(x)-x|=1/3x10""*
f(o)-x/x| =272 <27

1.4.2. Operaciones

Se quiere encontrar el resultado de operar sobre dos nimeros en punto flotante
normalizado de /-digitos de longitud, x e y, que producen un resultado normalizado de /-
digitos, es decir:

fxopy)

dondeopes+, -, x0/.

Se asume, en cada caso, la mantisa del resultado es primero normalizada y después
redondeada (operacion que puede dar lugar a un desbordamiento que requeriria
renormalizar el nimero). El valor de la mantisa redondeada a p bits, g,, se define como (de
una forma mas rigurosa que en el caso anterior):

1
2’17 217 R
{ 1 2}

q" = 2*19 |:2pq+l

q>0_|
21 g<0

en donde la funcioén redondeo por defecto [x] es el mayor entero menor o igual a x y la
funcién redondeo por exceso [x [es el menor entero mayor o igual a x. Para nimeros
enteros, esta funcion se traduce en la bien conocida regla de sumar 1 en la posicion p + 1.
Teniendo en cuenta solo la mantisa, redondear de este modo da lugar a un intervalo
maximo del error de:
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| €| <27 (1.14)

Y un error relativo maximo en el intervalo

le, | < —=27" (1.15)

Pasando al error que se genera en cada una de las operaciones elementales:

* multiplicar dos nimeros expresados en punto flotante significa sumar los exponentes y
multiplicar las mantisas, si la mantisa resultante no estd normalizada, se recurre a
renormalizar el resultado ajustando adecuadamente el exponente. Luego, es necesario
redondear la mantisa a p bits.

Suponiendo dos nimeros

x=¢,2" y=¢,2"

Al multiplicar:
n
XY =(qx4qy 2fx j;/

en donde el valor de la mantisa se encontrara en el intervalo:

<1

1
—<
75199,

Es decir, la normalizacion del producto g, g, implica un desplazamiento a la derecha de,
como maximo, una posiciéon. La mantisa redondeada serd entonces uno de estos dos
posibles valores:

X=¢qgc«qyteox=2q,q,te,

donde €, el error de redondeo, cumple la ecuacion respectiva, teniéndose
entonces:

1
>_

fitty
2 2

(qqu + g) quy

SAx xy)=

(2qqu + 5) 2/ 1 N

2

‘>l
94,|2 5
1+L

9.9,
fx+fy quy -

2

Es decir que: | ¢,| <2|e| <27
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la cota del error relativo en la multiplicacion es la misma que la que surge por redondear la
mantisa.
e Para dividir en punto flotante, se divide la mitad de la mantisa del numerador por la
mantisa del denominador (para evitar cocientes mayores de la unidad), mientras
que los exponentes se restan:

12 ¢ s
X _4. o fe /41
y q,

estando el cociente limitado por:

4.
2qy

1
—<

4

<1

Mediante un procedimiento similar al de la multiplicacion, se obtiene:

1
(qx /2q,+ g)zfl.—fﬁl ‘qx /qu‘ > 5

Sx1y)= .
2q.q9,+¢ pf 1 1
( v ) 2>qx/2qy‘24
£
l+— 1
/2q,|>—
] 42, ETEDIEY
=q,/2¢,2""" ) "t 1
l+—— | =>|q,/2q,|2—
949, | 2 4
=x/v.(1+¢y)
Entonces

|€d|§2|€|§2"’

Equivale a: la cota maxima del error relativo en la division, como en el caso anterior, es la
misma que la que surge por redondear la mantisa.

* Suma y resta.
La operacion de suma o resta se realiza: se toma la mantisa del operando de menor
magnitud (supongamos que es y) y se desplaza f, - f, posiciones a la derecha. La
mantisa resultante es sumada (o restada) y el resultado se normaliza y después se
redondea, o sea:

x ky=( gx £q, 2" )25

El analisis del error cometido en esta operacion es mas complejo que los estudiados
hasta ahora, obviandose su deduccion pero la expresion final indica que la cota
maxima del error cometido en la adicion y la sustraccion sera:

|e.| 2] €] <27

Resumiendo, en todas las operaciones aritméticas elementales en punto flotante, el error
absoluto del resultado es no mayor de 1 en el bit menos significativo de la mantisa.

Respecto a los errores de redondeo: estos se acumulan a medida que aumenta el ntimero de
calculos. Si en el proceso de calcular un valor se llevan a cabo N operaciones aritméticas es

posible obtener, en el mejor de los casos, un error de redondeo total del orden de JN £,
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(que coincide con el caso en que los errores de redondeo estan aleatoriamente distribuidos,
por lo que se produce una cancelacion parcial).

Este error puede crecer muy rapidamente por dos motivos:

o Es muy frecuente que la regularidad del calculo o las peculiaridades del ordenador
originen que el error se acumule preferentemente en una direccion; en cuyo caso el
error de redondeo se puede aproximar a Ne,,.

e En circunstancias especialmente desfavorables pueden existir operaciones que
incremente espectacularmente el error de redondeo, por ejemplo cuando se calcula
la diferencia entre dos nimeros muy proximos, dando lugar a un resultado en el
cual los Unicos bits significativos que no se cancelan son los de menor orden (en los
unicos en que difieren). Puede parecer que la probabilidad de que se de dicha
situacion es pequefia, sin embargo, algunas expresiones matematicas fomentan este
fenomeno.

. .y . s £y 2
Se toma una situacion para la expresion cuadratica ax” + bx + ¢ = 0, resuelta como

_—bi\/b2—4ac (16) o 2c
2a —bi~b? —4dac

Para a,c, o los dos pequefios, el valor del discriminante es cercano a b, de manera que la
diferencia |b| —~/b> —4ac presenta un importante error de redondeo; en (1.16) se evalua

bien la raiz mas grande en valor absoluto, en (1.17) la menor.
De alli 1a necesidad de mejorar la condicion, siendo preferible calcular primero

q =%[b+sgb(b)\/b2 —4acJ (1.18)

luego las dos raices a partir de b: x;=¢g/a x,=c/q (1.19)

x (1.17)

tomando: 1.0 x*+1,343.10°x+3,764.10° =0

¢=1.0; b= L1343-10% 3.764.10"°
Con (1.16) se obtienen x;=-0,13430.10° x,=0,44676.10" pero con (1.17) x;,=
o (overflow) x;=-0,28027.10"""; adoptando (1.19) se obtienen x;=-0,13430.10°, x,= -
0,28027.10"°

1.5. DESBORDAMIENTO POR EXCESO Y DESBORDAMIENTO POR DEFECTO

El desbordamiento por exceso de punto flotante (overflow) se da cuando el resultado de
una operacién de punto flotante tiene una magnitud superior a Mx2" (F=2" - 1; M =1 -
224).

Si g=8, F=2"-1=127, se generaria desbordamiento cuando por ejemplo:

(d2™) % (3 x2%); (L %217) — (-} » 21¥)
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Analogamente, el desbordamiento por defecto (underflow) se produce cuando el resultado
de una operacion en punto flotante es demasiado pequefio, aunque no nulo, el nimero mas
pequetio representable suponiendo que siempre trabajamos con mantisas normalizadas es

%XTF , donde -F es el exponente negativo mas grande permitido (generalmente -2

Por ejemplo, con ¢g=8 resulta -F" = -128.

| | ]
Entonces 5 x27% /EXZSO generaria underflow; en el caso de overflow es producto de un

error en el céalculo, en underflow posible continuar el calculo reemplazando el resultado
por cero.

1.6. CONDICIONAMIENTO Y ESTABILIDAD

La 'inestabilidad' en un célculo es un fenomeno que se produce cuando los errores de
redondeo individuales se propagan a través del calculo incrementalmente. La mejor forma
de ver este fendmeno es a través de un ejemplo.

Suponiendo el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Y'1=y2

Y 2=y

cuya solucion general:

yi=ae +ae™

Vo-ase-aze™

Para un PVI tal que y;(0) = -y»(0) = I el valor de las constantes a;, az es: a1 =0 y ax=1

Ahora, suponiendo que el sistema de ecuaciones anterior se resuelve empleando un método
numérico cualquiera con el fin de calcular los valores de las funciones y; y y, en una
secuencia de puntos x; x,,...,x, y que el error del método da lugar a un valor de a;#0.

Como a; multiplica a un exponencial creciente cualquier valor, por pequefio que sea, de a;
dard lugar a que el término ¢' prepondere sobre e™ para valores suficientemente grandes
de x

Entonces: no es posible calcular una solucion al sistema de ecuaciones diferenciales
anterior que, para valores suficientemente grandes de x, no de lugar a un error
arbitrariamente grande en relacion con la solucion exacta (caso de problema inestable o
mal condicionado).

El problema anterior se dice que es inherentemente inestable, o empleando una
terminologia mas comin en calculo numérico, se dice que estd 'mal condicionado' (i//-
conditioned).
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EJERCICIOS PROPUESTOS PARA UNIDAD 1

1. {Con qué exactitud es necesario medir el radio de una esfera para que su volumen sea
6

conocido con un error relativo menor de 0.01%? ;Cuantos decimales es necesario emplear
para el valor de @?

2. Suponiendo una barra de hierro de longitud / y seccion rectangular a x b fija por uno de
sus extremos. Si sobre el extremo libre aplicamos una fuerza F perpendicular a la barra, la
flexion s que rsta experimenta viene dada por la expresion:

4 B
-ﬁ-EmF

en donde E es una constante que depende solo del material denominada médulo de Young.
Conociendo que una fuerza de 140 Kp aplicada sobre una barra de 125 cm de longitud y
seccion cuadrada de 2.5 cm produce una flexion de 1.71 mm, calcular el médulo de Young
y el intervalo de error. Suponer que los datos vienen afectados por un error maximo
correspondiente al de aproximar por truncamiento las cifras dadas
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UNIDAD II: RESOLVER f(x) =0

SOLUCIONES DE ECUACIONES UNIVARIABLES

Para una funcion f(x)=0, el problema mas simple de la aproximacién numérica sera
hallar la raiz x que anula f .
Se veran algunas técnicas sencillas para la dilucidacion de este problema.

2.1. METODO DE LA BISECCION

Se parte de f definida en I real con extremos a y b pertenecientes a I, bajo el supuesto de
que f(a).f(b)0.

De acuerdo al teorema de la media, habra una p, en (a,b) que garantice f(p)=0.

El método radica en dividir a la mitad sucesivamente, los /, I, encontrando en cada
paso la mitad que contiene a p .

Haciendo p, el primer punto medio, se tendra

_a+b
D; )

2.1)

En el caso de que f(p,)=0, p=p,; delo contrario f(p,) coincidird en signo con f(a)
o f(b).

Para la situacidn que coincidan en signo f(p,)y f(a) equivaldria a sostener que
pe(p,b), tomando entonces a, = p, y b =b.
Si f(p,)y f(a) difieren en signo, se tendra p e (a,pl), haciendo a ,=a y b =gq,.

Este proceso se repite en el intervalo [a,b] .

A

Sf(b)—+

fig.2.1

v

@)=+
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Loégicamente para un algoritmo iterativo, se debera pensar en un criterio de detencion.
Por ejemplo para determinar el niumero de iteraciones para resolver f(x)=0con una

tolerancia ¢ elegida ()O), se puede emplear

p-p| <2 22)

El método presenta lentitud en su convergencia, pudiendo darse que en el proceso de
repeticion se pierda una aproximacion buena sin percatarse de ello.
Pero posee la ventaja de converger siempre a una solucion, quedando su uso como
arranque para métodos mas eficaces.
Ejemplo 2.1
Dada la ecuacion xe" — I = 0, se pide:
a) Estudiar graficamente sus raices reales y acotarlas.
b) Aplicar el método de la biseccion y acotar el error después de siete iteraciones.
Parax < 0:1/x<0ye > 0— e #l/x
Parax > 0: f(x) =xe' — I>f(0) = —1 <0 y f{+o0) = +0 > 0
y existe, por tanto, un nimero impar de raices positivas (al menos una).
La funcion derivada f’(x) = xe"+e" = (x+1)e" solo se anula parax = —1.
Dado que, si existiera mas de una raiz positiva, el teorema de Rolle asegura que la funcion derivada
debe anularse en algin punto intermedio y se ha visto que /" ’(x) no se anula para ningin valor
positivo de la variable, se puede asegurar que solo existe una raiz real, positiva y simple, pues su
derivada es #0.
Dado que f(1) =e — 1 > 0, f{0) = —1 < 0, se concluye que la raiz estara en (0, I).
[ao, bo] = [a, b] = [0, 1] con
f(0)=-1<0
fl)=e—1>0

f0.5) <0— [a;, b] =][0.5, 1]

f0.75) > 0 — [a, by] =[0.5, 0.75]

f(0.625) > 0 — [as, bs] = [0.5, 0.625]

£(0.5625) < 0 — [ay, by] = [0.5625, 0.625]

f(0.59375) > 0 — [as, bs] = [0.5625, 0.59375]

S(0.578125) > 0 — [ag, bs] = [0.5625, 0.578125]

f(0.5703125) > 0 — [a;, b;] = [0.5625, 0.5703125]

Tomando como aproximacion a la raiz el punto medio del intervalo
x7 = 0.56640625 — |e;| <1/27" = 0.00390625 — |e;| < 107°
Redondeando a las dos primeras cifras decimales, es decir, tomando
+= (.57, el error acumulado verifica que

le| <10.57 — 0.56640625| + 0.00390625 = 0.0075 < 10~°

por lo que puede asegurarse que la solucion de la ecuacion es 0.57 con las dos cifras decimales
exactas.

2.2. METODO DEL PUNTO F1JO

Para una funcién h determinada, el nimero ¢ que hace 4(g) = g es el conocido como punto

fijode 4.
Asi el problema de hallar raices de 4(g) =0 es equivalente al de encontrar un punto fijo,

definiendo la funcién /4 con un punto fijo g en diversas maneras, ya sea i(x)=x— f(x) o
h(x)=x+af(x), aeR.
En idéntica forma, si 4 posee a ¢ como punto fijo, f(x)=x—h(x) tendrd unaraiz en q.
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(Como se establece la existencia y unicidad de un punto fijo?
Si he C[a,b] y h(x) e [a,b] para toda x [a,b] , h tiene un punto fijo en [a,b] .

Sitambién g'(x) existe en ]a,b[ con una constante m(l, de modo que
(o)< m(1 Vx € la,b| (2.3)

que garantiza que el punto fijo es Unico en [a,b].

©

_, con g, =h(q, ) para n=1 conlleva cotas de error en la

n=|

La sucesion que se genera {q, }

aproximaciéon de g, a g, a través de:

qn—q|£m" méx{qo—a,b—qo} (2.4)

n

mm|qo—q1| Vn>1 (2.5)

1-

|9, —4q|<

La velocidad de convergencia de la sucesion {g,} hacia la cota mdepende del

n

factor n
1-m

mcercanaa 1.
La figura (2.2) muestra como generar una sucesion por el método del punto fijo, en este
caso 0<f’(x)<I

, haciéndose mas rapida para mmas pequefia, volviéndose muy lenta para

Fig. 2.2
Ejemplo 2.2.- Dada la ecuaciéon x° +4x> —10=0, estudiarla en el intervalo [1,2] empleando el

método del punto fijo.
Se obtendran diferentes expresiones, para apreciar que el punto fijo de cada una es solucion de la
ecuacion original. Asi:
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a)x=h(x)=x—x"—4x" +10
b)x=h,(x) = (m—4xj ’
X

O)x=h(x)=0,5(10-x°)"

d)x=h,(x)= (%) ’

Sise adoptaun g =1,5 se podrian obtener los resultados para a), b), ¢) y d), segin la tabla dada:
a b c d
1,5 L5 L5 1,5
-0,875 0,8165 1,28695376 1,34839972
6,732  2,9969 1,40254080 1,36737637

—469,7  ((0)" 1,34545837 1,36495701
1,03x10° 1,37517025 1,36526474
1,36009419  1,36522559
1,36784696 1,36523057
1,36388700  1,36522994
1,36591673  1,36523002
1,36591673 1,36523001

O 0 9 N L W NN~ O 3

Donde se ve claramente la divergencia en a) y que queda indeterminado en el b) en los reales.
Ahora estudiando en cuanto a las exigencias del teorema del punto fijo para las distintas
expresiones de A(x) :

a).- la derivada /h'(x) =1-3x" —8x, entonces resulta que no es posible encontrar un intervalo que

contenga a ¢ verificandose |h1 '(x)| (1, no siendo esperable la convergencia en tal caso.

0.5
10 ’

b).- Para A,(x) =[——4x} esta expresion el [1,2] en [1,2] y la sucesion de los g, no esta
X

definida en 1,5 como tampoco |h2 '(x)|(l.

¢).- Para /,(x), su derivada es negativa en [1,2], lo que habla de un comportamiento decreciente,
pero en X =2 su valor absoluto es 2,1 aproximadamente, no cumpliendo con |lg '(x)| (1. Ahora si
se restringe el intervalo a [1, q] se verificaran todas las condiciones para su convergencia.

d).- En el caso de A,(x) la cota del valor absoluto de la derivada 4,'(x) es LI que la cota de

h,'(x), por lo tanto convergera mas rapido.

2.3. METODO DE NEWTON

Entre las posibilidades para f(x)=0, se presenta el método de Newton.

Considerando geC’ [a,b] , con Xx € [a,b] aproximacion de pde modo que
g'(x)#0y ‘x* - p‘ pequefio.
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Desarrollando el polinomio de Taylor de primer grado en derredor de x".

g"(c(x)) (2.6)

g =g(x)+ (- x)g () + E=X) . *)

Con x{&(x){(x"
Alser g(p)=0, para x = p, se tendra

(X)

gx)=g(x)+(x—x")g'(x)+——g"({(x) 2.7

Despreciando ( p—x )2 , se vera que al despejar p:

. glx)
PrY - (2.8)

Entonces, partiendo de un p, de arranque, se genera la sucesion { pn} definido a través de:

P=D —M n>1 (2.9)
g'p,)

Graficamente se emplean tangentes a la funcién; a partir de un p, se obtendrd la
aproximaciéon de p, (interseccion de la tangente de g(p,,g(p,)) con el eje x),
seguidamente p, y asi continua

Las pautas de detencion del método son similares al de biseccidon, como ser

(e £)0 (2.10)
—|p |pp|N 1 2,0 2.11)

0
|2(py)|(s (2.12)

En definitiva, el método genera funciones p, = g(p,_,) con

g(pN)=pN_l—% nzl (2.13)

Presentando mayor eficacia para la derivada de g alejada de la nulidad y cerca del punto

fijo.
Respecto a la convergencia es importante la eleccion de p, .
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La dificultad del método estriba en que se debe conocer g' en cada aproximacion,
situacion que segun sea g puede volver engorrosa la técnica. En sintesis, la idea del
método es recorrer las tangentes (fig 2.3).

Método de Newton-Raphson

fig. 2.3

Ejemplo 2.3 Se considera la ecuacion real 2 cos(2x) + 4x — k = 0.

Para k = 3, probar que posee una Unica raiz simple en el intervalo [0, 1], y

calcularla con 6 cifras decimales exactas utilizando el método de Newton.

Para k = 3 se tiene f{x) = 2 cos(2x) + 4x — 3 pero sus derivadas son independientes del
valor asignado a k.

Como f{0) =—1yf(l) =1+ 2cos2=0.1677... > 0 la funcion tiene, al

menos una raiz en dicho intervalo

Dado que en [0, 1] se anula la derivada (f’(z/4) = () interesa reducir el

intervalo en el que va a buscar la raiz. Para ello, y dado que f(0.5) =

2 cos 1—1 = 0.0806... > 0, se restringe al intervalo /0, 0.5] en el

que se sabe no se anula la derivada.

Como f'(x) = —4 sin(2x)+4 >0 x € [0, 0.5]1y f'(x) = =8 cos(2x) <0x e [0, 0.5], la re-gla
de Fourier dice que el método de Newton converge con valor inicial xo = 0.

La formula de Newton-Raphson queda de la forma:

X n 41 = Xn —f)/f (xn)= —4x sin(2x) — 2 cos(2x) + 3/—4 sin(2x) + 4

entonces

xo=10 € <2

xI =0.25 €1 < 0.48966975243851

X3 =0.36757918145023 €,<0.09246835650344
x3=0.40268002241238 €3 <0.00715318566049

x4 =0.40588577560341 €4 < 5.683578640000000 - 107°
x5 =0.40591165781801 €5 < 30688150000000000 - 1077

Por tanto x = 0.405912 con un error € < 3.4218199 - 1077 + 3.6881500 - 10°° < 10 % es
decir, con sus seis cifras decimales exactas.

Ejemplo 2.4 Encontrar una raiz real de la expresion: cosx-3x=0
Si se genera una grafica, haciendo variar x
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El valor proximo a 7t/8 seria raiz, planteando dos funciones equivalentes en términos de x,

a) x=cosx-2x b)x=cosx/3

Para a) f(x)=cosx -3x
g(x)=cosx 2x

HI(x) = cos(x) i:=0..100
fax) =3 x ﬁ::-4+ﬂld
2 T
. i
ﬂ(xi)

o &
—_—
L

.

o =

&

xo= /8, k=0...4, xo=0.39270 y x+1=21(X)

=
b

Xk gi(xy) Slxy
0.39270 0.13848 -0.25422
0.13848 0.71346 0.57498
0.71346 -0.67083 -1.38429
-0.67083 2.12496 2.79579
2.12496 -4.77616 -6.90113
En el caso b)

Xk g2(xi) Sxw
0.39270 0.30796 0.25422
0.30796 0.31765 0.02907
0.31765 0.31666 0.00298
0.31666 0.31676 0.00031
0.31676 0.31675 0.00003

Mostrando que la alternativa b) presenta convergencia para el método

2.4. METODO DE LA SECANTE

Es una variacion del método de Newton.

X =X

_8(x, )0, —

xn—2)

n n-1

g(x,)-g(x,.,)

O sea partiendo de de las aproximaciones de arranque x, y x,, x, estd dada por la
interseccion con el eje x de la recta que pasa por (xo, g(xo)) y (xl, g(xl)); luego x,
representa la interseccion con el eje x de la recta pasante por (xl, g(xl)) y (xz, g(xz)),

continuando en la misma forma.

Este método, de convergencia mas lenta que Newton, se suele emplear para ajustar un
valor hallado por otra técnica, como la biseccion. En la fig. 2.4 se muestra la
representacion geométrica de las iteraciones al aplicar el método de la secante
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— K
X3 X2 | ]

fig. 2.4
La acotacion de la raiz no esta asegurada a través del método de Newton o de la Secante.

Ejemplo 2.5 Usar el método de la secante para calcular la raiz aproximada de la funcién
f(x) =x*— 4. Comenzando con x, = 4, x; = 3 y hasta que e <1%.

Primera iteracion aplicando el método de la secante de la funcion f (x) = x> — 4

Resultados al aplicar el método de la Secante a la funcion f(x) =x* — 4. Conxo =4y x; = 3
[ X; X i1 X 2 € €,

0 4 3 2.2857  0.7143 31.25%

1 3 2.2857 2.0541  0.2316 11.28%

2 2.2057 2.0541 2.0036  0.0505 2.52%

3 2.0541 2.0036 2.0000 0.0036 0.18%

Se termina el proceso iterativo con la encontrada de la raiz para x; = 2.000

2.5. METODO DE LA POSICION FALSA

Se diferencia del método anterior en que ofrece un modo de control para la raiz acotada
entre dos repeticiones consecutivas.

Suponiendo una funcidn f:/a,b/+R continua, verificando f(a)f(b)<0, pensada como Unica
raiz en el intervalo.

Sea x; la interseccion de la recta secante L con el eje x, la cual une los puntos (a,f(a)) y
(b,f(b)), su ecuacion es:

- s - L@
—da

Como x; es el valor de x para y=0, se tiene

(x—a) (2.15)
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A C) By A Ol /AC)] (2.16)

f(b)=f(a) f(b)=f(a)
Si f{x;)#0, entonces f(a)f(x;)<0 o f(b)f(x;)<0

Solucién exacta

3 \\

fig. 2.5
En el caso que f(b)f(x;)<0, se define x, con el mismo criterio anterior para el intervalo
[x1,b]=I; y asi en adelante. El valor |I,1| puede no tender a 0 pero x,~1 para toda funcion
continua.

Ejemplo 2.6 Usar el método de la regla falsa para aproximar la raiz de f(x)=e" ~Inx

0,
comenzando en el intervalo [1,2] y hasta que € %

X - q_.ﬂi![!.'_'i.] _a_ml'_zl_l_mlm
Jx) =S (x) JO -5

Siguiendo el proceso

J(x,) = ¢ FRNE_ 0] 397410482 = -0.087384509 <0

Estudiando los signos

Fily | 1307410480 |j'{2}
=

+ 1 -

1

Laraizestaen [/, 1.397410482]
Se calcula la nueva aproximacion

% = q-m-IHﬂlm S(1.377410482)- [1 - 13974 10482]

. Jlx) - f{x) JD = J(1.397210482)
_|L321130513-1.3974 10482 |_
ke 132113053 *100H| = 374

Evaluando /(%) = f(1.321130513) = -0.011654346 < 0

Se genera la tabla

f{l]l| S 3410480 |_fI:1 S21130513)
+ | - | -

Laraizestaen [1, 1.321130513]
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LT _ J(1.32113051% - [1- .. 321130513
I =5 -7 1321170513 I(D-.f(l.?:[ﬂlﬂiﬂj

Y error

1.711269556 - 1321130513
b 13112695% xlucl-u.':su

Entrando en lo solicitado, de modo que la raiz es 1,311269556

2.6. ANALISIS DEL ERROR

Sea {g,} , una sucesion convergente a ¢ . Siexisten 2y & ()0) de modo que

G =4l _ ;
a

q,—4|

Se dira que la sucesion converge a ¢ con orden « y una constante de error asintotico A .

Globalmente, mayor convergencia de una sucesidn implica mayor velocidad de

convergencia.

Los mas usuales valores de «: 1 y 2, definen un método de convergencia lineal y un

método de convergencia cuadratica, respectivamente.

En el caso de los métodos del punto fijo, se puede dar convergencia de orden superior solo

cuando g'(g)=01.

lim

n—ow

(2.17)

Pero si ¢ es una solucion de x= g(x), con g'(q) =0, g" continua y acotada
estrictamente por un valor M en un intervalo abierto que contenga a ¢ existira un 6)0 tal
que para qog[q —5,q+5] la sucesion g, = g(qnfl)para n>1 convergera cuadraticamente

agqg.a

. Como incrementar la rapidez de convergencia?
Para una secesion que converge linealmente, se menciona una técnica de aceleracion de
convergencia:

Técnica de Aitken:
Partiendo de que {qn}io, lineal en convergencia con limite ¢y una constante de error

asintotico inferior a 1.
La técnica considera la solucion:

s (40-9.)
q=q,———"—"— (2.18)
92 _2qn+l +4q

Que converja a mayor velocidad a ¢ que la inicial {qn}

0
n=0

Otra técnica conocida para introducir convergencia cuadratica es la de Steffensen.

2.7. POLINOMIOS. RAICES. METODOS
Una funcién expresada por:

P(x)=ax"+a, x"" +..+ax+a, (2.19)

Con las g, constantes, coeficientes Pa, # 0 representa un polinomio de grado n
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Recordemos algunas propiedades referidas a polinomios.
a) Siel grado nde Pes 21, P (x) =0 tendra como minimo una raiz en C. (teorema

fundamental del Algebra).

b) algoritmo de la division

7 . namero

P(x)z(x—r)q(x)+R q(x): grado(n—1)
R : residuo

Del cual se extraen

bl) Teorema del resto: P(r)=R

b2) Teorema de Factorizacion: si p(r) =0= x—res un factor de P(x)

La utilizaciéon de polinomios en la aproximacion de funciones o en remplazo de una
funciéon f (x) se extiende en el Analisis Numérico, pudiendo efectuarse por los polinomios

osciladores, de ubicacion, cuadrados minimos, minimas.
Se vera el método de Horner para ubicar raices de un polinomio P.

2.7.1. Método de Horner para ubicar raices de un polinomio P de grado n.

P(x)=ax"+a, x"" +..+ax+a, (1.18)
Sea b, =a,
Sib, =a,+b, x,para k=n-1,n-2,...,1,0. (2.20)

Sera b, = P(x,)

Enel caso de T(x)=b,x" +b, x"" +..+bx+b, (2.21)

Se tendra: P(x)=(x—x,)T(x)+b, (2.22)
Se utiliza para implementar el método de Newton en la busqueda de raices aproximadas de

P.

2.7.2. Método de Muller

El método de Muller toma un punto de vista similar a la secante, pero proyecta una
parabola a través de tres puntos

El método consiste en obtener los coeficientes de los tres puntos, sustituirlos en la formula
cuadratica y obtener el punto donde la parabola intercepta el eje x. La aproximacion es
facil de escribir, en forma conveniente esta seria:

f,(x)=a(x—x,)" +b(x—x,)+c (2.23)
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Asi, se busca esta parabola para intersectar los tres puntos [xg, f(xo)/, [x1, f(x1)] v [x2, f(x2)].
Los coeficientes de la ecuacion anterior se evalian al sustituir uno de esos tres puntos para
dar:

S(x) =a(x, _x2)2 +b(x) —x,)+c
f(x)) =a(x, _xz)z +b(x, —x,)+c

S(xy) =a(x, _xz)z +b(x, —x,)+c

La ultima ecuacion genera que, f(x,) = ¢, de esta forma, se puede tener un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas:

frg) = f(xy) = alx, = x,)" +b(x, —x,) f(x)= f(x;) =alx; —x,)" +b(x, - x,)
Definiendo de esta forma:

hy = x, — X, b =x,—x
5O:f(x|)_f(xz) 5l:f(xz)_f(x1)
X, — X, Xy =X

Sustituyendo en el sistema:
(hy = h)b — (h, + hl)za = hyd, + 6,
hb—h’a=hs,

Teniendo como resultado los coeficientes:

=% b=ah+6 c=f(x,) (2.24)
h, + h,

Hallando la raiz, se implementa la solucién convencional, pero debido al error de redondeo
potencial, se usara una formulacion alternativa:
—2¢ -2c

b+~b* - 4ac b+~b* —4ac
La gran ventaja de este método es que se pueden localizar tanto las raices reales como las
imaginarias.
Hallando el error este sera:

Xy — X, despejando x, = x, +

X3 — X,

E =

a

-100 %

X3
Al ser un método de aproximacion, este se realiza de forma secuencial e iterativamente,
donde x,, x,, x; reemplazan los puntos xy, x;, x; llevando el error a un valor cercano a cero.

Generalmente el método converge para cualquier aproximacion de partida.

Ejemplo 2.7
f(x)=x"-13x-12 :h=0,1;x,=5 x;=5,5 X0 =4,5
Con un analisis previo, las raices son -3, -1y 4

Solucién

£(4,5) = 20,625 £(5,5) =82 875 f(5) =48

Calculando

hy=55-45=1 h =5-55=-05

_ 82,875 — 20,625 6225 5 = 48 — 82,875
55-4,5 5-5,5

Hallando los coeficientes

= 69,75

0
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g2 99275 262,25 1o =15(-0,5)+ 69,75 = 62,25 ¢ = 48
-0,5+1

La raiz cuadrada del discriminante es:
62,257 —4.15 .48 = 31,544
Asi

—2.48

Xy=5+———"1° _ —309765
62,25 + 31,544

Y el error estimado

—1,0235

X3

E =

a

Ahora
X2 = 3,9765 X = 5 X0 :5,5
realizando diferentes iteraciones:

<100 % = 25,74%

i X, E, %
0 5

1 3,9465 25,740
2 4,0011 0,614
4 4,000 0,026
5 4,000 0,000

2.8. RESOLVIENDO f(x)=0 USANDO MATLAB

fzero encuentra el cero de una funcion univariable

Sintaxis

x= fzero(fun,x0)

X = fzero(fun,x0,options)

[x.fval] = fzero(...)

[x.fval,exitflag] = fzero(...)

[x.fval,exitflag,output] = fzero(...)

x = fzero(fun,x()) busca el cero de fun cercano a x0, si x0 es un escalar; fun es una
function handle o desde un archivo m o function anénima

El valor x devuelto por fzero esta proximo al punto donde fun cambia de signo, arrojar
NaN si la busqueda.

Ejemplo Hallar el cero de la function escrita como andnima. f=x -2x-35.

>> f= @(x)x."3-2*x-5;

Buscando cerca de 2

>>z = fzero(f,2)

- =

2.0946
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2.9. EJERCITACION DE UNIDAD II CON MATLAB

I) Dada la funcion f{x)= xsenx -1, hallar una raiz en el intervalo [0,2] por el método de la
biseccion y una tolerancia de 107, Igual para x>+4x>-10 en [1,2] y tolerancia de /07
>>f = (@(x)x*sin(x)-1
>> bisect(f,0,2,0.001)
ans =
1.1138
>>(1.1138)
ans =
-4.9601e-004

>> bisect(f,1,2,0.0001)
ans =
1.3652
>>f(1.3652)
ans =
-4.9562¢-004

1) Dada la funcion f{x)=x-x"+4x-10/3x’+8x, encontrar la raiz por el método de punto fijo.
Para la funcion y = x - (x.”3 + 4*x./2 - 10)/(3*x./2 + 8*x);
>> fixed point(1.5, 10)
The procedure was successful after k iterations
k=
4
The root to the equation is
ans =
1.3652

Para la funcién x- x*3-4*x"2+10
>>fixed_point(1.5, 10)
The procedure was unsuccessful
Condition [p(i+1)-p(i)| < tol was not sastified
tol =

1.0000e-005

Please, examine the sequence of iterates

1.0e+216 *

0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-2.0827
Inf
NaN
NaN
In case you observe convergence, then increase the maximum number of iterations
In case of divergence, try another initial approximation p0 or rewrite g(x)
in such a way that |g'(x)|< 1 near the root
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Tomando su equivalente
y = sqrt(10./x - 4*x);
>> fixed_point(1.5, 10)
The procedure was unsuccessful
Condition |p(i+1)-p(i)| < tol was not sastified
tol =

1.0000e-005
Please, examine the sequence of iterates
p=

1.5000

0.8165

2.9969

0-2.9412i

2.7536 +2.7536i

1.8150 - 3.5345i

2.3843 +3.4344i

2.1828 - 3.5969i

2.2970 + 3.5741i

2.2565 - 3.60661

2.2792 +3.6019i

In case you observe convergence, then increase the maximum number of iterations
In case of divergence, try another initial approximation p0 or rewrite g(x)
in such a way that |g'(x)|< 1 near the root

I1T) Dada la funcion f{x)=x-x"+4x-10, hallar una raiz por el método de Newton con aprox.
inicial 1.5, tolerancia para la raiz de 10y 107 para los valores de £, con /0 iteraciones.
Sea la funcion x*3+4*x"2-10
Su derivada es 3*x"2+8*x
>>newton(f,df,1.5,0.0001,0.00001,10)
ans =
1.3652
>> f(1.3652)
ans =
-4.9562e-004
Efectuar los mismo para f{x)= cos x-x, con aprox. inicial po=1/4, t0l:0.01 y 0.01, doce

iteraciones.
f=@ (x)cos(x)-x desde po=n/4

df=@ (x)-1-sin(x)
>> f=@(x)cos(X)-x;
>> df=@(x)-sin(x)-1;
>> newton(f,df,0.25%pi,0.01,0.01,12)
ans =
0.7395
>> 1(0.7395)
ans =
-6.9439¢-004

V) Dada la funcion f{x)=cos(x+3)’+(x+1)*, hallar sus raices, aprox. inicial 1 y 30
iteraciones.

Se puede ingresar f como inline:f = inline('cos(x+3)."3+(x-1)."2");.

Como string f = "cos(x+3).”"3+(x-1).72"; como andénima:f = @(x) cos(x+3)."3+(x-1)."2;.
>>newtzero('cos(x+3)./3+(x-1).72',1,30)

ans =
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0.01246254122870
1.27535795100406

V)a) Para la funcion cosx-x, hallar una raiz con aprox. iniciales 0.5 y /4, tolerancia para
p1=0.01, para f'de 0 01 y 10 iteraciones, por el método de la secante.
f=@ (x)cos(x)-x desde po=0.5 y pl=n/4
>>secant(f,0.5,pi/4,0.01,0.01,10)
ans =
0.7364
>>£(0.7364)
ans =
0.0045
En cambio si
>>secant(f,0.5,pi/4,0.001,0.001,16)
ans =
0.7391
>> £(0.7391)
ans =
-2.4881e-005

Repetir el método para x*+4x’-10
Para f=@ (x) x"3+4*x"2-10
>> secant(f,1.38,1,0.001,0.001,10)
ans =
1.3652
>>f(1.3652)
ans =
-4.9562e-004

V1) Utilizar la falsa posicion para a) x’+4x>-10 en /1.38 1], tolerancias de 10° y 10
iteraciones.
Para f= @ (x) x"3+4*x"2-10
>>regula(f,1.38,1,0.001,0.001,10)
ans = 1.3652

b )repetir para cosx-x

Si f=@ (x)cos(x)-x
>>regula(f,0.5,pi/4,0.001,0.001,10)
ans =

0.7391

>>1(0.7391)
ans =
-2.4881e-005

VII) Aplicar el método de Steffensen
Recordando el problema de f(x)=cos x —x con newton
>> f=@)(x)cos(x)-X;
>> df=@(x)-sin(x)-1;
>> newton(f,df,0.25%p1,0.01,0.01,12)
ans =
0.7395
>>1(0.7395)
ans =
-6.9439¢-004
Planteandolo con steffensen
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>>steff(f,df,0.25%pi1,0.01,0.01,4) %solo 4 iteraciones
ans =
0.7391
>>1(0.7391)
ans =
-2.4881e-005 % mas cerca de cero que -6.9439¢-004

VIII) Emplear el método de Muller para cosx —x con p,=0.5 p;=1/3.5, p,=1/3.5
f=@ (x)cos(x)-x desde po=0.5 pl=n/3.5, p2=n/3.5
>>muller(f,0.5,pi/3.5,p1/4,0.01,0.001,12)
ans =

0.7390
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EJERCICIOS PROPUESTOS UNIDAD 2

2.1.Dada f(x)= Jx —cosx hallar p;3 en el intervalo [0,1] empleando el método de la
biseccion.

2.2. Para f{x)=tanx hallar una raiz con exactitud de 0.001 en [4,4.5]

2.3. Con una exactitud de 10”, encuentre una raiz (biseccion) para las siguientes funciones,
en los intervalos respectivos:

a)x—2""=0,[0,1] b)e'—x*+3x-2=0.[0,1] c)2xcos(2x)—(x+1)> =0,[0.2,0.3]
d)xcosx—2x"+3x-1=0, en[0.3,0.3] y[1.2,1.3]

2.4. Dada x*-3x?-3=0 en [1,2], partiendo de py=1, empleando la iteracion de punto fijo,
halle una solucién con exactitud de 0.01.

2.5. Usando la iteracion de punto fijo determine una solucion para 2senmix+x=0en [1,2],
con exactitud de 0.01, partiendo de py=1

2.6. Para exactitud de 10™, obtener soluciones para las expresiones:

a)x’-2x’-5=0, en [1,4] b) x-cosx=0 en [0,1/2] c)x’+3x’-1=0 en[-3.-2]
d)x-0.8-0.2senx=0 en [0, /2]

Aplique en cada caso el método de Newton, secante y el de regla falsa.

2.8. Dada f{(x)=cos(x-1), ps=2, halle p)” por la regla de Steffensen.

2.9. Dada x-2"=0 en [0,1], para exactitud de 10™, halle la raiz por Steffensen y comparela
con la obtenida por el método de secant.e

2.10. Encuentre las aproximaciones, orden 10™, de los ceros de las funciones:
a)fx)=x-2x"-5

b)fx)=x>+3x -1

e)fx)=x-x-1

por el método de Muller.
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UNIDAD 3: INTERPOLACION

3.1. INTERPOLACION. EMPLEO DE POLINOMIOS

Frecuentemente de una serie de datos, como numeros reales, se busca un ajuste de ellos
con posibilidad de prediccion representando los polinomios una herramienta apropiada
para aproximar funciones continuas, en un intervalo cerrado, segin el teorema de
aproximacion

|f(x) —P(x)|(£ Con & mayor 0 Vx e [a,b] 3.1

El uso de los polinomios tiene consigo ventajas como su derivabilidad e integrabilidad,
dando también polinomio.

El planteo del problema sera hallar un polinomio interpolante que brinde una aproximacion
precisa en todo el intervalo, de alli la no adecuacién de los polinomios de Taylor que
concentran la informacioén alrededor de un punto, digase x, .

Entre las técnicas usadas para interpolacion y prediccion para reemplazar una
aproximacion polinémicas P(x) por f(x), se citan:

I.- Formulas de diferencias centrales como Stirling y Bessel, menos para valores cercanos
al inicio o final de la tabla de valores.

II.- Férmulas de adelanto de Newton para valores cercanos al inicio de la tabla.

IIL.- Férmula de retroceso de Newton, para final de la tabla.

IV.- Formula de Lagrange, aunque debe elegirse de partida el grado de P(x).

V.- Polinomios de oscilacion y el de Taylor pueden emplearse también.

3.2. POLINOMIO DE LAGRANGE
Sean x,,x, ...x,, (n+1) puntos y f una funcion que pasa por esos puntos, entonces habra

un polinomio P nico de grado maximo #, que dispondra de la propiedad.

F(x)=P(x,) k=0.12,..n (3.2)
P = £ ()L (5) ot (5L, ()= D £ (5L, () (3.3)
Con

L, ()= (x—x)(x=x)(x—x ) (x =%, ) (x—x,) (3.4)

(x, —x0 ) (3, =2, ) oo (3 =22 ) (3 = Xy )-o(x — x,)

Ln,k(x)zﬁ(().cx_fx&) k=0,1,2,....}’l
i=0 k

x,)

Errores involucrados en la aproximacion.

i#k

Las posibles causas de error se pueden agrupar en:

L.- Error de ingreso: Cuando los valores de f'(x,)dados son inexactos.

IL.- Error de truncado: diferencia f(x)— P(x) en el momento de adoptar la aproximacion
polindmica:

fx) = P(x)+%(f)!)1:[(x—x,.) (3.5)
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Para fperteneciente a la clase C"*' [a,b] ,con ¢ (X) un nimero en ]a,b[ .

IIL.- Error de redondeo: error ligado al algoritmo y surge de las calculadoras y su empleo
para productos, cocientes y la pérdida de digitos involucrados.

Especificamente el uso de los polinomios lagrangianos conlleva inconvenientes como:
e Es dificultosa la aplicacion del término de error, entonces el grado del polinomio
requerido para una precision anhelada no se conoce antes de efectuar las
operaciones.

e El trabajo para generar las aproximaciones consecutivas no disminuye.

Ejemplo 3.1- Para los siguientes datos, generar el polinomio de Lagrange.

X y
5 1
-7 -23
-6 -54
0 - 954

Recordando que los coeficientes se obtienen con:

XX,
[(x)= jzlgj[# X —x,
[ (%)= (x+7)(x+6)x (x) = (x=5)(x+6)x
(5+7)(5+6)5 (=7-5)(-7+6)(-7)
L(x) = (x=5)(x+7)x L(x)= (x=5)(x+7)(x+6)
(—6—5)(—6+7)(-6) (0-5)(0+7)(0+6)

Obteniéndose el polinomio de Lagrange
P;(x) =1,(x) =23/, (x) =541, (x) — 9541, (x)

3.2. METODO DE NEVILLE

Técnica para producir repetidamente aproximaciones con polinomios de Lagrange,
empleando los calculos previos.

Si se representa, para f definida en x,,x,,..., X, .

Se necesitard un punto inicial y el nimero de puntos adicionales empleados en la
generacion de la aproximacion.

Si N, ; con 0<i< j representa el polinomio interpolante de grado j en los ( j +1) nameros
XicjooXiojiroeeos XX

]v[,j = Pi—j,i—j+1,“,,i—1,i (3.6)

Se dispondra de un diagrama

Xy £y =Ny

x =N F,=N,

x, b= Nz,o P1,2 = N2,1 PO,I,Z =V

x; Py = Ny, P2,3 = N3,1 P1,2,3 = N3,2 Po,1,2,3 = N3,3

x, b= N4,0 P3,4 =N, P2,3,4 = N4,2 R,z,a,4 = N4,3P0,1,2,3,4 = N4,4
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Ejemplo 3.2 Utilizar el algoritmo de Neville para calcular sucesivas aproximaciones
de la funcioén f{x)= In x para x = 2.1, conocidos sus valores en xy=2.0, x;= 2.2y
X2= 2.3

i Xi X-Xi P=Inx; Pipi Pisiri

0 2.0 0.1 Py=0,6931

1 2.2 0.1 P1:0, 7885 P(]'1:(X-X())PI-(X-XI)P(;/XI-X():(), 7410 P()y1[2:(X-X())P1'2-(X-X2)P()y1/()62-
xp)=0,7420

2 2.3 0.2 P2:0,8329 P] 2:(X—X])PZ-(X-XZ)P/XZ-X]:0, 7441

3.3. DIFERENCIAS DIVIDIDAS

Las técnicas de diferencias divididas sirven para producir sucesivamente los polinomios
por si mismos.
Tomando los puntos x,,x,,...,x, , se genera la primera diferencia dividida entre x,,x, por:

f(xoaxl)zfl_fo (3‘7)

X =X

Para otrax; se emplea modo similar de generacion entre parejas.
Una segunda diferencia se conformara a partir de la primera:

S0, ) = F(%, %))

S (xp,%,,%,) = g (3.9)
Y para orden n
F (s ) = S (X5 x,) = (X550 X, ) (3.9)
X =%
Por ejemplo se generara una tabla de diferencias:
1° diferencia 2° diferencia 3° diferencia
X Jo
f(xO’xl)
x f S (X05%,,%,)
S (x,x,) S (X0, X, %5,%5)
x, f, S (x5 x5,%3)
f(x2’x3)
X5 fs
Si se representa como: D (x,) = (x, —x, ) (x, —x, )...(x, —x., ). (%, —x,)
Con Z" se podra generalizar la representacion por:
i
f(xo,xl,...,xn)—;Din(Xi) (3.10)

Una propiedad importante de las diferencias divididas es la simetria: son invariantes para
todas las permutaciones de los x; .

La vinculacion entre diferencias divididas y las derivadas, para: f eC”[a,b] con

X4>X,,...,X, puntos diferentes en [a,b] viene dada por:
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f(xo,xl,...,xn)szg) con ¢ €a,b| (3.11)
n!

Con la presentacion de las diferencias divididas se podra obtener el polinomio P(x) a

través de:

P(x)= f[xo] + (x—xo)f(xo,x1 ) +(x —x,)(x —x, )f(xo,xl,x2)+...+ (x=x)(x=x)..(x=x,,) f(x55...,x,)
(3.12)

P(x) =f[x0]+zn:f[x0,...,xk](x—xo)...(x—xkfl) (3.13)

Esa es la formula de diferencias divididas de Newton.
Una simplificacion de la formula de interpolacion de diferencias divididas se obtiene
considerando igual espaciado entre los simbolo, x,,x,,..., X,

Denotando h=x,,, —x, para i=0,1,...,n—1 con x=x, +sh.

Sera x-—x, =(s—i)h, convirtiendo a P(x)= Zs(s—1)...(S—k+1)hkf[x0,xl,...,xk]
k=0

(3.14) formula de Newton de diferencias divididas hacia adelante.

P(x)=P(x,+sh)=f[x,]+shf [x,_.x, ] +s(s+ ) f[x, 0, %, %, |+ A5 (s+1) (s +n=1) " [ x5, x,,..

(3.15) formula de Newton de diferencias divididas hacia atras.

Ahora si se busca aproximar un valor de x que se ubica cerca del centro de la tabla, no son

adecuadas las expresiones de Newton.

Se emplean las formulas de diferencias centradas, seglin sea el caso, y dada la amplitud de

expresiones se mencionan la de Stirling.

Para ella, con x, elegido cerca del punto a aproximar, llamando x,,x,... los puntos debajo

de x,,y x_,,x_,... situados por encima de x,, la formula de Stirling

P(x)=P, (x) :f[xo]+%(f[xl,xo]+f[x0,xl])+szh2f[x1,x1,x0]

2_1\#
w(f[x|ax0ax1:x2]+f[x2’xl’xO’xl])—i_'” (316)

+s° (s2 —1)(s2 —4)...(s2 —(m—l)z)hsz[x_m,....xm]
s(s2 —1)...(s2 —mz)hz’"+1
2

J’_

+

(f[xfm,....xm+1]+f[xfmfl,....xm])

Sin=2m+1 es impar, y si n=2m es par se elimina el altimo término.

Ejemplo 3.3- A manera de ejemplo con una cantidad mayor de puntos, determinemos por el método
de diferencias divididas de Newton el polinomio interpolante que pasa por los puntos
(1,4);(3,1),(4.5) (7,3). El arreglo triangular en este caso toma la forma especifica:

1 4

3 1 =15000

45 b 26667 1.1006

7T 3 -08000 —0.8667 -0.3429
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El polinomio de grado tres sera:

P(x)

4 — 1.5000{z — 1} + 1.1905(z — 1)(z — 3) — 0.3429(z — 1}(z — 3}(z — 4.5)
= —0.34292" + 4.1048s" — 13.4619= + 13.7000

3.4. POLINOMIOS OSCULADORES. POLINOMIOS DE HERMITE.

Avanzando hacia una generalizacion de los polinomios de Lagrange como de Taylor, se
presentan los polinomios osciladores.

Estos polinomios concuerdan con el valor de una funciéon dada en argumentos
caracteristicos y sus derivadas hasta un cierto orden se corresponden con las derivadas de
tal funcion, generalmente en idéntico argumentos.

Asi para la situacion mas sencilla se requiere:

P(x)=f(x,) P'(x)=f'(x) k=0]1,.,n (3.17)
Cual es el sentido geométrico: sera hacer tangente las curvas que representan nuestras dos
funciones en los (n + 1) puntos.

Osculacion de orden superior requerira
P"(x,)=f"(x,) y asi sucesivamente, generandose contacto de orden superior entre las

curvas correspondientes.
Se presenta basicamente a los polinomios de Hermite, con grado<2n+1 y oscilacion de

primer orden. Sea f € C [a,b], Con Xy,...., X, e[a,b] numeros diferentes, el polinomio

unico que coincide con f yf' enx,,...x, es el polinomio de grado<2n+1 que se expresa

por
INCED WICHNCEDWACHIANC (3.18)

Siendo P, ,(x)=[1-2(x-x,) L', ,(x) ]2, ,(x)) (3.19)
P (x)=(x-x,)0, (x)) (3.20)

Con L, ;el j-ésimo polinomio de coeficientes de Lagrange (grado n)

Para f e C™"’ [a,b] se tendra para el error:

f()=P,,,(x)= (=) (x 3, ) 172 (3.21)
e (2n+2)! '

Con ¢ € ]a,b[.

Dado lo laborioso de determinar los polinomios de Lagrange con sus derivadas,
alternativamente para aproximar por Hermite se hace uso de la formula de diferencia para
los polinomios de Lagrange.

Considerando n puntos x,,x,....,x, con sus valores de f yf', se genera una nueva

n
sucesion wy, w....,w,,,,, a partir w,, =w,,,, =x, a para i=0,1,...,n asi se producird una
tabla de diferencias como ya se menciond para Wy, W,...., W, ., .

Al ser w,, =w,,, =x, para todo i, f[w,,w,, ] lo sustituimos por f'(x,) uséndolo

f'(xo),f'(xl)...,f'(xn) en vez de f[wo,wl],f[wl,wz],f[wwwzm]..

45



Se seguira la metodologia acostumbrada para el resto de las diferencias divididas,
finalizando con el uso de las diferencias divididas adecuadas en las f} formulas de
interpolacion de diferencias divididas de Newton.

Se esquematizan las primeras diferencias.

woim =X, W, =X, W, =X,
SOV )= f[x) fiwl=s[x] fIw]=r[x] wy=x
f[WosW1]

fIwosw]=fTx] f[Wsz]=M f[Wz=W3]:f"(x1)

w, =W,

3.5. APROXIMACION POLINOMICA FRAGMENTADA

El camino de aproximar funciones determinadas por los polinomios, considerando el
caracter oscilante de los ultimos sobre todo en grados elevados, puede inducir que
fluctuaciones en una region reducida del dominio conlleve mayores fluctuaciones en el
recorrido.

Una alternativa vendrd dada por generar polinomios de aproximacion para diferentes
particiones del intervalo de estudio: aproximacion fragmentada.

El caso mas simple serd la union de puntos {(xo,f(xo))(xl,f(xl))...(xn,f(xn))} por

segmentos rectilineos, es decir una aproximacion lineal, validas para funciones
trigonométricas y logaritmicas, cuando se buscan valores medios de una tabla de valores;
pero nada se podra asegurar sobre el comportamiento en extremo de los intervalos
particionados.

El empleo de los polinomios por parte ofrece la ventaja de no requerir conocimiento de las
derivadas de la funcion a aproximar.

El empleo de polinomios cubicos garantiza la derivabilidad en el intervalo y posee
derivadas segundas continuas, sin suponer que coincidan derivadas del polinomio
interpelantes con las de la funcion.

3.6. ADAPTADOR CUBICO

Se define el adaptador ctibico como:
Para f definida en [a,b]y nodos a = x,(x,..{x, =b, el adaptador ciibico A para f, debe

satisfacer.

1) A es un polinomio cubico, 4,, en el subintervalo para j=0,1,...,n—1

i) A(x,)=f(x)) j=01,.n

i) A (x,)=4(x.,) Jj=0l..n-2

iv) A (xn)=4(x,) j=01..n-2

V) A”m(xm ) = A"j(xjﬂ) Jj=01..n-2

vi) Seglin sea cota natural o fija, debe cumplir las de borde

A. A”(x,)=A"(x,)=0 natural

B. 47(x,) = f"(x) A A (x,) = ['(x,) fija
El caso B conducira a aproximaciones mas precisas pero se debe contar con los valores de
las derivadas en nodos terminales.
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3.6.1. Generacion del adaptador cubico

Para una funcion f'dada, aplicando lo definido para interpelantes ctibicos

A;(x)=a;+b, (x_x.i)+c.i (x_xj)z +d, (x_x.i )3

(3.22)
j=0,1,..,n-1
4 (xj)zaj Zf(x/)
Introduciendo iii)

=4 (x,) =4, (xj+1) =a;+b, (xj+1 - ) te; (x.m X )2 +d, (x./+1 X )3
j=0,1,.,n-2

Llamando # al paso entre nodos para j=0,1,...,n—-1y a, = f (xn) se tendra.
a,,=a,+bh, + cihf + djhf. (3.23)  se verificapara j=0,1,...n—1

Analogamente, llamando b, = 4(x, )

2
A'j(x)=bj+2cj(x—xj)+3dj(x—xj)
Con A'(xn)=bn para j=0,1,...,n—1

Alaplicariv) b,,, =b, +2¢;h, +3djhf j=0,1...,n-1 (3.24)
e
Si se hace ¢, = (2x”) , aplicando v):
Ca=c¢;+3dh,  j=0,1..,n-1 (3.25)
Extrayendo d; de (3.25) para sustituirlo en (3.23) y (3.24) se presentan las ecuaciones
_ i
a, =a,+bh +?(2cj +¢,) (3.26)
b.=b+h(c,+c.,) (3.27)
De (3.26) de determinara b, a traves de:
1 h,
b, zh_("jﬂ _a./)_?j(zc./ +¢p) (3.28)
j
. I h
Y paraj-1 b, = h—(aj ~a,) —T(zcj,l +c,) (3.29)

j-1
Que llevandolos a (3.27) se genera el sistema de ecuaciones

J

h, ¢, +2(hj_1 +hj)cj +he,, =%(aj+1 —aj)—i(aj —aj_l) (3.30)

para j=0,1,...,n—-1
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. }7—1 n . . .
Los valores de los conjuntos {h/,} Y {a j} _, Vienen dados por los espaciamientos entre
SJ= J=

los x; y los valores de /" en los nodos, entonces el conjunto {c i}n_ . seran las incognitas.
iy
Al conocer los ¢, , se podréan hallar los coeficientes b, de (3.28)y d; de (3.25), para poder
generar los polinomios cubicos {A j}n_;
J=

Para cualquiera de las condiciones dadas por a) y b), garantizaran poder hallar los c;a
partir de (3.30)

Ejemplo 3.4- La relacion liquido-polvo que se debe poner a una la mezcla proporciona la

resistencia final que se le quiere dar al producto de mezcla. Se tienen los siguientes datos:

x=liquido/polvo[%] 40 45 50 55 60 65 70

y=Resistencia[kg/cm’] 390 [340 (290 (250 (210 (180 [160

Efectuar una interpolacion por spline cubico natural

x, |y h, | A,
40 (390 |5 -10
45 1340 |5 -10
50 1290 |5 -8
55 (250 |5 -8
60 210 |5 -6
65 |180 |5 -4
70 1160

Planteando la forma matricial del sistema de ecuaciones

205 0 0 0)(v 0
5205 0 0|, 2
0 5 20 5 0f|v|=6]0
0 0 5 20 5/||v, 2
0 0 0 5 20)\v, 2

obteniendo las soluciones:

v, =-0.181538, v, =0.726154, v, =-0.323077, v, =0.566154, v, =0.458462

ademas v, =0, v, =0 por tratarse de un spline natural
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i a, b, ¢, d,

0 -0.00605128 0 -9.84872 390
1 0.0302564 -0.0907692 -10.3026 340
2 -0.0349744 0.363077 -8.94103 290
3 0.029641 -0.161538 -7.93333 250
4 -0.00358974 0.283077 -7.32564 210
5 -0.0152821 0.229231 -4.7641 180

3.7. INTERPOLANDO CON MATLAB

La funcion interpl realiza una interpolacion unidimensional, su forma general es:
>>interpl (x,y,xi,method)
y es un vector conteniendo los valores de una funcionis
x es un vector de la misma longitude con los puntos para los cuales se calcula y
xi vector de puntos donde se desea interpolar

method es un string opcional detallando el método de interpolacion, entre ellos:’nearest’,
‘linear’ (es el por default de interpoll)

Interpolacion por spline (adaptador) cubico(‘cubic’), es similar a ‘pchip’(emplea Hermite a
trozos)

Interpolacion bidimensional

La funcion interp2 efectiia la interpolacion bidimensional, su forma mas general es del
tipo:

>>71 = interp2(X,Y,Z, X1, YI,method)

Z arreglo rectangular con los bidimensionales valores de la function

X e Y arreglos de igual tamaio de los puntos para los valores de Z

XI e YI son matrices de puntos a los cuales se interpolan losa datos

method es un string opcional que especifica el método: 'nearest', interpolacion
bilineal("linear’), interpolacion bicubica(‘cubic’), aplicable cuando los datos interpolados
y sus derivadas deben ser continuas, siempre requiriendo que X e Y estén siempre
creciendo o decreciendo( si estan igualmente espaciados se aclara con ‘*cubic’

3.8. EJERCITACION DE UNIDAD III CON MATLAB

I) Dados los siguientes valores x-y:
x=[1.01.31.61.92.2];
y=[0.7651977 0.6200860 0.4554022 0.2818186 0.1103623];
encontrar el polinomio interpolante de Lagrange
>>X=[1.0131.6192.2];
>>Y=[0.7651977 0.6200860 0.4554022 0.2818186 0.1103623];
>> lagran(X,Y)
ans =

0.0018 0.0553 -0.3430 0.0734 0.9777
IT) Con los datos de I) generar las diferencias divididas y el polinomio de Newton
>>xi=[1.0 1.3 1.6 1.9 2.2];
>> £i=[0.7651977 0.6200860 0.4554022 0.2818186 0.1103623];
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>> divdiffl ( xi, fi)
ans =
0.7652 -0.4837 -0.1087 0.0659 0.0018
(coef. segtin fla. hacia delante para el pol. interpolante)

>>X=[1.01.31.61.92.2];
>>Y=[0.7651977 0.6200860 0.4554022 0.2818186 0.1103623];
>>newpoly(X,Y)
ans =
0.0018 0.0553 -0.3430 0.0734 0.9777
(coef. del pol. interp. de Newton)

IIT) Con los datos de I) generar el valor de x=1.4 por Neville
>>x=[1.01.31.6 1.9 2.2];
>>f=[0.7651977 0.6200860 0.4554022 0.2818186 0.1103623];
>>nevillel(x, f, 1.4)
ans =

0.5668
Con el algoritmo de neville2, para el mismo punto, grado 4
>>x=[1.01.31.6 1.9 2.2];
>>Q=[0.7651977 0.6200860 0.4554022 0.2818186 0.1103623];
>> neville2(1.4,4,x,Q)
ans =

0.5668

IV) Con los valores de x,y, las derivadas de y, generar el polinomio de Hermite:
x=[1.3 1.6 1.9]; y=[0.6200860 0.4554022 0.2818186];>> yp=[-0.5220232 -0.5698959 -
S611571]
>>x=[1.3 1.6 1.9];
>>y=[0.6200860 0.4554022 0.2818186];
>> yp=[-0.5220232 -0.5698959 -.5611571]; % derivadas
>> hermite ( X, y, yp )
ans =
Columns 1 through 5

0.6145 -4.7291 14.5472 -22.4247 16.8115
Column 6

-4.0722 % coefic. del polinomio
Para evaluar el valor del polinomio, ej en x=1.45, se usa polyval
>>p=[0.6145 -4.7291 14.5472 -22.4247 16.8115 -4.0722];
>> polyval(p,1.45)
ans =
0.5393
En mas puntos:
>> polyval(p,[1.38 1.45 1.5])
ans =
0.5775 0.5393 0.5116

V) Dados los valores de x-f(x), encontrar el trazador lineal:
xi=[0.1 0.2 0.3 0.4]; fi=[-0.62049958 -0.2839668 0.00660095 0.24842440];
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>>xi=[0.1 0.2 0.3 0.4];
>> f1=[-0.62049958 -0.2839668 0.00660095 0.24842440];
>> linear_spline ( xi, fi)
0.1000 -0.6205 3.3653
0.2000 -0.2840 2.9057
0.3000 0.0066 2.4182
0.4000 0.2484 0
% la tercera columna da las pendientes de los trozos lineales
Los valores del pol se obtienen con spline_eval
>> sp=[3.3653 2.9057 2.4182 0];
>>x=[0.1 0.2 0.3 0.4];
>> spline_eval ( sp, x )
-4.9904 -4.7486 -4.5068 -4.2650

V1) Dados los valores de x,f{x) y las derivadas en extremos, encontrar el trazador ctibico
sujeto

x=[0.1 0.2 0.3 0.4]; y=[-0.62049958 -0.2839668 0.00660095 0.24842440];
dx0=3.58502082; dxn=2.16529366.

>>X=[0.1 0.2 0.3 0.4];

>>Y=[-0.62049958 -0.2839668 0.00660095 0.24842440];

>> dx0=3.58502082;

>> dxn=2.16529366

>> csfit(X,Y,dx0,dxn)

ans =

-0.5266 -2.1443 3.5850 -0.6205
-0.4468 -2.3022 3.1404 -0.2840
-0.4657 -2.4363 2.6665 0.0066
% las filas son los coeficientes de los interpolantes ctibicos
Igual para los siguientes valores
>X=[0123];
>>Y=[00.52.01.5];
>> dx0=0.2;
>> dxn=-1;
>> csfit(X,Y,dx0,dxn)

S:

0.4800 -0.1800 0.2000 0
-1.0400 1.2600 1.2800 0.5000
0.6800 -1.8600 0.6800 2.0000

VII) Graficar la aproximacion

>> x1=0:.01:1;y1=polyval(S(1,:),x1-X(1));
>>x2=1:.01:2;y2=polyval(S(2,:),x2-X(2));
>>x3=2:.01:3;y3=polyval(S(3,:),x3-X(3));
>>plot(x1,y1,x2,y2,x3,y3,X,Y,".")
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EJERCICIOS PROPUESTOS PARA UNIDAD 3

3.1. Emplee los polinomios de Lagrange de grados uno, dos y tres para aproximar lo
siguiente:
a) f(8.4)sif(8,1)=16.94410, f(8.3)=17.56492.1(8.6)=18.50515,1(8.7)=18.82091
b) f(/1/3) si £(-0.75)=-0.07181250, {(-0.5)=-0.02475000, {(-0.25)=0.334993750
3.2. Para los casos del ejercicio anterior emplee la técnica de Neville.
3.3. Genere las diferencias divididas para obtener los coefcientes del polinomio
interpolante en los casos ay b de 3.1.

3.4. A partir de las siguientes tablas de datos, encuentre el polinomio de Hermite.

a)

X f(x) (%)

83 | 17.56492 |3.116256

8.4 | 18.50515 |3.151762

b)

X f(x) (x)

-0.5 -0.0247500 0.7510000

-0.25 0.3349375 2.1890000
0 1.1010000 4.002000

3.5. Dados las siguientes tablas de datos, generar el adaptador lineal en cada caso

a)

X f(x) (%)

-0.5 -0.0247500 0.7510000

-0.25 | 0.3349375 2.1890000

0 1.1010000 4.002000

b)

X f(x) (x)

0.1 -0.62049958 3.58502082
0.2 -0-28398668

0.3 0.00660095

0.4 0.24842440 2.16529366

3.6. Encuentre el interpolante cubico libre y el sujeto para los casos a) y b) del ejercicio

anterior.
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UNIDAD 4: DIFERENCIACION E INTEGRACION NUMERICAS

4.1. FORMULAS DE APROXIMACION

Recordando que para fen x,, se define la derivada como

SO+ 1) = (%)
h

lim (4.1)

h—0

Con x,€la,b[, f €C?[a,b],h+0,considerando el punto x con un incremento s en

x, utilizando el polinomio de Lagrange F,, con su error se tendra:

f(x)zfa,ﬁ%f"(;(x» con £(x) en [a.0]

_ f(xo)(x—x0 - ) N f(x, +h)(x—x0) N (x—xo)(x—xo —h) ) “2)
-h h 2
Al derivar la expresion
iy L Gt =S () 43

h
Como no se conoce f "({'(x))¢ '(x), es decir la derivada de f"({'(x)) se hace problematica

la determinacion del error de truncado, pero en x = x, su coeficiente se anula, quedando la
expresion

. (xg+m)—f(x) h
i) =L ED]

5/ (4.4)

[/ + 1) = £ (x,)]
h

Ahora el cociente incremental , con h pequefos, permitira aproximar

K .
f'(x,)con una cota para el error de Th’ siendo K cota de f"(x),

generandose j =0,1,..., j=0,1,..., j=0,1,..., la expresion conocida como formula de
diferencias hacia adelante para 4)0 (para atras si /(0

Pasando a un plano mas general, para un intervalo con (rn+/) puntos diferentes
{xy,%5...,x,} con f e C"" sobre dicho intervalo

110=3 70+ L (1 -x) (45)

J#0

Que combina linealmente (n+1) valores de f(x), para j=0,1,...n, conocida como

formula de (n+1) puntos.

Las formulas mas empleadas involucran 3y 5 puntos, aunque mas puntos implican mas
precision pero a la vez crece el error de redondeo y la necesidad de evaluar las funciones.
Se avanza en la simplificacion de tamaio de paso constante entre nodos, permitiendo las
expresiones:
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f(x)=i[—3f(xo)+4f(xo +h)—f(xo+2h)]+h?f3(§o) (4.6)
Con ({entre x,y x,+2h, y

S (x) ——[f(xo +h) = f(x - h)]+ 1) (4.7)
Con ¢, entre (x,—h)y (x, +h)

Estas dos ultimas ecuaciones se conocen como férmulas de tres puntos, observandose que
en (2.7) los datos se consideran a ambos lados de x, ademas de evaluar f en solo dos

puntos, con un error equivalente a la mitad de (2.6).
Para las expresiones de cinco puntos

f'(xo)—lzh[f(xo 2h) =81 (xo —h)+8f(xy+h)— f(xo+2h)]+ f(s)@) (4.8)
Y 4
f(xo)_IZh[ 25f(x0)+48f(x0+h)—36f(x0+2h)+l6f(x0+3h)+3f(x0+4h)]+h?f(5)(§)

4.9)
Con ¢, entre x, yx,+4h

Se puede aproximar por izquierda con /4)0 o por derecha /(0

Las formulas presentadas, necesarias para aproximar las soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias o en derivadas parciales, presentan problemas de estabilidad ya que
en el compromiso de reducir 4 para disminuir el error de truncado induce el error de
redondeo dada la division entre nimeros pequenios.

4.2. TECNICA DE RICHARDSON

Esta técnica suele aplicarse si se conoce el error, dependiente de 4, permitiendo trabajar
con buena precision y formulas de orden bajo.

Llamando R(h) la expresion que aproxima el valor no conocido R, con un error de truncado
O(h), para ciertas constantes M,,M,,M,...:

R=R(h)+Mh+M,h +Mh +.. (4.10)
Se busca mejorar la expresion de O(h), aunque no es sencilla obtener R(h), para h

pequeftios.

La expresion general sera:

R =R(h)+§M].hj +O(h™) 2.11 para ¢/ j=2,3,...m (4.11)
Existiendo 111;1121 aproximacion para cada j del tipo:

R(h)=R,, s (h;jz?:ff‘(h) (4.12)

La técnica (extrapolante) es aplicable siempre y cuando el error de truncado para una
formula sea del tipo:

m—1

Z;Mjh“’ +O(h™™) (4.13)
=

Para constantes M ; y que se verifique o («(..a/(a,

Las aproximaciones que se van produciendo pueden englobarse en una tabla
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o) O) o) O(h*)
R,(h)=R(h)

Se observa que las columnas que se obtienen luego de la primera se logran calculando las
medias, se tendera a aproximaciones con poco calculo, error de redondeo y buen orden,
pero que debido a que la diferenciacion numérica es inestable, el error de redondeo en

R, (g k) crecera con k.

Ejemplo 4.1.- Sea la funcién f(x)=xe" y sus valores
x J(x)

1,8 10,889365

L9 12,703199

2,0 14,778112

2,1 17,148957

2,2 19,855030

Encontrar el valor aproximado de f'(x)en x, =2

Con la expresi(')n de tres puntos 2.7

A o)——[f(X+h) VA h)]——f(”(é)

Para h=0,1

f'@2)= 5[f(2,1)—f(1,9)] =22,03310

Con la 2.6 para h=0,1, se tiene:

f')= 5[—3f(2)—4f(2,1)—f(2,2)] =22,03310

Usando 4.6 aparece un error de 0,1348 y con 2.7 de -0,0616 (practicamente la mitad), pues el valor
exacto de f'(x) =(x+1)e" en x, =2 es22,167168.

Recordando 4.13, como condiciéon para aplicar la extrapolacion, es decir cuando el error de
truncado sea del tipo
m—1

ZM jh“j +O(h""); La expresion 4.7 para f'(x,) puede extenderse como:

J=1

f(xo)——[f(xo+h) S = h)]+ f“’ (x) + f(S)(x0)+

Es decir que 4 a potencias pares para el error, asi la extrapolacmn serd o, = 2j pues

R (h)=R(h)= —[f()c0 +h)— f(x,— h)] Y paracada j=2,3,...,0(h*), pues

L2 (B 2) L (B) - N
R,(h)=R,_(h/2)+ Ny 71 L pues se estan eliminando potencias de /° en lugar de

h. Para h=0,2, x,=2, entonces:

R (0,2)=R(0,2)= 2,5[f(2,2)—f(1,8)] =22,41460
R, (0,1) = R(0,1) =22,228786

R,(0,05) = R(0,05) =22,182564
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Extrapolando estos datos se obtienen la tabla:

R (0,2) =22,414160

R (0,1)=22,228786

R (0,05) =22,182564

R (0,1)-R(0,2)

R,(0,2)=R,(0,1)+ =22,166995

R,(0,1) = R (0,05) + R,(0,05)—R(0,1)

=22,167157

R.(0,2) = R,(0,1)+ 22 (0’1)1‘5& (92) _ ) 167168

4.3. INTEGRACION NUMERICA

Es bastante comun la necesidad de encontrar la integral definida de una funciéon cuya

b
primitiva no es sencilla de hallar, por lo tanto se debe aproximar I f(x)dx , empleando

a

n
sumas del tipo Za f(x).

i=0
La aproximacion polindmica es un recurso basico para un vasto rango de formulas de
integracion, basado en que si P(x) aproxima a f{x), se tendra:

jP(x)dx zj)l f(x)dx 4.14)

4.3.1. Formula de Newton

Para un intervalo que comprende a x y x, , para grado n, se tendran

J Pt =2 £+ 1)
[ P =2 (1) + 470+ () (4.15)

1 3h

| Peoydx = (Ej(f(xo)+3f(x1)+3f(x2)+f(x3))
Los errores de truncado de estas expresiones son:
j F(x)dx— j P(x)dx

Que pueden adoptar formas del tipo

3
- ACS)

hslz.., (4.16)
n=2 % para ¢ entre x, y X,

Una extension de estas formulas son las llamadas formulas compuestas que aplican las
formulas simples para intervalos mas prolongados, en forma repetida, presentando la
ventaja del uso de un polinomio tinico de grado superior.
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4.3.2. Regla del Trapecio

Se expresa por
‘ff(x)dx :g[f(xo)+2f(x1)+...+2f(xn1)+f(xn)] (4.17)

Quiza la mas simple de las formula compuestas, usando segmentos de recta como
aproximaciéon a f(x).

(5, = xS (©) “18)

El error de truncado es proporcional a B

4.3.3. Regla de Simpson

Emplea segmentos parabdlicos como aproximacion a f(x) y es de extenso uso en
integracién numérica.

ff(X)dx =g[f(xo)+4f(x|)+2f(xz)+4f(x3)+---+2f(xnz)+4f(xn|)+f(xn)](4-19)

(x, =) (E)

180
Las formulas del trapecio y de Simpson son particulares dentro de una clase de técnicas
conocidas como de Newton-Cotes, que presenta formas abiertas y cerradas, en el primer

caso incluye nodos del intervalo abierto (xo,xn) y en el segundo incluye los puntos

Con un error de truncado aproximado de

extremos del intervalo cerrado [xo,xn] .

Las técnicas de integracion compuesta de Newton-Cotes presentan estabilidad frente al
error de redondeo, haciéndose estable a medida que el tamafio de paso tiende a cero, en
distincion de las técnicas de diferenciacion numéricas vistas anteriormente.

4.3.4. Integracion de Romberg

Representa una accion de refinamiento de los métodos vistos hasta aqui, empleando la
regla compuesta de los trapecios para una primaria aproximacion y posteriormente utiliza
la técnica de Richardson para mejoramientos de las aproximaciones.

Si expresamos la regla trapecial compuesta por:

X,=ayx,=b

If(X)dX— - [f(a)Jrf(b)ﬁL2 Z fla+ihy )} (%) (4.20)

—% bzk? y ¢, estaen (a,b)

Con h, = aZ
my
Denotaremos por R, | las partes de 4.20 para la aproximacion trapecial:

=%{ﬂm+fwﬂ (- D[ fa)+ )]

(b-a)

:h_zz[f(a)+f(b)+f(a+h2)] {f( )+f(b)+2f(
Z%I:Rl,l+}llf(a+h2):|
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Generalizando
1 k=2
Ry, :5|:Rk1,1 +hk12f(a+(2i_l)hk):| k=23,..n (4.21)
i=1

Para un orden de error O(h;)

R+ _R 0 th ) 1 411
jf(x)dx { %}23[4,1 h,?}Zs( e ]h (422)

i=2
con E; para cada i no depende de 4, , dependiendo solo de las derivadas de orden (2i-1) en
ayenb.
A esta expresion se le aplica la extrapolacion en busca de un orden 4, y asi seguidamente.
Para cada k£ =2,3,4,...,nyj=2,....k se puede reducir la notacién expresando

R,=R. ., +%
Conformando un diagrama caracteristico
Rl,l
RZ,I RZ,Z
R3,1 R3,2 R3,3

(0]
R L L L R

n,1 n,n

Cada fila completa se obtiene por aplicacion de la regla compuesta de los trapecio y
utilizando los valores ya obtenidos, se evaltan los restantes términos de la fila, o sea un
orden R, ,R, ,R,,,R

1,1>72,1° 722,22 31’
Operativamente es procedente fijar una tolerancia de error para aproximar y definir n, hasta
que los sucesivos valores de R, , yR , coincidan dentro de una tolerancia, con una cota

superior.
Existen otras expresiones mas complejas que involucran términos de correccion o incluso
el desarrollo del integrando en serie de potencias de Taylor.
Ejemplo 2.2. Aplicar el algoritmo de integracion de Romberg a la integral:
'l
—dx
X

Tomando €3=0.01%
Se efectuan los calculos correspondientes a uno, dos, cuatro y ocho subintervalos:

hy) - u— —] 9.413460803

m,)-—[ (%) ._] -8401259451

IR P -
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S 4 gY L an l' B.06:91719
IE[ ’[ns 135 m*?*ﬁ*ﬁ*ﬁ] 3"

Aplicando estos valores se efectuan los calculos hasta el nivel 4, seglin la expresion recursiva:

all Lrups = Laq Ira = Lpa
fu- y7 = y para el error F‘I- 7 x100% <=,
Al

9413460803

20638537667
2401255451 S 03941892?
3.040946342 8 038733067

) 1310243?4 2038743803

2038881462
2061917189

Haciendo los calculos de los errores, la aproximacion se obtiene hasta el nivel 4,

donde jm,] = 0.008% .

Entonces la aproximacion buscada es:
I—dﬂu 8.038733067

4.4. FORMULAS GAUSSIANAS

Hasta ahora las formulas presentadas suponen espaciamientos iguales cuando la realidad
indica la presencia de funciones que pueden estimarse para cualquier argumento.

Entonces, la presentacion general sera:

b

a0 f0dr=Y a,f(x) (4.24)
a i=1
Con u(x) una funciéon de peso, que en el caso de x(x) =1 se presenta la forma mas simple.
Si f(x)es funcion potencial x*"*', se generan 2n condiciones para encontrar las 2n x, y a,,
es decir

b
a, = j u(x)L, (x)dx (4.25)

con L, (x) funcién multiplicadora de Lagrange.
Los x,,...,x, representan los ceros del polinomio P (x), de grado n, de una familia que

verifica ortogonalidad:
b
I/J(x)Pn (¥)P,(x)dx=0 para m#n

con los coeficientes dependientes de y(x), entonces u(x) ejerce influencia
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jamd_ -2

Ix =
XX (n+1)E,+1(xk)

ex—— {ﬂD+f(D nt - Zﬁf%xﬂ

(n+1) P, (x)=(2n+1)xP,(x)—nP,_,(x)

(4.26)
Je"‘f(x)dx Ei a.f'(x,)
L(x)= (x—x1 )...(a,b) = (—1,1)
P = (w2 -1) Ry =ta =207
2ntdx! n* [P ()|

sobre g,,x, aunque no esté taxativamente presente en la formula de Gauss.
La férmula gaussiana posee un error de truncado dado por:
b

n (2n)
o fv=Ya f ) =L @UMJMuMw @427)
Con B(x)=(x—x,)..(x—x,)

Para polinomios de grado menores a 2n-/, las formulas tienen gran exactitud pues son
proporcionales a f*”, a diferencia de las expresiones de integracion no gaussianas que
eran proporcionales a £ .

Dependiendo de u(x), y el intervalo para integrar, se tienen formulas especificas
gaussianas.

Formula de Gauss-Legendre

u(x)=1

(a.6)=(-L1)

Los polinomios ortogonales son polinomios de Legendre

d" ;5
W=y A@= (428)
x, raices del polinomio
2(1-x7)
a=——"— (4.29)
| L (x )|
Tanto los x, como los a, estan tabulados para reemplazar en
b 0
[reode= af(x) (4.30)
u i=1

Propiedades de los polinomios de Legendre
1

) Jkan(x)dx:O k=0,1,.,n-1 (4.31)

-1
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1 . _ 2n+1 (n,)z
II) Jx PW(X)dX—m

-1
2
+1

110) j [P0 dx—

~—"

1v) J. P (x)P (x)dx=0 con m#n
V) in+l)Pn+l(x) (2n+1)xP (x)=nP_,(x)

( P(x) -2
b J.lx_xk = (n+1) P (x,)

El error de truncado se puede aproximar por

e {f(1)+f( 1)~ Int — Zaf'(X)}

Int= integral aproximada de la formula gaussiana de n puntos.

Formula de Gauss-Laguerre

0

Ie’xf(x)dx Ei a.f'(x;)

0

Con x, los ceros del polinomio de Laguerre de orden n:

A
L(x)=e¢ P (e X )
y

_ (nly?
X, [L'(x,)]2

x, ¥ a, también se disponen en tablas.

Formula de Gauss-Chebyshev

jjl% UZf()

El polinomio n-simo de Chebyshev: T, (x) = cos(n arccos(x))

x; los ceros del polinomio 7 (x).

4.5. INTEGRANDO NUMERICAMENTE DESDE MATLAB

Las funciones de cuadratura que emplea Matlab son
quad usa cuadratura adaptativa de Simpson

quadl usa cuadratura adaptativa de Lobatto
dblgquad evaluia la integral doble numéricamente
triplequad evalua la integral triple numéricamente

ejemplo: sea integrar la funcion definida en el archivo fun2.m de 0 a 1

f=sqrt(1+x.”2)-tan(x);
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>>quad(@fun2,0,1)

ans =
0.5322

4.6. EJERCITACION DE UNIDAD 4 CON MATLAB

I) Dada la funcion x>-3x, hallar su derivada en x=3 con tolerancia 0.01
>> f=@)(x)x"2-3*X;
>> difflim(f,3,0.01)
ans =
1.0000 3.0000 0
0.1000 3.0000 0.0000
0.0100 3.0000 0.0000

% la salida es L=[H' D' E']: H vector de tamafios de paso; D el de deriv. aprox, E error

IT) Hallar la integral de la funcion f(x)=sen x entre 0 y 7t/3
1) Trapezoidal compuesta
>> F=@(x)sin(x);
>> traprl(f,0,pi/3,6)
ans =
0.4987
i) simpson compuesta
>> simprl(f,0,pi/3,6)
ans =
0.5000
iii)trapezoidal recursiva
ctrap(f,0,pi/3,5)
ans =
Columns 1 through 5
0.4534 0.4885 0.4971 0.4993 0.4998

Column 6

0.5000

iV) Romberg

romber(f,0,pi/3,6,0.001)

ans =

0.4534 0 0 0 0
0.4885 0.5002 0 0 0
0.4971 0.5000 0.5000 O 0

0.4993 0.5000 0.5000 0.5000 O
0.4998 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000

Adaptativas
1) adapt. Con simpson
> adapt(f,0,pi/3,0.0001)
ans =

Columns 1 through 5

0 1.0472 0.5002 0.5000 0.0000
Column 6
0.0001
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EJERCICIOS PROPUESTOS PARA UNIDAD 4

4.1. Usar la féormula mas precisa para determinar las aproximaciones que completen las

tablas

a)

X f(x) (x)
2.1 | -1,709847

2.2 | -1.373823

23| -1.119214

24 |-0.9160143

2.5 |-0.7470223

2.6 | -0.6015966

b)

X f(x) ’(x)
-3.0 | 9.367879

2.2 |8.233241

2.3 | 7.180350

2.4 |6.209329

2.5 |5.320305

2.6 |4.513417

4.2. Aproximar las integrales
L5, L, L 16 2x
a)J.l x~ In xdx b)_fox e “dx C)J‘l mdx

empleando las técnicas de i) trapezoidal recursiva, ii) trapezoidal compuesta, iii) Simpson
compuesta.
4.3. Aproximar las integrales

a) '[]1‘5 x* In xdx b).[; x’e“dx c) _Lls(xz_;“)mdx

empleando la técnica de Romberg, halle R; 3
4.4. Empleando el método adaptativo de Simpson, resuelva las aproximaciones de los

casos a,bycde3.3

65






UNIDAD 5: ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

5.1. PROBLEMA DE VALOR INICIAL

El modelado de problemas de valores iniciales involucra la necesidad de resolver una
ecuacion diferencial sujeta a una condicidn inicial determinada.

En la basqueda de aproximar una solucidén, cuando se torna dificultosa arribar a una
solucion exacta, existen métodos para efectuarla directamente, aunque el alcance de lo que
se presentara comprende aproximaciones en determinados puntos.

Recordando primero el concepto de funcion lipschtziana como f(¢,x) para un dominio

2
Dfen R-.

|f(t.3)= f(t,y,)| < L]y, -y (5.1)
(t,y)y(t,y,)e D, yL=cte. de Lipschitz .

O la condicion de mayor utilidad

Si Zi(l,y) <L V(t,y)eD, c R’ (5.2)
y :

Si L)0 fes lipschtziana sobre D, respecto a la variable y

5.2. EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA ECUACIONES DIFERENCIALES DE
PRIMER ORDEN

Si f(¢,y) es continuaen D = {(t, v/ a<t<b,—( y(oo} y fes lipschtziana en el dominio, el

problema de valor inicial (P.V.L.).
y'=f@ty) ast<b

(5.3)
y@)=a
tendra solucion tnica y(¢) para el intervalo de ¢.
5.2.1. P.V.L. bien planteado
"= f(t, <t<bh
pipyy Y S0P (5.4)

y@)=a
Sera un problema bien planteado cuando
1. Exista y(¢) tnica

ii.  Para cualquier )0, habrd un m(Jd) constante que cumpla para |50| (0 ye(t)
continua con |$(t)|<§ sobre [a,b] , una solucion unica al problema.

iil. %zf(t,z)—i-g(l‘) ast<b z(a)=a+d,
Existe de modo que

|2() = ()| (m(5)S Vtela,b] (5.5)

El problema presentado por 5.5 se denomina problema con perturbacion, asociado al P.V.1.
original.

Las condiciones que garantizan que el P.V.I. esté bien planteado se pueden condensar en:
Sea D, = {(t, v)/a<t<b,—o( y(oo} , i f'es continua y verifica una condicion de Lipschitz

enysobreel D, el P.V.I. dado por
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‘= f(4, <t<bh
y( )f( o esta bien planteado (5.6)
yv(a)=«a

5.3. METODOS PARA RESOLVER P.V.I.
5.3.1. Método de Euler

Utiliza la ecuacion de diferencia

Wi =W +hf (1, W) (5.7)
h=paso entre nodos consecutivos
w, = (1))
En realidad, es un desprendimiento del teorema de existencia pues no es una aproximacion
muy exacta de w'= f(¢,,w,), siempre bajo consideraciones adecuadas de f(¢,w).
SiMescotade y"(z), o sea |y"(t)| <M Vte [a,b] (5.8)
Con y(t) solucion unica al P.V.I. dado por

y'=f(t,y) a<t<h y(a)=a

Y w,,...,w, las aproximaciones de Euler para N € Z", se tendra:

ly(t)-w]|< Z—Af[e“’f@ -1] (5.9)

L=cte de Lipschitz

i=0,12,..N

De la expresion de la formula de cota para el error se observa que es proporcional a h
decreciendo h crecera el error de redondeo al ser necesarios mas calculos.

Entonces se suele emplear para el método una expresion del tipo:

Hy=a+5,
Moy =, +hf (W) +5,,  i=0,12,..,N-1 (5.10)

Siendo &, error de redondeo asociado con .

I _ 25
El minimo valor de E (%) se da para h = 44

Oseah
Superiores inducirdn a incrementar el error total en la aproximacion.

Dada la siguiente ecuacion diferencial con la condicion inicial:

¥= 22y
y)=1

Ejemplo con Euler Aproximar y(0.5), con un tamafio de paso 0.1

Sustituyendo estos datos en la formula de Euler, en el primer paso:

x = X t+h (] 0.1
A= RN (R = 1+0{ANT] = 1
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€n un segundo paso:

{:, - x +A - 0.2
A = AN (R» = 1+0{20.XD] = 102

Sintetizando los valores hasta x=0.5 en la tabla

n T &
0 0 1
1 0.1 1
2 0.2 1.02
3 0.3 1.0608
4 0.4 1.12445
5 0.5 1.2144
El error involucrado sera
FJ-ILM-LZI““ -s.m
| L28402

5.3.2. Serie de Tavlor

Reconociendo al error de truncamiento local por

TM(h):%—H(ti,yi) i=0,1,2,..,N-1 (5.11)
Para Euler en el i-esimo paso se tendra

Tm(h):%—f(ti,yi) i=0,1,2,.,N—1 (5.12)

Con y, = y(t,), el valor exacto de la solucion en ¢,.

Se lo denomina local pues mide la precision del método en un paso especifico, suponiendo
exactitud del método en el paso precedente.

En Euler, el error de truncamiento es O(4), lo ideal sera encontrar métodos con errores
locales O(h”)con p lo mayor posible.

Dado que Euler se origina del desarrollo de Taylor pone n=1, la convergencia podra
suponerse mejoraria con n mayores.
Asi se tendrd, para ¢, en (¢,t,,,)

1 1

Tm(h)=M—T(")(z‘[,yl.)=h—f(")(§l.,y(sl.)) i=0,1,2,..,N -1 (5.13)
h (n+1)!

En el caso que yeC""[a,b],y" " (t)= 1" (1, 1(r)) esta acotada en [a,b] y 7,=0O(h")

para i =0,1,2,...,N.

5.3.3. Métodos de Runge-Kutta

Las desventajas de las técnicas de Taylor estriban en la necesidad del calculo de derivadas
de orden alto, hacia esto se apunta con la introduccion de los métodos de Runge-Kutta
aunque los errores no son tan faciles de visualizar.
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Asi en reemplazo de las derivadas se emplean valores extras de f(¢,y).

Las formulas mas difundidas son

K, =hf(t,y)
h K
K, =hf|t+—,y+—L o’
> f( 5V 2) (n7)
Py PR o)
7 27" (5.14)
K4:hf(t+h,y+/(3) Oo(h*)
y(t+h)zy(t)+%(lc1 + 2k, + 2k, +K4) cuarto orden

Existiendo muchas variaciones segun el orden y tipo de algoritmos.

Ejemplo 5.1. Determine y (0.5) utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, en
el intervalo de interés /0, 0.5/, en 5 nodos, para el siguiente PVI:

v’ =4"% 0.5y ; y(0) =2 ; y(0.5) =2
el paso sera: h =0.5 /5=0.1

por lo tanto x, =0, x; =0.1, x, =0.3, x;, =0.4, x5 =0.5

ITERACIONT — i=0;xy=0;yy=2
K; =f[0, 2] =4¢"*" — (0.5 * 2)
K] =3

Ky =f[0+0.1/2, 2 +(0.1 *3) /2] ={[0.05, 2.15] =4899 _ 9.5 * 2.15)

g

K, =3.088243

K5 =f[0 +0.1/2, 2 +(0.1 *3.088243) /2] =f[0.05, 2.154412]

<%

K; =4e0%009 _ 0.5 * 2.154412)

K; =3.086037

K4 =f[0+0.1, 2 +(0.1 *3.086037)] =f[0.1, 2.308603]

Ky =4e®¥0D _ (0.5 * 2.308603)

K, =3.178846

i(0.1) =2 +{0.1/6 [3 +(2 *3.088243) +(2 *3.086037) +3.178846]}

y:(0.1) =2.308790
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ITERACION I i=1I:x;=0.1;y; =2.308790
K; =f[0.1, 2.308790] =4V _ (0.5 * 2.308790)
K; =3.178753

K> =f[0.1 +0.1/2, 2.308790 +(0.1 *3.178753) /2] =f [0.15, 2.467727]
K, =481 _ 9.5 % 2.467727)
K,=3.276123

K3 =f[0.1 +0.1/2, 2.308790 +(0.1 *3.276123) /2] =f [0.15, 2.472596]
K; =481 _ 0.5 * 2.472596)
K; =3.273689

Ky =f[0.1 +0.1, 2.308790 +(0.1 *3.273689)] =f[0.2, 2.636158]
K, =482 _ 0.5 * 2.636158)
K,=3.375964

12(0.2) =2.308790 +{0.1 /6 [3.178753 +(2 *3.276123) +(2 *3.273689) +3.375964]}
¥2(0.2) =2.636362

ITERACIONIII i =2;x,=0.2;y,=2.636362
K, =f[0.2, 2.636362] =45 _ (0.5 * 2.636362)
K; =3.375862

Ky =([0.2 +0.1/2, 2.6366362 +(0.1 *3.375862) /2] =f[0.25, 2.805155]
K> =482 _ 0.5 * 2.805155)

K, =3.483033

o

K3 =f[0.2 +0.1/2, 2.636362 +(0.1 *3.483033) /2] =f[0.25, 2.810513]
K; =482 _ (0.5 % 2.810513)

K; =3.480354

K, =f[0.2 +0.1, 2.636362 +(0.1 *3.480354)] =f [0.3, 2.984397]

K, =4¢%3"03 _ (0.5 * 2.984397)

K, =3.592798

y3(0.3) =2.636362 +{0.1 /6 [3.375862 +(2 *3.483033) +(2 *3.480354) +3.592798]}
y2(0.3) =2.984619

ITERACIONIV i =3;x;=0.3;y;=2.984619
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K, =£[0.3, 2.984619] =4¢"5"Y _ (0.5 * 2.984619)

K; =3.592687

Ky =([0.3 +0.1/2, 2.984619 +(0.1 *3.592687) /2] =f [0.35, 3.164253]
K, =483 _ 0.5 * 3.164253)

K, =3.710392

K3 =f[0.3 +0.1/2, 2.984619 +(0.1 *3.710392) /2] =f [0.35, 3.170138]
K; =4e%039 _ 0.5 % 3.170138)

K; =3.707450

K, =f[0.3 +0.1, 2.984619 +(0.1 *3.707450)] =f [0.4, 3.355364]

K, =489 _ (0.5 * 3.355364)

K, =3.830829

V4(0.4) =2.984619 +{0.1 /6 [3.592687 +(2 *3.710392) +(2 *3.707450) +3.830829]}
¥2(0.4) =3.355606

ITERACION V — i=4x,=04;y,=3.355606

K, =f[0.4, 3.355606] =45V _ (0.5 * 3.355606)

K; =3.830708

K, =f[0.4 +0.1/2, 3.355606 +(0.1 *3.830708) /2] =f [0.45, 3.547141]
K, =404 _ 0.5 * 3.547141)

K, =3.959747

9

K; =f[0.4 +0.1/2, 3.355606 +(0.1 *3.959747) /2] =f [0.45, 3.553593]

K; =484 _ 0.5 * 3.553593)

K; =3.956521

K, =f[0.4 +0.1, 3.355606 +(0.1 *3.956521)] =f[0.5, 3.751258]

K, =468 _ 0.5 % 3.751258)

K, =4.091669

y5(0.5) =3.355606 +{0.1 /6 [3.830708 +(2 *3.959747) +(2 *3.956521) +4.091669]}

La solucién requerida es y5(0.5) =3.751521

Si se hubiera empleado Taylor, los resultados son semejantes pues ambos reproducen la
serie de A*.
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El mayor trabajo en los métodos R-K es el calculo de f; asi en los de segundo orden O(h*)

se requieren dos evaluaciones de f por paso, en el de cuarto orden habra cuatro
evaluaciones por paso.

5.3.4. METODOS MULTIPASOS

Las técnicas vistas hasta aqui emplean Unicamente la informacion lograda en el intervalo
que se esta aproximando. A las técnicas que emplean la aproximacioén en mas de uno de los
puntos anteriores de malla, para lograr en el punto siguiente, se conocen como multipasos.
Se define de la siguiente manera:

Dadoel PV y'= f(t,y) a<t<b y(a)=b (5.15)

La ecuacion de diferencias w,, en ¢, (m ez, y)l) sera:

i+l

Wi =€ W, +C oW ot CW,y, L, +h [bmf(tm W) +D, (W) + ot D f (s Wi+1—m)]
(5.16)
i=m-1,m,...N—1
Valores iniciales dados w, =a,w, =a,,w, = a,,...,.w, , =, ,
b-a
Paso h =

Si b, #0,w,, se presenta en ambos lados de 5.16, o sea implicitamente, y para b, =0,w,,,

esta en funcion de valores definidos, o sea explicitamente.
Dentro de la variedad de expresiones para este tipo de técnicas se presentaran algunas de
ellas.

5.3.4.1. Métodos de Adams-Bashforth

A. De dos pasos
W, =a w =q

W, =W,-+§[3f(tnw,-)_f(finwi1)] i=12,.,N (5.17)

rl.+1(}z):§y3(,ui)h2 con g entre ¢, ,,t

i—12 %+l
B. de tres pasos
W, =a,W, =0, W, =Q,, W, =,
h
Wit =W, +§[55f(ti+l’ W1+1) _59f(ti—1’ Wi—l) + 37f(ti—2’ Wi—2) + 9f(t[—3’ Wz—s)] (5.18)
251

T ()= %y(s) (u)h’*

C. De cinco pasos
Wy =OL,W, =, Wy =0y, Wy =3, W, =0,

W, =W +%[1901f(ti,wi)—2774f(ti_1,wi_1)+2616f(tl._2,w1._2)—1274f(tl._3,wl._3)+251f(tl._4,wl._4)]

(5.19)
i=4,5,..,N-1
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Para los implicitos se debe usar (¢,,, f(¢.,,)(t,,))) como un nodo de interpolacion extra

liy
aproximar la integral J f(t,y())dt.

Se presentan algunos de ellos (Adams-Moulton)

5.3.4.2. Métodos de Adams-Moulton
A. De dos pasos
w,=a w =a,

h
Wia =W, +E[5f(ti+1aWi+1)+8f(ti>"vi)_f(li-1awi—1)]

i=12,.,N-1
fa == R cont (u e,
B. De tres pasos
w,=a w =q w, =a, (5.20)
19
7., (h) =———y® (u)h* t{t.
1+1( ) 720y (luz) con 1—2</Jl< i+l

C. De cuatro pasos
w,=a w =q w, =a, wy =a,

o =4 [2517 0,0+ 46 11,0 = 264 (1w,) #1061t 3.35) =19 113,

w
i=3,4,..N-1
3
7.,(h)= —ﬁy“)(/li)h5 con t_{ut,,, (5.21)

Los métodos implicitos por lo general son mas estables con menores errores de redondeo,
pero presentan la dificultad de requerir una manipulacion algebraica para obtener una
expresion explicita de w,,,.

De alli que su uso se dirige para mejorar aproximaciones obtenidas por las técnicas
explicitas, combinacion que configuran las técnicas denominadas de prediccion-correccion,
empleando el explicito para predecir la aproximacion y la implicita para corregirla.

Otros métodos multipasos se generan por integracion o interpolacion de polinomios en

intervalos [t 3 ] con j <i—lparar aproximara y(t,,).

Jo2 i+l

Asi esta el método de Milne, entre [tl._3,ti+1] :
Milne W, =W, +%[2f(ti, W)= [t w )+ 21, w,)] (5.22)

Como dupla de prediccion y correccion (Simpson), con un error de truncado proporcional a
&y ht.

Es menos empleado que los de Adams-Basforth-Moulton por sus inconvenientes de
estabilidad.
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5.3.5. USO DE LA EXTRAPOLACION

Su empleo en el P.V.I. esta ligado al método de la media

W =W, +2hf (1, w,) iz1. (5.23)
Para hallar w, se necesita w, y w;, se emplea la condicion inicial w, =a = y(a) y para w,
se utiliza la técnica de Euler. De alli en mas se emplea 5.25

Al llegar al valor ¢, se corrige el punto extremo que comprende las dos aproximaciones del
punto medio, generando una aproximacion w(t, k) a y(¢) dada por.

O =wt,h)+ D 7y
=

Con y, ctes., ligadas a las derivadas de y(¢), pero es independiente de 4.

5.3.6. ESTUDIO DEL ERROR

Los algoritmos de Runge-Kutta, Adams y Milne tienen un error de truncado dependiente
de la derivada quinta de y(¢), o sea tienen equivalencias en la exactitud con polinomios de

Taylor de cuarto grado.
Para cualquier método se desea siempre que haya convergencia a la solucion exacta de la
ecuacion diferencial. Por la serie de Taylor, si las f(z,,,v,,,)a partir del polinomio de
Taylor basado en ¢, es decir que el polinomio cambie en cada paso, la solucion
aproximada se puede acercar tanto como se quiera a la solucidon exacta, seleccionando los
t, cercanos entre si.
Las técnicas de Runge-Kutta son convergentes bajo requisitos parecidos al de Taylor, los
predoctores-correctores requieren que f'(¢, y) sean lipschitzianos.
Respecto a la estabilidad: una técnica es relativamente estable si un error que se produzca
en la aplicacion y'= A4y se reproduzca en la solucion exacta.
Los de Taylor y Adams presentan estabilidad relativa, no asi el de Milne que para A(0 los
errores individuales crecen exponencialmente mientras la solucion exacta desciende.

e Para ecuaciones de un paso:
El método es consistente si lim max

h—0 1<i<n

7 (h)| =0
7,(h) error de truncado en el paso i.
El método es convergente si £1rr01 max |w, — y(ti)‘ =0

Con y(t,), el valor exacto de la ecuacion diferencial.

Es decir, la consistencia se dard cuando h—0 pues 7,(h)—>0, en el caso de
convergencia ocurre algo parecido pues w, — y(¢,) cuando 7 —0.

Englobando, para una P.V_.I. dado por:
y'=f@ty) as<t<bh y(@)=a
Que se aproxima por w, =«

Mji-v—l

= Wi—l + he(zi’ M}ia h)
Con un numero #h,)0, 6(¢,,w,,h)continua y lipschitziana para ternas (z,w,h), con
as<t<b, —o(w(o,0<h<h,.

La técnica sera:
i.  Estable
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ii.  Convergente < es consistente, o sea si d(¢,w,0) = f(¢t,y) Vte [a,b]
iii.  Siparai=12,..,.N
|r,(h)| < 7(h) para 0<h<h,

Se tendré |y(t,) —w,| < TTh)eL”"") L=cte. de Lipschitz

Asi Euler tiene una convergencia de O(%”)
Parar los métodos multipasos presentados, en un P.V.I, como
W, =0, W, =0, W, =y W, | =,

M}H—l = Cm—lw}i + Cm—ZM}i—l +..+ COM}H—l—m

R (L3, W, W) (5.24)
Para %zm—l,m,...,N—l con ¢,,¢,...,C,,, ctes.

t,=a+ih

5.24 posee un polinomio caracteristico vinculado, que se expresa por:

P(y)=y" —c, 7" =, " —m ey —¢, (5.25)
Las raices de P(y) quedaran ligados a la estabilidad respecto del error de redondeo.

Sean y,,7,,...,7,, las raices, incluso no todas distintas, de la ecuacion de P(y)=0 asociado
a 5.25.

Si |71~| <lparai=1,2,...,m y todas las raices con valor absoluto 1, son raices simples, el

método satisface la condicion de raiz.
Se infiere
a) Las técnicas que satisfacen la condicién de raiz y y =1 es la unica raiz de la

ecuacion caracteristica de magnitud uno, son fuertemente estable.
b) Si satisfacen la condicion de raiz y con mdas de una raiz distinta de 1, son
débilmente estables.
c) Las técnicas que no satisfacen la condicion de raiz son inestables.
En las técnicas multipasos, convergencia y consistencia estan estrechamente vinculadas a
la estabilidad del redondeo, lo que se puede sintetizar a través del lema:
Para una técnica

W, =0,W, =0, W, = Qy,yes W, | =

m—-1

Y

+hF[th, W Wy Wi )]

> Vitl-m

Wi+1 =

CpaW; TCp Wiy Tt CpW,

+l-m
Se dara consistencia siempre y cuando se verifica la condicion de raiz. Por otro lado, si el
método de diferencias es consistente con la ecuacion diferencial, implican que el método
sera estable si es convergente.

La resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales (en este caso PVI) encuentran un
amplio espacio de cobertura en soft especializados. Se brinda aqui una muy breve
descripcion desde Matlab y su Toolbox especifico

5.4. BREVE DESCRIPCION Y USO DEL SOLVER DE EDO DE MATLAB

Las denominadas ode45, ode23, odel 13, odel5s, ode23s, ode23t, ode23tb resuelven
problemas de valor inicial para EDO.
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Sintaxis

[t Y] = solver(odefun,tspan,y()

[t Y] = solver(odefun,tspan,y0,options)

[t Y,TE,YE,IE] = solver(odefun,tspan,y0,options)

sol = solver(odefun, [t0 tf],y0...)

odefun: funcion que evalua el lado derecho de la ecuacion diferencial; todos los solvers
resuelven sistemas de ecuaciones de la forma y’=f{t,y) o problemas que involucran una
matriz de masa M(t,y)y’=f(t,y) La 23s solo con M=cte, la 155 y 23t con una M singular,
caso ecuaciones diferenciales.

tspan vector que especifica el intervalo de integracion [#0,¢f]. El solver impone las
condiciones iniciales en tspan(1) e integra de tspan(1) a tspan(end), si se desea a tiempos
particulares se usa tspan = [t0,t1,...,tf].

Si tspan tiene dos elementos /10 tf], el solver devuelve la solucion evaluados en cada etapa
de integracion, si tiene mas de dos elementos, la solucion evaluada a los tiempos dados,
ubicados en orden creciente o decreciente.
0 vector de condiciones iniciales

options estructura de parametros iniciales que cambia las propiedades de integracion por
default, con odeset se generan estas opciones

Los argumentos de salida seran:

t vector de columna de los tiempos
v arreglo de la solucion, cada fila es la solucion al tiempo correspondiente

solver | Tipo de problema Orden de exactitud | Cuando usar

Ode45 No stiff(rigido) medio Es el mas comin

Ode 23 No stiff bajo Para tol pobres y en stiff moderados
Ode 113 No stiff Bajo a alto Para tol estrictas

Odel5s stiff Bajo a moderado Reemplaza a 45 para stiff

Ode23s stiff bajo Para M cte y tol pobres en sistemas
Ode23t moderado stiff bajo Para stiffs moderados

Ode23tb stiff bajo Para sistemas stiffs con tol pobre

Estructura options

parémetros Ode45 | Ode23 | Odell3 Odel5ss 0Ode23s Ode23t Ode23tb
RelTol, AbsTol, XX XX XX XX XX XX XX
NormControl

OutputFen, XX XX XX XX XX XX XX
OutputSel, Refine,

Stats

Events XX XX XX XX XX XX XX
Jacobian, JPattern, XX XX XX XX XX XX XX
Vectorized

Mass - -——- - XX XX Xx X
MStateDependence | xx XX XX XX - Xx XX
MvPattern - - - - —- Xx XX
MassSingular --- - - XX | xx -
InitialSlope . — — XX - XX —
MaxOrder, BDF — - — XX - — -
MaxStep, InitialStep XX XX XX XX XX XX XX
Ejemplos

Considerando el movimiento de un cuerpo rigido sin fuerzas externas, dado por el sistema
no rigido de primer orden
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yll =WD)ss yl(o) =0
Vi ==y, 1,(0)=1

¥y ==0.51y,,, ;(0)=1

Para similar este sistema, se crea una funcion rigid que contiene las ecuaciones
function dy = rigid(t,y)

dy = zeros(3,1); % a column vector

dy(1) =y(2) *y(3);

dy(2) =-y(1) *y(3);

dy(3) =-0.51 *y(1) * y(2);

mediante odeset se modifica la tolerancia y se resuelve para un intervalo de tiempo
[0 12] con un vector de condicion inicial /0 [ 1] al tiempo 0

options = odeset('RelTol',1e-4,'AbsTol' [1e-4 1e-4 1e-5]);

[t Y] = oded5(@rigid,[0 12],[0 1 1],0ptions);

Graficando las columnas del arreglo retornado y-t muestran la solucion
t=

11.9237
12.0000

y=

0 1.0000 1.0000
0.0317 0.9995 0.9997
0.0633  0.9980 0.9990
0.0949 0.9955 0.9977
0.1263  0.9920 0.9959
0.2324 0.9726 0.9861
-0.6570 -0.7542 0.8833
-0.7058 -0.7087 0.8639

Graficando las columnas del arreglo retornado y-t muestran la solucion
>>p10t(taY(:,1)a"'ataY(:52)3"-'>t3Y(:93)9"')

15

0.5+

0.5}

-1.5 L L L I I
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Algoritmos

Ode45 se basa en Runge-Kutta explicita, el par Dormand-Prince. Es un solver de una
etapa, en calcular y(n), usando solo y(tn-1)..

En general, ode45 es la que mas se aplica como “primera aproximacion”.

La ode23 es un Runge-Kutta explicita, par de Bogacki — Shampine, preferible a la ode45
para tolerancia gruesa y con rigidez moderada; al igual que la ode45, es de un solver de
una etapa.

La odell3 es un solver Adams-Bashforth-Moulton (predictor-corrector) de orden variable,
puede ser mas eficiente que la ode45 a tolerancias estrictas y cuando la funcion del archivo
ODE es costosa para su evaluacion.

La odell3 esun solver multietapasos.

La odel5s es un solver de orden variable basado en formulas de diferenciacidon numérica,
opcionalmente usa el método de Gear, menos eficiente.

Al igual que las odell3, odel5s es un solver multietapas. Puede intentarse la odelJSs
cuando la ode45 falla es muy ineficiente o se sospecha que el problema es rigido o cuando
se resuelve un problema algebraico diferencial

La ode23s se basa en una formula de orden dos de Rosenbrock, de una etapa, puede
funcionar mejor que las /5s para tolerancias gruesas, resolviendo ciertos problemas de
rigidez donde las /5s no sean efectivas

La ode23t es una adecuacion de la regla trapezoidal con un interpolante libre, aplicable a
problemas solo de rigidez moderada, puede resolver ecuaciones diferenciales algebraicas,
implementa un Runge Kutta implicito, de una primera etapa trapezoidal y una segunda de
formulas de diferenciacion regresivas de orden dos.
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5.5. EJERCITACION DE UNIDAD 5 EMPLEANDO MATLAB

I) Dada la ecuacion diferencial en PVI
y'=3t+3y
y©0)=1,en[0,1] _

sn exacta: y(t) =4/3 e ¢ t[].

i) por Heun:

1) crear el archivofl.m:

function z = f(t,y)

z = 3*y+3*;

i) correr el método

>>H1 = heun(@f1,0,1,1,5) % se uso M=5

H1=

0 1.0000

0.2000 1.8400
0.4000 3.4912
0.6000 6.5863
0.8000 12.2517
1.0000 22.4920

Para M=10

H1 = heun(@f1,0,1,1,10)

H1 =

0 1.0000

0.1000 1.3600
0.2000 1.8787
0.3000 2.6109
0.4000 3.6301
0.5000 5.0355
0.6000 6.9602
0.7000 9.5835
0.8000 13.1463
0.9000 17.9728
1.0000 24.4989

ii) Empleando Runge Kutta(orden 4)
>>rk4(@f1,0,1,1,10)
ans =
0 1.0000
0.1000 1.3664
0.2000 1.8961
0.3000 2.6460
0.4000 3.6932
0.5000 5.1418
0.6000 7.1321
0.7000 9.8537
0.8000 13.5624
0.9000 18.6035
1.0000 25.4432
iii) Uso de métodos de predictor-corrector
Sea la ecuacion y’=0.5*(t-y) con y(0)=1 en [0,3], se plantean los métodos de Adams
Basforth-Moulton( 4 pasos);Milne- Simpson (3 pasos), Hamming(3 pasos); todos
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requieren el calculo previo de coordenadas T ¢ Y ( por ¢j con Runge Kutta de cuarto

orden).

Seleccionando un paso de 0.25

>> rkd(@f1,0,3,1,12)
ans =
0

0.25000000000000
0.50000000000000
0.75000000000000
1.00000000000000
1.25000000000000
1.50000000000000
1.75000000000000
2.00000000000000
2.25000000000000
2.50000000000000
2.75000000000000
3.00000000000000

1.00000000000000
0.89749145507813
0.83640366823723
0.81186958242375
0.81959403365079
0.85578655193387
0.91710205830810
1.00058853011477
1.10364081576586
1.22395987640518
1.35951681679056
1.50852114264965
1.66939274788702

Desde la ventana de comandos

>> T=zeros(1,13);
>>Y=zeros(1,13);
>>T=0:1/4:3;

>> Y(1:4)=[1 0.8975 0.8364 0.8119];

>>
abm(@f1,T,Y)

ans =

0
0.2500
0.5000
0.7500
1.0000
1.2500
1.5000
1.7500
2.0000
2.2500
2.5000
2.7500
3.0000

1.0000
0.8975
0.8364
0.8119
0.8196
0.8558
0.9171
1.0006
1.1036
1.2240
1.3595
1.5085
1.6694

>>hamming(@f1,T,Y)
ans =

0 1.0000
0.2500 0.8975
0.5000 0.8364
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0.7500
1.0000
1.2500
1.5000
1.7500
2.0000
2.2500
2.5000
2.7500
3.0000

0.8119
0.8196
0.8558
0.9171
1.0006
1.1037
1.2240
1.3595
1.5085
1.6694

>>milne(@f1,T,Y)

ans =
0
0.2500
0.5000
0.7500
1.0000
1.2500
1.5000
1.7500
2.0000
2.2500
2.5000
2.7500
3.0000

1.0000
0.8975
0.8364
0.8119
0.8196
0.8558
0.9171
1.0006
1.1036
1.2240
1.3595
1.5085
1.6694
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EJERCICIOS PROPUESTOS PARA UNIDAD S —-P.V.L.

- Dados los problemas de valor inicial

a)y’=te'-2y, en 0<t<I con y(0)=, h=0.2 Sn exacta:0.2te’-0.04(e’"-¢”'
b)y'=1 +(t-y)2, en 0<t<3 con y(2)=1, h=0.2; sn exacta:t +(1/1-t)

c) y’=1+y/t, en 1<t< 2 con y(1)=2, h=0.2; sn exacta:tint+2t

d) y'=(/) —(y/t)z en 1<t<2cony(l)=-1, h=0.1; sn exacta:1/1+Int
e)y’=1+(/t) +(y/t)2 en 1<t<3 con y(1)=0,h=0.2,sn exacta: tan(Int)
resolverlos empleando las técnicas de

i)Heun

ii) Runge Kutta

iii)Runge Kutta Fehlberg

iv) ABM

v)Milne-Simpson

vi) Hamming
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UNIDAD N° 6: SISTEMAS LINEALES

Los sistemas de ecuaciones lineales se presentan en variados problemas cientificos y
tecnologicos e incluso en la vinculacion de la matematica a disciplinas sociales y
econdmicas.

Planteado generalmente como
R a,x +a,x,+..+a,x, =b
R, ay,x, +a,x,+..+a,x, =b,

(6.1)

R a,x +a,x,+.+a,x, =b
Sistemas de nxn, n ecuaciones con x,,X,,...,X, con las a, que para cada i,j=1,2,....,ny las
b, coni=12,..,n.

Se presentan primeramente consideraciones del Algebra lineal.

6.1. OPERACIONES PERMITIDAS DE REDUCCION

a) Elrenglon R puede multiplicarse por una constante A # 0, empleando AR, en vez
de R:
(AR, >R)).

b) R multiplicado por A y sumado a R puede investigarse en lugar de
R:(R+AR —R)

¢) Se pueden intercambiar R, con R; :(Rl. <« Rj)

El empleo de estas operaciones puede originar un sistema mas sencillo con igual
conjunto solucion.

6.2. REPRESENTACI()N DE_UN SISTEMA LINEAL. SUSTITUCION HACIA
ATRAS

Una matriz de n por (n+1) puede representar un sistema lineal.
a, X, +a,x, +...+a, x, =b

Ay X, + Ay X, +...+a,,X, =D,

(6.2)
a,x, +a,x,+.+a,x, =b
Con
all a12 aln xl bl
A= ay Ayt Gy, = X5 b= b,
anl an2 ann xn bn
Matriz de coeficientes Matriz columna Matriz de independientes
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Considerando la matriz ampliada [A,E ], se aplican las operaciones permitidas

descriptas en 6.1, transformandose en un sistema lineal y obtener las soluciones para
X, X,,...,X, , generandose una matriz triangular.

all a12 aln al,n+1
q- 0 o ay - a4, a4, —b
= . . con a,, =b para
O e 0 e ann an,n+l
% ~1,2,..,n
Permitiendo la sustitucion hacia atras:
a
’ _ Tn,n+l
Asi X, =——
aﬂl‘l
Y para el i-ésimo
n
an,n+1 - Z aijxj
_ J=i+l
X, =—" (6.3)

a.

12
Este método se conoce como eliminacion de Gauss con sustitucion hacia atras.
Salta a la vista el gran niimero de operaciones de producto-division y suma-resta que
involucrara un algoritmo para este método, pasando de 17 producto-divisiones y 11 sumas

restas para n=3,a 44.150 producto divisiones y 42875 sumas-restas para n=50; o sea

3 3 2
n

n , n o n
?-f' n -3 producto divisiones y ?-f'?—— sumas y restas.

6.3. TECNICA DE GAUSS-JORDAN

Usala i-esima ecuacion para eliminar x, de R, , R,

>Ry, R, yde R,R,,....R _ reduciendo
[A,lﬂ a:

(O] ()
ap o - 0 aq,,
2 . : 2)
0 ('?22 ° N a2,f1+1 (64)
(n) (n)
O e 0 ann an,n+l

La solucidn se obtiene de

a?
X, =—2= para %zl,Z,...,n (6.5)
" i

i

Evitando la sustitucion hacia atras de la eliminacion gaussiana.
: oo, on o noon .
Requiere 7+n Y producto-divisiones y 775 sumas y restas, es decir mas

operaciones que la sustitucion hacia atras.
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6.4. PIVOTEO
Si uno de los elementos pivote a;’ es nulo, se hace necesario un intercambio de renglones

(R,) < (RP) con p el menor entero mayor que k|al;’ #0; muchas veces se requiere el
intercambio de renglones para bajar el error de redondeo, aun para pivotes # 0.
(k)
i k) (k) _ ik
Yaquesi a,’ es [l ay’,elfactor m,, m,, = ey 01.
k. k

n
) )
Wy — Z A, Xy
J=k+1
)
Ak

Lo mismo ocurrira en la sustitucion hacia atras para x, = pues un error

que se tenga en el numerador, al dividirlos por un @, pequefio, crecerd

significativamente.

Entonces, el pivoteo se efectia eligiendo el mayor a')

»y COMO pivote y cambiando los

renglones k y p ¢ mas el cambio de las columnas & y ¢ si es necesario.
Una pista para seleccionar es tomar el menor p > k| .

al.(fc)‘ y efectuar (R, ) <> (Rp) (6.6)

(k) ‘ _
a’’|=max
‘ pik k<i<h

(técnica parcial de pivoteo)

Otra técnica es la de reescalonamiento de columnas. Se intercambian renglones para
colocar ceros en la primera columna, seleccionando el menor & que cumpla:

k| ‘al”f‘

—_— maX_‘
Sk Sj
Jj=12,.,n

0, :max‘ai’j‘ #0
Jj=12,.,n
Y se realiza (R ) <> (R, ), con lo que se asegura que el mayor elemento de cada R tiene un

valor relativo de 1 antes de efectuar la comparacion para el intercambio de renglones.

Ejemplo 6.1
El escalado implica usar un factor de escala para cada fila, que se define

5. — max |ap;
k 1<iSn | k3 |
Ahora, antes de eliminar la variable x i el intercambio de filas Fila; <-> Fila, se hace tomando el
primer entero p#i, de modo que

|api| |2 |

— max
. i<k<n Sp

5

El pivoteo parcial agrega 3/2(n’-n) comparaciones y (n’+n)/2 -1 divisiones, por lo que para lograr

una precision mayor hace falta mas poder de computo
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Sea

2117y — 4.2129 + 0921z, = 2.01
4017y + 10229 — 1122, = —3.09
1.09z; + 0987z, + 0.832z5 = 4.21

En su forma aumentada

211 —4.21 0,921 2.01
4.01 10,2 —-1.12| —3.09
1.09 0987 0.831 4.21
syméximo de la fila 1 = max |a;;| =4.21
1<i<n
syméiximo de la fila 2 = max |ay;| = 10.2
1<i<n

syméaximo de la fila 3 = max |ay;| = 1.09
1<i<n

max 12l

Luego queda buscar el pivote, el 1=+ » "

|a11| _ 2.11 20.501’ ||’.T,21| _ 4.01 —0. y |a31| - 1.09
51 4.21 53 10.2 S5 1.09

De ahi se toma el mayor que es #: y se hace el intercambio Fila,; <-> Fila;. La matriz pasa a
quedar
1.09 0987 0.831 4.21

4.01 10.2 —-1.12| —3.09
211 —4.21 0.921 2.01

may = 3.68 ma; =194 gonlos mutiplicadores, se elimina:

1.0 0.987 0.831 4.21
0 6.57 —4.18 | —18.6
0 —6.12 —-0.689 | —6.16

Reiterando la busqueda de valores maximos:

|ﬂ.32| 6.57 _ < |a32| _ 6.12

. =1.45
Sq ]_ 2 Sy 421

El pivote pasa a ser el de la fila 3, por lo que se intercambian Fila, <-> Fila; y queda

1.09  0.987 0.831 4.21
0 —6.12 —-0.689 | —6.16
0 6.57 —4.18 | —18.6

mgz = Son = —1.07
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Elimando, queda:

0 —6.12 —0.689

1.0 0.987 0.831
0 0 —4.92

4.21
—6.16
—25.2

Reemplazando hacia atras r = (—0.4310.430 5.12)

6.5. ALGUNAS MATRICES MAS COMUNES Y SUS OPERACIONES

1. una matriz triangular superior (nxn):S =(si,j) tiene para cada j=1,2,..,n los
elementos s, ;=0 paracada i = j+1,j+2,..,n.

2. una matriz triangular inferior / = (IU) tiene para cada i =1,2,...,n los elementos

I,=0 i=12,..,j-1
3. Dadas las matrices A(nxn), B(nxn),C(kxp), D(mxk) y 1 €R
Se verifican:
i. A(BC)=(4B)C
ii. A(B+D)=AB+AD
iii. U,B=BABU, =B U=identidad.
iv.  A(4B)=(AA)B = A(AB)
4. una matriz 4 es no singular si existe una matriz A4 (nxn) que verifica
AA" = A4"4=U,con A" lainversa de 4.
Si 4 no posee inversa se denomina Singular
Para la inversa de A4 (si existe):

Lj

Considerando la columna j de B(nxn): B, =| | J

b

n,j
Haciendo 4B=C, la columna j de C vendra dada por el producto:

n
Z a,by;
k=1

C b .

Lj ay Ay || 1 ;

C, a,, a, - a b, . E a,b,
2, 21 2 2 2, 269
"1=C. = 4B, =| : : o = = v

. J J : : : :

C,,,j anl an2 ann b,,qj

n
Z a,.by
L k=1 i

Bajo la asuncion de existencia de 4™ y como A~'=B=( b, ;)= AB=U, con lo cual
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4B, =|1 con 1 en el renglon j

Para hallar B se presentaran n sistemas donde la columna j de la inversa es la solucion
del sistema cuyo segundo miembro es la columna j de U.
Se prefiere arreglar la ampliada mas grande

[4:U]
Realizando la eliminacion gaussiana se obtendra una matriz ampliada del tipo
[SiY]

S= triangular superior
Y= obtenida al hacer las mismas operaciones en U que se realizaron para transformar 4
ensS.

1 2 -1
Ejemplo 6.2.-sea A=| 2 1 0 | tomando una matriz B 3x3, cualquiera
-1 1 2
1 2 -1(b, b, by
AB=|2 1 0 ||b, b, b,|=
-1 1 2|b, b, b,
b11 + 2b21 _b3l blz +2b22 _b3l b13 + 2b23 _bz3
2b,, +b,, 2b, +b,, 2b,; + by,

b, +b,, +2b,, —b,+b,,+2b,, —b;+b,+2b,
Suponiendo que B = A", su producto sera U (identidad), de donde:
b,+2b,,-b, =1 b,+2b,-b, =0 b,+2b,,—-b,=0
2b,+b, =0 2b,+by, =1 2b;+by; =0
—b,+b, +2b,, =0 —b,+b,, +2b,, =0 —b,+b,, +2b,, =1

Efectuando la eliminacion gaussiana sobre la matriz ampliada mas grande, generada por la
combinacion de las matrices de cada sistema:

1 2 -1 100

21 0 : 010

-11 2 : 00 1

Haciendo R, —2R, = E;R, + R - R, y R, + E, = E, , quedara:
12 -1 1 00 1 2 -1: 1 00
0 -3 2 :-2120fy|l0O -3 2 :-=2120
0o 3 1 : 1 01 0 0 3 : -1 11

Con sustitucion regresiva en cada matriz ampliada
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1 2 -1 : 1]|1 2 -1:0[{1l 2 -1:0

o 3 2 : =20 -3 2 : 1L,0 -3 2 : 0
o 0 3 : -1{|0 0 3 : 1|l0 O 3 : 1
Hallando

by ==Jsb Yoo == V5 ba = Y b == by = ).
by =Vorbn = Yo = J4

% %

%K %

A
5. Latranspuesta de A(nxn)=(a, )es A’ (mxn)= (a,)

Si A4 es cuadrada, sera simétrica si 4'=A4
Propiedades de la transpuesta

i (4) =4
ii. (4B) =B'4A
iii. (4+B)=4+5
iv. (A’1 )t = (A"‘)i1 siempre que exista A4~

6. Si 4 =( ) nxn , triangular o diagonal, su detal/= Ha

i=1

ij
7. para cualquier A(nxn)
i.  Ax=0 admite la solucion unica X =0

ii.  Ax=b admite la solucion tinica para cualquier vector columna n-dimensional b .
iii.  La eliminacién gaussiana con intercambio de filas en Ax=b se puede efectuar

para cualquier vector columna n-dimensional b .

6.6. FACTORIZACION MATRICIAL

Si A admite el producto SI (triangular superior por triangular inferior), la factorizacion es
de gran provecho, para la resolucion de sistemas lineales.

Se parte del supuesto que en el sistema Ax = b puede practicarse la eliminacion gaussiana
sin intercambios de filas (no hay pivotes nulos a” para cada i =1,2,...,n)
Paracada j=1,2,...,n, se realiza el paso dado por:

(1)
(PJ - mj,lEl) - (PJ) con m; 21; (6.7)

11
Para llevar a un sistema con todos los elementos de la primera columna, debajo de la
diagonal, nulos.

Esto también puede hacerse multiplicando 4 por M igual a:
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! 0 -+ -« 0]
_mv, ) :
MY = : 0 . T primera matriz de Gauss
: : .. 0
-MP 0 - 0 1]
Representando

M43 =AP%=M"b =b"

Luego se forma M ®, la matriz identidad con los elementos debajo de la diagonal de la 2°
2
a;
: _ 2
columna reemplazados por los negativos de m; , =—

ay

M® por A® tiene ceros debajo de la diagonal en la 1° y 2° columna:
AYF=MPAPF = MOMO 4% = MPM Vb = p®
Asi AP%=b" se deberd multiplicar por la k-matriz de Gauss.

B! 0 B ||
0
M® 0
My O g 0
o 0 -m, 0 - 0 1
A7 =P gD 3 = M Op® = p*D — pr®  prOp (6.9)
Terminando con la formacién de 4A¥ =56 con
) m m
ap, ap, a,
0 a®
(n) — 22 . . .
A () triangular superior
* * n—l,n
o .. 0 a™

Dados por A" =M" M MOV 4

Hasta ac4 se efectio una media factorizacion de A=IS (S la triangular superior de 4™).
Para hallar I, se usa de nuevo A©x =b® efectuada por M .

A(k_l))_é =M(k)A(k))_5 :M(k)];(k) ZE(k—l) (6.10)
Con M™ através de (R‘/ —m; R, ) - (Rj) j=k+1,..,n

Como se desea invertir el proceso, para llegar a A" los (Rj+mj,kRk)—>(Rj) se

realizaron para cada _j =k +1,...,n, lo que significa hacer el producto [M *® ]_1 .
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1 0 0]
0
19=[MO]" =|: 0 : 6.11)
My 0 0
o -0 -m, 0 - 0 1]
Pero /, en el factoreo de 4, representa el producto de los 7*.
1 0 - 0
f=0 =@ = = poen | "]
: 0
m m

nl
Yaque IS=M" .. .MP MY 4 dara
IS=1019. 1" 21" MO M2 MO 4
=[P 1"PUM" M MO MD A4
=11P 1M M MO MDA
=101 1M . MP MO 4
A partir de esta deduccion se infiere el lema:

Si la eliminacion gaussiana para A% =b se efectiia sin cambios de filas, A podra
factorizarse como el producto /8.

A=IS
con
1 0 0
- my, 1
: 0
mnl mn,n—l
Q)] 1) )
all a12 aln
(2) :
5= 0 ay, :
(n-1)
: . Cay,
o .- 0 a™

n,n

Una ves que se factorizd 4, X se obtendra en dos etapas: primero se hace y =S¥

resolviendo el sistema /Y =5 para hallar y; como / es triangular no es muy complicado.
Hallado 7y, el sistema triangular ~ y = SX se resuelve para encontrar X por sustitucion
hacia atrés.
Segtin determinadas variaciones para la técnica se conocen los métodos:

e Doolittle: requiere que i, =i,, =...=1,, =1

e Crout: requiere que los elementos de la diagonal principal de S sean todos 1.
e Choleski: requiere i, = s, para cada i.
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Es valido remarcar que este tipo de factorizacion presentado es ventajoso cuando no se
requiere el intercambio de filas para ajustar el error de redondeo.

Para reordenar o permutar renglones de una determinada matriz es util la matriz de
permutacion.

Llamada P(nxn) tiene un elemento igual a 1 en cada columna y en cada fila, el resto son
todos ceros.

Para una (3x3), P sera = que al multiplicar por A4(3x3) por izquierda

S O
- o O
S = O

intercambia el segundo y tercer renglon de A, y por derecha, se cambien la segunda y
tercera columna de 4.

a, a, a;)1 0 0 a, 4z 4a;
ay Gy Ay 0 0 I|= ay Gy 4y
a, 4y a;)0 1 0 a3 Gy dy

e Si P es matriz de permutacion tiene inversay P~ = P'.

e Para cualquier 4, no singular, habrd una P tal que PAX =Pb se resuelve sin
intercambiar filas, con lo que PA se puede factorizar como PA=IS

Yalser P'=P = A= (P‘I)S

(P”] ) no sera triangular inferior (salvo que P=U).

6.7. MATRICES CARACTERISTICAS

a. La A(nxn) es diagonalmente estricta dominante si
la,h"|a,| (6.12)
i=l1

b. Una matriz diagonalmente estricta dominante es no singular, con lo que la
eliminacion gaussiana es factible para AxX =b sin intercambios de filas o columnas,
presentando estabilidad frente a los errores de redondeo.

c. La matriz 4 es definida positiva si es simétrica y si X' 4X)0 para cualquier vector

columna n-dimensional x #0.
No es el criterio mas sencillo para verificar la positividad de la matriz.
Se presentan dos lemas de utilidad
L, = para A(nxn) definida positiva
1. A esno singular

il max‘a,g.‘ < max ail.| (6.13)

1k, j<n I<i<n

iii. a,)0 paracada i=1,2,...,n
. 2 . .
iv. (a;) (a,a; con i#]j

L, =4 simétrica serd definida positiva siempre y cuando pueda realizarse la eliminacion

gaussiana sin intercambio de renglones para AX =b con los pivotes todos positivos.
De L, se desprenden consecuencias como.

a) A es definida positiva si y solo si A puede factorizarse como IDI', con/con a, =1

y D diagonal con a,)0.
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b) A es definida positiva si y solo si A puede factorizarse como II', con los a, de [

no nulos (Método de Choleski).

c) Si A(nxn) es simétrica con eliminacion gaussiana sin intercambio de filas, 4 puede

factorizarse en IDI", I posee a, =1 y D es la matriz con a

O ...,a"” en su diagonal.

11 2> nn

II' de Choleski para una definida positiva requiere menos operaciones que IDI' pero

implica hallar # raices cuadradas.
d) Matrices de banda.

Una matriz (nxn) es de banda si se encuentran p y ¢ (enteros) con p)l,qg{(n tal que

a; =0siempre que i+p<;j

como r=p+q-—1.

j+q<i, definiéndose el ancho de banda

Estas matrices dispondran sus elementos no nulos en derredor de la diagonal.

Las mas comunes, p=¢=2, son tridiagonales y los de p=g=4, pentadiagonales.

Las primeras, asociadas a aproximaciones de splines ctibicos o aproximaciones lineales
por parte en problemas de valores de contorno, los pentadiagonales de utilidad para
problemas de valores de frontera.

En forma general

a; a, 0

ay, ay Ay
A= 0 a,, as;

L 0 0 an.nfl

(6.14)

El trabajar con matrices de banda facilita los algoritmos de factorizacion (por el n° de

operaciones) ya sea de Doolittle o de Crout.

Ejemplo 6.3-
Encontrar la factorizacién LU de la matriz
2 3 0 1
4 5 3 3
A=
-2 -6 7 7
8 9 5 21

Primero se convierte en cero todos los elementos debajo del primer elemento

diagonal de 4. Para esto, se suma (-2) veces la primera fila de 4 a la
segunda fila de 4. Luego sumar la primera fila de 4 a la tercera fila de
A,y por ultimo se suma (-4) veces la primera fila de 4 a la cuarta fila de

A, obteniendo la siguiente matriz

2 3 0 1

0 -1 3 1
U, =

0 37 8

0 -3 5 17

Mientras tanto, comenzar la construccion de una matriz triangular inferior, L;,con unos en la
diagonal principal. Para ello, colocar los opuestos de los multiplicadores utilizados en las
operaciones de fila en la primera columna de L, debajo del primer elemento diagonal de L,,

obteniendo
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1 00 0
2 10 0

L=
1210
4 7 21

Ahora sumar (-3) veces la segunda fila de U, a la tercera filade U, y
(-1) veces la tercera fila de U; a la cuarta fila de U;. Colocando los opuestos de los multiplicadores
debajo del segundo elemento diagonal deL;, obteniendo

23 0 1 1 00 0
0 -1 3 1 2100
“=o 0 25| YET 031 0
0 0 —2 8 4 1 92 1

finalmente sumar (-1) veces la tercera fila de U, a la cuarta fila de U,. Luego
colocar el opuesto de este multiplicador debajo del tercer elemento diagonal
de L,, obteniendo

2 3 0 1 1 0 0 O

0 -1 3 1 2 1 0 0
U, = y L, =

0O 0 -2 5 -1 3 10

0O 0 0 4 4 1 1 1

Las matrices U; y L; componen una factorizacion LU para la matriz 4

Ejemplo 6.4- Usar el método de Gauss-Jordan para calcular la matriz inversa de:

2 -4 0 3
Am] -05 12 -0l
-0.3125 -0.625 3.125;

Se ve que el primer elemento pivote a;;=2 esta bien colocado y se procede a hacer ceros debajo

0.5
de este elemento, multiplicando el renglon 7 por "2y lo sumar al renglon 2 y multiplicar el

0.3125
mismo rengloén / por ~ 2 sumado al renglon 3.

-4 0 | 00
0 02 -01 025 10
0 -125 3125 0.13625 0 1

Para el segundo pivot se escoge el elemento mayor (con valor absoluto) entre a;,=0.2'y az=-1.25,
entonces se intercambia el renglon 2 y el renglon 3, quedando:

-4 0 1 00
0 -1.25 3125 C15625 0 1
0 02 -01 025 10

4
Se hacen ceros arriba y abajo del segundo elemento pivot, multiplicando el renglén 2 por ~ 125 y

0.2
sumado el renglon /, como multiplicar el mismo renglon 2 por 125 y sumado al renglon 3,

quedando:
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0 -1 05 0 -1
0 -125 3125 o0.1%25 0 1
0 0 ¢ 03275 1 0.8,

el tercer elemento pivot es a3;=0.4, para hacer ceros arriba de este elemento, multiplicar el renglon

_ 3125 . .. . . 10
3 por 04y sumado renglon 2, como multiplicar el mismo renglén 3 por 04 y sumado al

renglon /, quedando:
0 0 7.375 23 0.k
0 -1.25 0 -19921875 -78125 -0.25
0 0 04 0.275 1 a1s

11
Por tltimo se hacen unos en la diagonal principal, multiplicando el renglén 7, 2y 3 por 2, =~ 125
1
y 04, respectivamente, resultando la matriz
0 0 36873 123 04

0 L.539775 625 0.2

1
01
00 1 088 25 04)

la matriz inversa de 4 es:

36875 125 0.
A =|159375 625 02
0875 25 04

6.8. NORMA DE VECTORES Y MATRICES
6.8.1. Norma Matricial

Como los vectores en R”son vectores columnas, se usard la simbologia de la transpuesta
para representarlo en sus componentes

X

X

— , = t
X=|. se notard X =(x,,X,,...,x, )

X

n

<> t
Las normas para X =(x,,x,,...,x,) se definen por

n %
x| - {fo} A ] = max (6.15)
i=1

1<i<n
La primera (norma euclideana) da el concepto clasico de distancia al origen para
XeRR,0,R.
Como la norma de un vector proporciona una medida de la distancia de un vector

cualquiera y el vector origen, la distancia entre dos vectores puede asimilarse a la
norma de la diferencia de ellos.

Asi, para X =(x,%,,...,x,) € ¥ =(y,»,,..,0,) €R"

Las distancias entre X e Y se definen:

97



P2

[%-7] ={Z" 7 —yf)z} (6.16)
i=1
||Xv_?|| = max|xi _y1|
1<i<n

Con ello se puede definir el limite de una sucesion de vectores en R":

e Una sucesion {)? (")}

0

» de vectores de R" converge en X respecto a la norma

, 81 V&)0., existe un entero z2(8)/_ —_{& para Yk > z(¢).
) A g P ()

e Una sucesion {)? (")} converge a X en R" respecto a la norma || || si para
%ingi(k)zxi, i=1,2,..,n

e Se define en el conjunto de las matrices (nxn)como una funciéon de reales que
verifica para 4,B(nxn) y cualquier e R :

i [4po

i. [4|=0e4=0
i, o] =[er|4]
iv. [[4+B]<]4]+|5]

v |48 <] 4|5
Se consideraran solo las normas || ||e y || || (vectoriales).
Si || || es norma vectorial en R" se dara
] = max|
| ¥]=
Norma matricial natural
Para A= (a,.j),nxn, se tiene

n
[ = max > fa,|
j=1

1<i<n

6.9. VALORES Y VECTORES PROPIOS
6.9.1. Polinomio propio

Si 4 es matriz cuadrada, el polinomio propio de 4 sera:

p(A)=det(4-AU) U= matriz identidad (6.17)

Si A es raiz de p, el sistema lineal (4—AU)X =0 tiene soluciones diferentes a las
triviales.

Si p es el polinomio propio de 4, las raices de p se llaman valores propios de la matriz 4.
Si A es el valor propio de 4, con X # 0, y se hace (4—AU)Z =0, X es el vector propio de
A correspondiente a A .

Al ser X el vector propio asociado a A, AX =AX , lo que significa que 4, transforma
X en un multiplo de X .

Si A (real))l, 4 alargaen A a X ;si 0(A(1, 4 contrac X en un factor A e idénticamente
para —1(A(0.
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6.9.2. Radio espectral de una mMatriz

Se define p(A) como

p(A)= max|/1|

Se vincula con la norma de una matriz mediante
1

) [p(aa)]* =4,

b) p(A4)< ||A|| para toda norma natural.

6.9.3. Convergencia de una matriz

Se plantean enunciados equivalentes
a) A es matriz convergente

b) limHA” ” =0 para alguna norma natural

c) lim‘ A"|=0 para todas las normas naturales (6.18)
d) p(AX1

e) limA"'x=0 para cualquier X

H—>0

6.10. TECNICAS DE REPETICION PARA SISTEMAS LINEALES

Bésicamente consisten, para una sistema AX =5, partir de un vector de arranque X

f(k)

. .r .« — . © —
aproximacion de la solucion X para ir configurando una { }O convergente a X.

Transformar el sistema original en uno equivalente X =Wx+c¢ para cierta matriz W y
vector ¢ .
La sucesion se va calculando como ¥* =wx*™" 4+ ¢ k=1273.., (6.19)

Empleadas para sistemas lineales grandes, con uso en el calculo numérico de problemas de
borde y ecuaciones en derivadas parciales.

6.10.1. Técnica de Jacobi

De AX=b
Se despeja X, (de la ecuacion i-esima), para a, # 0.

. Z(ﬂ]J_ i=12,.m (6:20)

J=1 & a;
Jj#l
Generando para cada x'*', a partir de x*™”, con k>1, como
n
Z(“z‘fx;kil) ) +b,
A
k j#1 .
xM =4 i=12,...n (6.21)
a,

La técnica se expresa como ¥ = Wx"“™" 4+ ¢, desglosando A en su parte diagonal y la no
diagonal.

Es decir, sea D la matriz diagonal coincidente con la diagonal de A, -I la triangular inferior
de A y -S la triangular superior de A:
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a,; a, a,, a, 0 0 0 0 0 a, - g
A= a, ay a.2n _ 0 ay B —a,, L )
: .0 : .
anl an2 ann 0 O ann _anl an,nfl 0 O
(D) (1) ()
A=D-1-S= Ai=b=(D-1-S5)i=b
Di=(I+8)i+b=D"'(U+8)i+D"'b (6.22)
Matricialmente
0 =D N(i+5)x* P+ Db k=1,23..
Para detener el proceso se puede emplear:
e
(6.23)

T

Usando la norma natural.

6.10.2. Técnica de Gauss-Seidel

k) = (k-1)

Si para el calculo de los ¥*’, en ves de usar ¥*™" y como ya se obtuvieron ¥“,...,¥") de

6.21, representando aproximaciones superiores a la solucion X, ,...,X, ,, seria prudente

1

calcular ¥* con los valores mas proximos a través de
i—1 i—1
(k) =(k=1)
-2 (4% ) =2 (a,% ") +b,
X0 == /- i=1,2,..n (6.24)
a,

1

Constituyendo la técnica Gauss-Seidel
Matricialmente se expresa por

(D-D)"'SX*V+(D-1)"b k=1,2,.. (6.25)
(D—1) debe ser no singular o sea a, # 0 para % =12,..,n

6.10.3. Convergencia de las técnicas

. - ., . ©
Lema 1: para cualquier X, de R", la sucesion {x(")}o de

¥ =wx* D e k>1,¢#0 (6.26)
Convergea X =Wx+¢ < p(WX1

Lema 2(Expresa condiciones de suficiencia para convergencia de las dos técnicas vistas)
Sien AX=b, A es estrictamente dominante, para cualquier ¥© las sucesiones {X(")}:
convergen a la solucion tnica de Ax = b.

Siempre se buscara una técnica que posea una matriz asociada con radio espectral minimo,

expresado por el teorema de Stein-Rosenberg.
 Siag;<0 paracadai#jy a,)0 paracada i=1,2,..,n, se cumplira una y solo una

de las proposiciones:
i 0 W) eI
i e, p(¥,) (627)
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. pW,)=pW,)=0
v.  pW)=pW,)=1
V.

6.11. TECNICAS DE RELAJACION

Se llamara vector resto, para un X € R" que aproxima el sistema lineal AX =5, el definido
por ¥ =b — AX

En los métodos vistos habra un

Z(k) _ (;(k) —(k) ~<k>)

li 21 29 Tni
Que se busca converja a cero.
En el caso de la técnica G-S, se buscara seleccionar X' tal que:

0 =300 4 li i (6.28)
a..

n
Considerando ahora el vector residuo r(
F® _( OIS0l X_(k—n, G 1>) (6.29)

1+1 i o n

) asociado al vector

Para la componente i de ') se tiene

7O = ¥ (k=)
11+1 b Z( 11 1 ) Z(al/xl )

J=i+l

=b Z( 0= (0,5 ") a8

/l+

(6.30)

La técnica G-S requiere que sea nula la componente i =

sencillo en la busqueda de decrecer la norma 7% .

pero este proceso no es el mas

t+1 ’

Por ello, se presenta 6.28 como

(k)
- — (k- v . P
¥ =3"Y g1~  métodos de relajacion (6.31)
a;

e Si 0{g{l, técnicas de subrelajacion, para sistemas no convergentes por G-S.
e ¢)l, para acelerar convergencia de sistemas convergentes por G-S (métodos SOR o

sobrerelajacion)
Para el célculo se usara:
i—1 n
_ 9 = (k) =(k=1)
D =(1-g)R" ++ [bl -2 (a, %)= (a,% )} (6.32)
a; J=1 J=i+l
Matricialmente
B = (D- q])’1 [(1 q)D+ qS] x4 q(D—ql) 'b (6.33)
Ejemplo 6.5-
Aplicar el método de Jacobi para resolver el sistema:
10)61 - X2 + 2 X3 = 6
—XJ +]]X2 - X3+3X4: 25
2X1 - X2+10.X'3_ X4:_]]
3x, — x3t+8x,= 15
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cuya solucién unica es x = (1, 2,—1, 1)', a partir de la aproximacion inicial x(0) =
0, 0,0, 0) y con una tolerancia 7TOL = 5 X 1077,

Las ecuaciones del proceso iterativo son

Ak Lx;‘—lxé( +§
' 10 5 5
= Lxlk + Lxé‘ —ixﬁ +§
: 11 11 11 11
X = -lxlk +ix§+ ixf i
: 5 10 10 10
Ak -éxf n le +1_5
! 8 8 8

Cuyos resultados se dan en la tabla

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x, 0 0.6000 1.0473 0.9326 1.0152 0.9890 1.0032 0.9981 1.0006 0.9997 1.0001
x,” 0 22727 1.7159 2.0530 1.9537 2.0114 1.9922 2.0023 1.9987 2.0004 1.9998

x35%) 0 -1.1000 -0.8052 -1.0493 -0.9681 -1.0103 -0.9945 -1.0020 -0.9990 -1.0004 -0.9998
xY 0 1.8750 0.8852 1.1309 0.9739 1.0214 0.9944 1.0036 0.9989 1.0006 .9998

en la iteracion se tiene:
l1x0) — X0 |/||x(10)||= 0.327 x 10—4 < TOL

Empleando el método de Gauss-Seidel

= ixk _ lxk +§
! 0?57 5
xk+1 — ixlkﬂ + ix;{ _ixf +£
: 11 11 11 11
xk+1 — _lxlkﬂ + x;wl + ixic _ E
} 5 10 10 10
xk+1 — _Exkﬂ 4 lxkﬂ _l_E
: 8 8"’ 8
Generandose la tabla
k 0 1 2 3 4 5

x,™ 0 0.6000 1.0302 1.0066 1.0009 1.0001
»® 0 23273 20369 2.0036 2.0003 2.000
x® 0 -09873 -1.0145 -1.0025 -1.0003 -1.000
x® 0 08789 0.9843 0.9984  0.9998 1.000

como ||x;s) — xw||/||x5)||= 2.09 x 10—4 < TOL, solamente se efectuaron cinco iteraciones

6.11.1. Condicionamiento de una matriz

Si X aproxima la solucion de 4X =b, A es no singular y 7 es el vector resto de X, parar
cualquier norma natural.

&= =<l
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con X241 SN P 4] 47 Z;H 20y b=#0 (6.34)
Para una matriz no singular se define la condicion relativa a la norma natural || || como
C(A)=|4f|47|

Entonces el error relativo se representara por

L= YN

Déndose para cualquier matriz A no singular y norma natural || ||
[ =44 <[4 47 = cca)

Si C(A4) esta proximo a 1 esta bien condicionada

(6.35)

Si C(A) es bastante mayor que 1, esta mal condicionada.
Si se establece la estimacion y ~ X —% con ¥ solucién aproximada del sistema 4y =7, se
tendra que X+ precisard més la aproximacion a la solucion A¥ =b que lo hiciera X,

constituyendo el método de refinamiento, o sea efectuar iteraciones en el sistema cuyo
miembro derecho es el vector resto para las siguientes aproximaciones.

6.12. GRADIENTE CONJUGADO

El método del gradiente conjugado es un algoritmo para la solucion numérica de sistemas
particulares de ecuaciones lineales, principalmente aquellos cuya matriz es simétrica y
definida positiva, y el cual tiene buena recepcion pues aprovecha muy bien la estructura de
la matriz, ademas de tener muy buenas propiedades de estabilidad numérica. Es un método
iterativo, de manera que puede ser aplicado a sistemas dispersos (sparse) que sean
excesivamente grandes como para ser resueltos mediante métodos directos como la
descomposicion

Tales sistemas surgen regularmente cuando se hallan soluciones numéricas a ecuaciones
diferenciales parciales. El método del gradiente conjugado puede ser también utilizado
para resolver problemas de optimizacion no restringida. Variantes de este m_etodo son los
del Gradiente Biconjugado, los cuales proporcionan una generalizacion a matrices no
simétricas. Los métodos de gradiente conjugado no lineal buscan el minimo a ecuaciones
no lineales.

6.12.1. CGM como método directo

Suponiendo que se desea resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Ax =B (6.36)
donde la matriz 4 de n x n es simétrica (es decir, A" = A), definida positiva ( x’Ax > 0),
para todos los vectores x en R” (diferentes de cero), y real. Se denotara la solucién unica a
este sistema como x*
Se dice que dos vectores no nulos (diferentes de cero) u y v son conjugados (con respecto a
A)siu'Av=0 (6.37)
Dado que A es simétrica y definida positiva, el lado izquierdo de la anterior relacién define
un producto interno:
<u,v>A:=<Au,v>=<u,Av>=u'Av (6.38)
Estos dos vectores son conjugados si son ortogonales con respecto a este producto interno.
El ser conjugado es una relacion simétrica: si u es conjugado a v, entonces v es conjugado
a u. Suponiendo que {p;} es una secuencia de n direcciones mutuamente conjugadas.
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Entonces la forma p; forma una base en R", de manera que la solucion x* de Ax = B se

puede expandir en esta base:

x* = 91P1 +...+to nPn (639)

En este caso los coeficientes estan dados por:
b <p.b> <p,b>

CpiApe <pop>y |nf

(6.40)

k

Este resultado es tal vez mas explicativo claro al considerar el producto interno definido
anteriormente, obteniéndose un método para resolver el sistema Ax = B: se encuentra una

secuencia de n direcciones conjugadas, y luego se calculan los coeficientes oy.

6.12.2. CGM como un método iterativo

El método del gradiente conjugado es también un método iterativo que a partir de un valor
inicial va calculando sucesivos valores que se van acercando a la solucion exacta del
sistema lineal. El valor £+ sera la solucion, si la diferencia entre él y el anterior k es
menor que un cierto valor de tolerancia. Si se eligen los vectores conjugados py
adecuadamente, pueden no necesitarse todos ellos para obtener una muy buena
aproximacion a la solucion x*, lo cul permite resolver sistemas donde n es tan grande que
el método directo implicaria mucho tiempo.

., .. 0 . .
Se denota una solucion de prueba inicial para x como x . Se puede asumir, sin

’ . . 0 . . .
pérrdida de generalidad que x° = 0 (equivalente a considerar al sistema 4z = b-Ax;). Note
que la solucion x* es también el tnico minimizador de:

f(x)= %)?TAx—bTy?, ieR" (6.41)

Esto sugiere tomar como primer vector base p; al gradiente de f'en x = X, el cual es igual a
-b. Los otros vectores en la base seran los conjugados al gradiente Si se denota al residuo
en la k-esima iteracién como 7y

re=b-Axy (6.42)

se puede ver que este término 7, es el negativo del gradiente de f'en x = x;, con lo que se
puede mostrar, ya que las direcciones p; son conjugadas entre si, que una expresion para
tales direcciones es:

p A, »

k
ka Ap,
relacion a partir de la cual se hallan los coeficientes, mediante (6.40), para asi encontrar la
solucion x*, tal y como se plantea en (6.39), para el sistema lineal.

(6.43)

Prn =0 —

6.13. LAS FUNCIONES DE MATLAB PARA ALGEBRA LINEAL

Se listan las funciones de MATLAB para algebra lineal
cond mnumero de condicion respecto a la inversion
condeig numero de condicion respecto a los eigenvalues
det Determinante

norm norma de vector o matriz

normest Estima 2-norma de la matriz

null espacio nulo

orth ortogonalizacion

rank rango de una matriz
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rcond estima el nimero de condicion reciproco de la matriz
rref forma escalonda reducida por filas

subspace angulo entre dos subespacios

trace suma de los elemntos de la diagonal

chol factorizacion de Cholesky

cholinc factorizacion incomplete de Cholesky

condest estima el nimero de condicion del-norma

funm funcién matriz general

inv matriz inversa

linsolve resuelve un sistema lineal de ecuaciones

Iscov solucion cuadrados minimos con covarianza conocida
Isqnonneg minimos cuadrados no negativos

lu factorizacion LU de una matriz

luinc factorizacion incompletalL U

pinv pseudo inversa Moore-Penrose de una matriz

qr descomposicion triangular- ortogonal

balance mejora exactitud de los eigenvalues calculados
cdf2rdf Convierte forma diagonal compleja a forma diagonal en bloques real
eig autovalores y autovectores

eigs autovalores y autovectores de matriz dispersa

gsvd descomposicion de valor singular generalizada

hess forma de Hessenberg de una matriz

poly polinomio con raices especificas

polyeig polinomio del problema de autovalor

gz factorizacion QZ para autovalores generalizados

rsf2csf convierte forma real de Schur a la forma compleja de Schur
schur descomposicion de Schur

svd descomposicion de valor singular

svds vectores y valores singulares de matriz dispersa

expm exponencial de una matriz

logm logaritmo de una matriz

sqrtm matrix raiz cuadrada

planerot plano rotacion de Givens

grdelete borra columna o fila de la factorizacion QR
grinsert Inserta columna o fila en la factorizacion QR

gz factorizacion QZ para autovalores generalizados

6.14. EJERCITACION UNIDAD 6 CON MATLAB

I) Dada una matriz A, efectuar el proceso de scalonamiento y reduccion,
seaA=[431;34-1;0-14]

>>rrefstep(A)

We start by determining an Upper triangular form.

<><><><> Upper Triangular Form STEP-BY-STEP <><><><>

A- Your original matrix is:

4 3 0
3 4 -1
0 -1 4

Press enter to begin ROW REDUCTION
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Making the pivot in row 1 equal to 1
in matrix

4.0000 3.0000 0
0 1.0000 -0.5714

0 0 1.0000
1. PERFORM this step. <3> Turn on rational display.
2. EXPLAIN this step then PERFORM it.  <4> Turn off rational display.
0. Quit
Your choice =—> 1
........ hasta
We obtain:

1.0000 0.7500 0
0 1.0000 -0.5714
0 0 1.0000

IT') Obtner la inversa de A
>> invert(A)
ans =

0.6250 -0.5000 -0.1250
-0.5000 0.6667 0.1667
-0.1250 0.1667 0.2917

IIT) Generar un conjunto de vectores linealmente independientes, dada una matriz A
Para hallar un subconjunto de vectores linealmente independientes, si se ingresa ‘r’ como

segundo argumento los vectores son las columnas de, si se ingresa ‘c’ las filas de A.

>> lisub(A,'r")

ans =
4 3 0
3 4 -1
0 -1 4

IV)Hallar la solucion general de un sistema homogéneo de ecuaciones, devolviendo un
conjunto de vectores de la base del espacio nulo de Ax = 0.
>>homsoln(A)

ans =

0

0

0
V) Encontrar el menor de la matriz A, fila 2 columna 1.
>> Cminor(A,2,1)
ans =

12
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VI) Realizar la eliminacion gaussiana de la matriz A
>> Gelim(A)

Rational numbers? y/n: y
Count of operations? y/n: y

All steps? y/n: y

initial matrix

4 3
3 4 -1
0 -1

[press Enter at each step to continue]

normalize
1 3/4 0
3 4 -1
0 -1 4
multiplications:
2
create zero
1 3/4 0
0 7/4 -1
0 -1 4
additions, multiplications:
2 2
normalize
1 3/4 0
0 1 -4/7
0 -1 4
multiplications:
1
create zero
1 3/4 0
0 1 -4/7
0 0 24/7
additions, multiplications:
1 1
normalize
1 3/4 0
0 1 -4/7
0 0 1
multiplications:
0

-echelon form-
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Total additions, multiplications, element-swaps:

3 6 0
create zero
1 3/4 0
0 1 -4/7
0 0 1
additions, multiplications:
0 0
create zero
1 3/4 0
0 1 0
0 0 1
additions, multiplications:
0 0
create zero
1 0 0
0 1 0
0 0 1
additions, multiplications:
0 0
-reduced echelon form-
1 0 0
0 1 0
0 0 1
Total additions, multiplications, element-swaps:
3 6 0

VII) Hallar el determinante de la matriz A empleando Gauss Jordan
>> Gjdet(A)

Rational numbers? y/n: y
All steps? y/n: y

initial matrix

4 3 0
3 4 -1
0 -1 4

[press Enter at each step to continue]

create zero

4 3 0
0 7/4 -1
0 -1 4
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create zero

4 3 0
0 7/4 -1
0 0 24/7

-final reduced form-

4 3 0
0 7/4 -1
0 0 24/7
number of row swaps
0
determinant =
24

VIII) Reducir A empleando la eliminacion de Gauss Jordan
>> Gjelim(A)

Rational numbers? y/n: y
Count of operations? y/n: y

All steps? y/n: y

initial matrix

4 3 0
3 4 -1
0 -1 4

[press Enter at each step to continue]

normalize
1 3/4 0
3 4 -1
0 -1 4
multiplications:
2
create zero
1 3/4 0
0 7/4 -1
0 -1 4
additions, multiplications:
2 2
normalize
1 3/4 0
0 1 -4/7
0 -1 4
multiplications:

1
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create zero

1 0 3/7
0 1 -4/7
0 -1 4
additions, multiplications:
I 1
create zero
1 0 3/7
0 1 -4/7
0 0 24/7
additions, multiplications:
I 1
normalize
1 0 3/7
0 1 -4/7
0 0 1
multiplications:
0
create zero
1 0 0
0 1 -4/7
0 0 1
additions, multiplications:
0 0
create zero
1 0 0
0 1 0
0 0 1
additions, multiplications:
0 0
-reduced echelon form-
1 0 0
0 1 0
0 0 1
Total additions, multiplications, element-swaps:
4 7 0

IX) Dada P=[4 3 0;3 4 -1;0 -1 4]; graficar las lineas en la eliminaciéon de Gauss-Jordan,
para sistema de dos variables, la matriz debe tener tres columnas, es aumentada.
>>P=[430;34-1,0-14];

>> Gjpic(P)
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o W A
_ W
~ o

1.0000 0.7500 0
3.0000 4.0000 -1.0000
0 -1.0000 4.0000

1.0000 0.7500 0
0 1.7500 -1.0000
0 -1.0000 4.0000

1.0000 0.7500 0
0 1.0000 -0.5714
0 -1.0000 4.0000

1.0000 0 0.4286
0 1.0000 -0.5714
0 0 3.4286

1.0000 0 0.4286
0 1.0000 -0.5714
0 0 1.0000

S O =
S = O
—_ o O

-reduced echelon form-

X) Encontrar la la matriz adjunta de A

>> Adj(A)
ans =
15 -12 -3
12 16 4
3 4 7

XI) Resolver un sistema triangular (cuadrada), dada la matriz de coefcientes A y el vector
independiente B
>>A=[4-123;0-27-4,0065;0003];
>>B=[20;-7;4;6];
>> backsub(A,B)
ans =
3

-1
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XII) Resolver un sistema triangular (cuadrada), dada la matriz de coefcientes A y el
vector independiente B, empleando triangularizacion superior més sustitucion hacia
atras
>>A=[1224;2043;4221;-3132] % no singular
>>B=[13 28 20 6]';
>> uptrbk(A,B)
ans =
3.0000
-1.3333
5.0000
0.6667
XIII) Resolver un sistema triangular (cuadrada), dada la matriz de coefcientes A y el
vector independiente B,con factorizacion con pivoteo
>>A=[12 41;2864;31088;412106];
>>B=[21 52 79 82];
>> lufact(A,B)
ans =
3.0000
-1.3333
5.0000
0.6667
XIV) Resolucion por técnicas iterativas, dada la matriz de coeficientes y el vector
independiente
)>>A=[1-5-1;41-1;2-1-6];
>>B=[-8 13 -2]
>>P=[0 0 0]';
>> jacobi(A,B,P,0.001, 10)
ans =
1.0e+006 *
9.1711
5.8774
-0.8071
>>jacobi(A,B,P,0.001, 20)
ans =
1.0e+013 *
-3.0646
-1.4564
0.2279

>> gseid(A,B,P,0.001,10)
ans =
1.0e+013 *
0.3856
-1.5624
0.3889

>> gseid(A,B,P,0.001,18)
ans =
1.0e+023 *
0.7280
-2.9500
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0.7343
XV) Utilizar el método del Gradiente conjugado( directo no es tan bueno como elim.
Gauss con pivoteo, si para iterativos)
>> A=[43 0;34-1;0 -1 4]; % debe ser simétrica
>>b=[24 30 -24];
>> conjgrad(A,b,0.001)
ans =
3.0000
4.0000
-5.0000
Para asegurar el condicionamiento
Gradiente conjugado precondicionado
pcgnull

113



EJERCICIOS PROPUESTOS PARA UNIDAD 6

6.1. Dados los sistemas
X = x,+3x,=2

a)3x, —3x,+ x; =-1

2x,— 1.5x,+3x, =1

b) —x +2x,=3

x+ x+ =3 4x,- 4.5x,+ 5x; =1
2x, - =3
) x, +1.5x, + =45
c
— 3x, +0.5x, =-6.6
2x, - 2x, + 3x;+x,=0.3

Resolverlos empleando 1) la sustitucion hacia atras,ii) triangularizacion superior mas
sustitucion hacia atras iii) factorizandolo LU con pivoteo

6.2- Halle las inversas de las siguientes matrices

1 1 -1 1 2 0 1 2
1 2 4 2 1 1 0
a) b) por Gauss Jordan
2 1 1 5 2 -1 3 1
-1 0 2 -4 3 -1 4 3

6.3- factorice en la forma LU las matrices

1.012  -2.132 3.104 2 -1 1
a) | -2.132 4906 -7.013|b)|3 3 9
3.104 -7.013 0.014 3 35

6.4 Dadas las matrices de 4.2, cuales son definidas positivas?

6.5- Dados los siguientes sistemas lineales de ecuaciones:

3 —x,+ x,=1 10x,— x, =9
a)—x, +6x,+2x;=0 b) —x +10x,— 2x;=7
X +2x,+7x, =4 - 2x,+10x, =6
10x,+ 5x, = 6
5x, +10x, — 4x, = 25
) - 4x, + 8, — x, =-11
- x; +5x,=-11
1) resuélvalos por los métodos de Jacobi y Gauss Seidel (tres primeras
iteraciones), partiendo del vector cero
i) con C=C"'=I efectiie dos primeros pasos del método del gradiente conjugado
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UNIDAD 7: APROXIMACION

7.1. Aproximacion polinémicas por minimos cuadrados

Se basa en aproximar a través de un polinomio P(x) una funcion dada y(x) minimizando
los cuadrados de los errores.

Para datos discretos, se minimiza la suma:

ul 2

SZZ[% —a, —a,x, —...—alxl.'"] (7.1)
i=0

Condatos x,e y,, m<N

Pero p(x)=a,+ax +a,x>+..+a,x" no podra ubicarse a todos los puntos N al ser

m< N, con lo cual S no sera cero pero si se podra hacerlo lo mas pequefio posible.
Las ecuaciones normales para hallar los a, son:

S,ay, +sa,+...+s,a, =t

s,a, +8,a, ...+, ,a, =t

(7.2)

S,y +S, .a,+...+5, a, =t

m

N N
— (k) — (k)
S _in >4 _Zyixi
i=0 i=0

El caso mas simple es que p(x) represente una recta del tipo.
P(x)=mx+h, con
m= Soly = Sily ,h= Syl =81

m+

2 2

SoS, +35, 88, + 5,
cuando el grado del polinomio crece, el sistema 5.2 puede resultar imposible de despejar
las a,, volviéndose necesario introducir polinomios ortogonales (o sea una base ortogonal

del espacio vectorial).
Si se trabaja con datos discretos, se tendran polinomios de grado m =0,1,...P, () que

cumplan:
N
Z P ,@®PF. ()=0 ortogonalidad (7.3)
t=0
Que se puede escribir explicitamente
L (m\(m+i) 9
P .()=) (-1 e 7.4

En forma alternativa se escribira el polinomio de minimos cuadrados

p(z)=§ak,,,(t) a, (7.5)

N m
Los a, = zyl (t)Bc(n)(t) / prf(zn)(’)
k=0 k=0

”’ i(m\(m+i) 9
o7
=0 . (7.6) con a, minimizando la suma S del error
=0

S v, =2 W

k=0

min
t

(7.7 YW, =suma del divisor de 7.6
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Dentro del area de datos discretos, los polinomios de cuadrados minimos se emplean para
suavizar datos, con el grado de p(x), segin el caso, aunque es muy usada la parabola de

cinco puntos y cuadrados minimos para puntos (xi,yl.) coni=k-2,k—1,..,k+2.}

3
= =y, ——0o"
y(x,)=p(x,) =y, 350 Yk

El error raiz cuadrada de la media de los cuadrados de un conjunto de aproximaciones 4,
N 12

respecto a los verdaderos ¥, sera RMS=S = {Z(Vl —4Y /N}
t=0

Que dara cierta estimacion de la eficiencia del suavizado.

También se puede emplear para diferenciacion.

La parabola de cinco puntos lleva a la formula

1 ' 1

y'(x)=p'(x,)= 10_h(_2y"‘2 Ve ¥ Ve +2V5)

Generando resultados mejores a los polinomios ya vistos.

En el caso de datos continuos, representados por y(x), se puede minimizar la integral:

= .[[y(x)—aopo(x)—...—ampm(x)]z dx (7.7)

Con los p,(x) polinomios de Legendre, para y(x) integrable.

Es decir que el polinomio de minimos cuadrados p(x) se representara en funcion de
polinomios ortogonales, como:

p(x)=a,py(x)+...+a,p,(x) (7.8)
Los a, = % J. y(x)p, (x)dx (7.9)

Para el uso de los polinomios de Legendre a veces es mejor considerar el intervalo (0,1)
que presentara cambio en la variable del polinomio, conformando lo polinomios de
Legendre modificados.

Las integrales de 7.9 deben obtenerse por aproximacion o discretizar el conjunto de
argumentos continuos de partida para resolver la integral como suma.

También el suavizado y la diferenciacion aproximada de funciones de datos continuos y(x)
son aplicaciones del p(x).

Generalizando se plantea minimizar la integral:

J = [ ) [y(0)=2,0,(0)—...—,0, ()] dx (7.10)

Con p(x) funcion de peso no negativa.
Los Q(x) representan polinomios ortogonales verificantes de:

[ 00,00, ()dx =0 j=k (7.11)
[ 1) ()0, (x)dlx
a, = (7.12)
[ 400/ (x)dx
Entonces J = ji,u(x)y *(x)dx —)zn: W.a; (7.13)

Lo que conduce a la inecuacioén de Bessel:
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m b

Y Wa; <[ u(x)y > (x)dx (7.14)
k=0 u
El error de aproximacion — o para mayor grado de p(x) con y(x) suficientemente suave.

7.2. POLINOMIOS DE CHEBYSCHEV

_1
Del método general de los cuadrados minimos con (x) =(1—x2) % constituye el caso

especifico que emplea polinomios de Chebyshev para aproximar. Los ortogonales O, (x)
son los polinomios de Chebyshev

H, (x) = cos(k arccos x) (7.15)
Que para los primeros tendra la forma

H,(x)=1,H,(x)=x,H,(x)=2x> -1, H,(x) = 4x’ - 3x

Estos polinomios son propietarios de cualidades como:

H,.,(x)=2xH,(x)-H,,(x)

[ H O, )
-1 \V 1- xz

H,(x)=0= enelcaso dex:cos[(2i+1)7r/2n] con i=0,1,.n-1 (7.16)

dc=0sim=#=n, 7 sim=n#0; xsi m=n=0

H,(x)=(-1) enel casode x=cos[zi/n] i=0,1,...n~1
Ademas, entre +1, los polinomios de Chebyshev oscilan de tal forma que alcanzan estos

extremos (n+17) argumentos dentro de (-7,1),

Haciendo que el error y(x)— p(x)oscile cominmente entre un maximo y un minimo de
+e, lo que acarrea que la aproximacion es casi infinitamente exacta en todo el intervalo.

Se podran representar las potencias de x en términos de los polinomios de Chebyshev, a

través de:
1 3H, +H
1:I—IO(X)ﬂx21_11(35)’362 25[]_10"'1—12],353 Z%

Que se traduce en polinomios economizados donde cada potencia de x en un polinomio, se
sustituye por una combinacion pertinente de polinomios de Chebyshev.
En el caso de que se busque minimizar la suma:

N-1

> () - ayHy(x,) ~ .~ a, H, ()] (7.17)
i=0

Se expresan los argumentos x; x;, = cos[(Zi +0) /2N ] , los ceros de H, (x)

En base a la ortogonalidad de los polinomios de Chebyshev:

N-1

ZHm(xl.)Hn(x) =0,(nzm),N/2(m=n#0),Nim=n=0) (7.18)
i=0

Los coeficientes seran:

a, z%gy(xi) a, Z%gy(xi)]_[k(xi) (7.19)

Con lo que el polinomio de aproximacion sera:
p(x)=a,H,(x)+...4+a,H, (x)
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7.3. APROXIMACION MINIMO — MAXIMO (O DE CHEBYSHEYV)

También se puede trazar la distincion entre datos discretos y continuos.
En el primer caso, para datos (xl. , Y, )(i=],...N), p(x)de grado menor o igual que n y

h, = p(x)—y, , las desviaciones.
Llamese T al mayor de ellas, el polinomio min-max es el P(x) para el cual T es menor.
Posee la propiedad de igual error: llamando P(x) al min-max y el error maximo
E = max|P(x) - y(x, )| (7.20)
P(x) es el tinico para el cual la diferencia en 5.20 adopta los valores £E(n+2) como
minimo con signo alternante.
El algoritmo de intercambio permite encontrar P(x) a través de la propiedad de igual error.
Para ello se elige un subconjunto de arranque de (n+2) valores x, y se busca un polinomio
de igual error para esos argumentos.
Siel E ., de ese polinomio coincide con T (Méximo total), se esta frente al P(x)
En caso contrario, se intercambia algun valor del subconjunto por uno exterior al
subconjunto, iterando el procedimiento; habra convergencia hacia P(x).
Los aspectos rescatables de las técnicas min-max se parecen a los explicitados en el caso
discreto, a saber:
i.  La aproximacion min-max a y(x) entre todos los polinomios de grado <n, minimiza
el max|p(x)—y(x)| en (a,b).
ii.  P(x) existe y es unico.
iii.  Posee la propiedad de igual error, con p(x)— y(x)alcanzando valores extremos +F
en (a,b). Se plantea la recta min-max con (y ’(x) positiva.)
Asi sera:
P(x)=mx+c
Ly -y@) | _y@-yx) (a+x)[yb)-y0)]
b—a 2 2(b-a)
A partir de y'(x,) y'(x,) = [ y(b)— y(b)] /b—a se determina x,, con a,x y b, los puntos

extremos.
iv. los polinomios de serie truncadas de Chebyshev generan aproximaciones casi min-max,
en muchos casos.

7.4. APROXIMACION POR FUNCIONES RACIONALES

Dada la gran variedad de funciones racionales, éstas representan una llave importante para
aproximar, por ejemplo, como los polinomios carecen de singularidades se estaria
impedido frente a funciones con polos. Se mencionan dos clases de aproximaciones,
empleandose las fracciones continuas y mutuas de diferencias.

Las fracciones continuas adoptan la forma:

y(x) =y + i (7.21)
B+ X=X,
! X—x
Br=n ;_x
Bi—p+ ;
3 1 ﬂ4_ﬂl
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Que pueden ampliarse si fuese necesario; en cualquier caso 7.21 tiene la expresion de
cociente de polinomios o funciones racionales. Los fse denominan diferencias mutuas y

deben escogerse adecuadamente. Para 7.21 seran:

B = XTh B, =y = eI asi se puede seguir para £, y S,
V=0 LTH_HTH
V3=V Vo=

7.5. APROXIMACION DE FUNCIONES CIRCULARES

De amplio uso, senos y cosenos, por sus propiedades de ortogonalidad y periodicidad que
carecen los polinomios.

Para una funcion de datos en 2L+1 argumentos preestablecidos, se puede obtener una suma
trigonométrica de colocacion como:

L 27 27
x)=0,5+ a, cos kx+b sen kx 7.22
y&) ;;(‘ (L+lj ¢ (2L+1] J (7.22)
Pero los senos y cosenos, por su ortogonalidad:
N 27 27
sen iXsen kx=0 2k, N+1/2(j=k=0 7.23
; N (j #k) (J ) (7.23)
N
Zsen 27 jx cos 27 kx=0 (7.24)
N+1
Zsen ]x cos 27 kx=0 (7.25)
pours N+1

O para (] ¢k);N+1/2(j =k#0,N+1);N+1(j=k=0,N+1) a partir de las cuales, los
coeﬁcientes se obtienen de

kx,kzO,l,...,L
=3 1}:;( )COS 1
A (7.26 )y (7.27)
cos kx k=12,..
b, = 2+ IZJ’( x)

Que proporcionan la inica fun010n de colocacion en las condiciones preestablecidas.
Para nimero par de argumentos (2L)

y(x)_?+2(ak cos(ijxH) sen(ijkx}+a%cos7m (7.28)
2L-1
:zZy(x)cos—kx k=0,1,..,L
A (7.29) y (7.30)
2L-1
b, —LZy(x)sen—kx k=12,.,L-1

Lo que s€ minimiza es.

2L
S=Y [y -H, ] para 2L+1 valores (7.31)
x=0
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27

M 2
Con H (x)=A4,/2+ A cos kx+ B, sen
n (=4, ,Z;{ k (L+1j g (2L+1

Lo que significa adoptar, en el proceso de minimizacion, 4, =a,,B, =b, .

jkxj para M (L (7.32)

Asi, Sy = 2L S (22 +02) (7.33)
2 k=M +1

Casos particulares se presentan para funciones pares e impares.

Sies par y(—x) = y(x), si su periodo es 2L (caso coseno(x))

a, = 3[ ¥(0)+ y(L)coskr] +iz (x) cos 2% kx b, =0
P P P
Si fuera impar, Ej. sen(x), y(—x) =—y(x), con periodo 2L
a,=0yb, =i§y(x)sen2—ﬂkx
P P

x=1

7.6. SERIES DE FOURIER

Para un conjunto de datos continuos, las series de Fourier sustituyen a las sumas finitas
trigonometricas, aunque permanecen muchas similitudes.

Sea y(x)sobre (0,27), la serie adopta la forma % + z (a, coskt + B senkt)  (7.34)
k=1

Los coeficientes «;, y B, se determinan considerando la ortogonalidad de:
2z

j sen(jt)sen(kt)dt =0 (j # k); 7si(j=k=#0) (7.35)

J?sen(jt) cos(kt)dt =0 (7.36)

fcos(jt) cos(kt)dt =0(j # k); T, (j=k#0), 27(j=k=0) (7.37)
1 2z 1 2z

a, == [ y(t)cos(kt)dt B, == [ y(t)sen(it)dt (7.38)
T 0 T 0

El uso se restringe al intervalo [O,27z] pues su periodo es 27 : las expresiones de «, y 3,

se simplifican segin sean funciones pares e impares.
Las aproximaciones por minimos cuadrados; para datos continuos, se obtienen truncando
la serie de Fourier, lo minimizara la integral:

J = T[ WO —H, (0] dt (7.39)
0 o
Con H, (t)= > ; (A, coskt + B senkt ) (7.40)
Lo que equivale a hacer 4, = ¢, ; B, = 8,, para minimizar J
Jom =7 i (e +57) (7.41)
Si M —k;]\(;,+ 1 J.,, tiene limite cero. Las aplicaciones mas extendidas son la

suavizacion de datos y diferenciacion por aproximacion.
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7.8. APROXIMACION POR VALORES PROPIOS

Si se presentaran teoremas y definiciones de utilidad para el desarrollo del tema.
T,: Si A es una matrizy A,...,4, son valores propios bien definidos de A con sus vectores

propios asociados ¥, ¥",.,¥* el conjunto {f(l’,i(l),...,f(k)} es linealmente
independiente.

- Un conjunto de vectores {ﬁ“),ﬁ“),...,ﬁ(”)} serd ortogonal si
(ﬁ(i))ﬁ(j)zo con i#j; en el caso adicional(ﬁ(i) )ﬁ(”:l para

i=1,2,...,n, el conjunto sera ortonormal 5.41
=1,i=1,2,...,n (7.42)

O también si: [ii"”
T, : Si un conjunto de vectores, que no contiene al vector nulo, es ortogonal, los vectores

son linealmente independientes.
- para una matriz A(nxn) si 4~' = A4', la matriz es ortogonal (las matrices
de permutacion P son ortogonales).
Similiridad: dos matrices A y B, ambas nxn, son similares si existe una matriz S no
singular que verifique 4= S'BS .
T,: si A y B (nxn) son similares, A un valor propio asociado a un vector propio X serd A

un valor propio de b y ademdas si 4=S"'BS, SX es un vector propio asociadoa 1 y a la
matriz B.

A partir que a través de H(aﬁ —/1) =0 se puede hallar un valor propio de una matriz
i=1

triangular, se establece la relacion entre matrices cualesquiera y las triangulares:

Sea A(nxn), existird una V no singular que cumple 7=V "'AU (transformacion de

similaridad) 5.43.

Con T (triangular superior) cuyos elementos de la diagonal son los valores propios de A.

Si se reduce la matriz de transformacion a una ortogonal, se hace mas sencillo determinar

la transformacion de similitud.

T, : si 4 es simétrica (nxn) y D es una diagonal cuyos elementos son los valores propios de

A, Existird una matriz ortogonal P/D= A= P~'AP = P'AP. Puede inferirse de 7, que para
A simétrica de nxn los valores propios de A son numeros reales y existen n vectores
propios de 4 que conforman un conjunto ortonormal.

T;: una matriz simétrica 4 es definida positiva si y solo si todos los valores propios de 4
son positivos, 1o que genera un criterio mas sencillo que x'4x )0 (visto en unidad 3).
Cotas para valores propios.

, €S

Dada A(nxn) y R el circulo en el plano complejo con a, como centro y de radio Z ‘al.j

J=1
J#i#

decir, R ={zeC/|z—a,|< Z‘a/‘ (7.44)
J=1
J#EI#

Los autovalores de A estan dentro de R= U R. (circulo de Gerschgorin)
i=1
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Ejemplo 7.1

Para A, acotar los autovalores empleando los circulos de Gerschgorin

4 1 1
A= 0 2 1
-2 0 9

R ={zeC/|z-4|<2}
R, ={zeC/|z—2|Sl}
R ={zeC/|z-9<2}

Como R; y R, no tienen que ver con R;, habra dos valores caracteristicos dentro de
R; UR, y uno en Rj; como p(A)=mdx;<<; | /1,-| se tiene 7< p(A4)<I1

7.8.1. Técnicas de Aproximacion

7.8.1.1. Métodos de Potencias
A4 debe ser (nxn), con n valores propios 4,,4,,...,4, con un

conjunto asociado de vectores propios {\7“),\7(2),...,\7(")} linealmente independientes y uno
de los A debe ser el mas grande.
Estableciendo |/11| > |/12| > .2 |/1n| >0, X vector en R", al ser {17(1),17(2),...,17(”)}

linealmente independiente, existiran las constantes ¢, ,@,,...,«, que verifiquen:

n
k= _ k=)
A x—Zaj/l v
j=l

Al sacar factor comin A*, del segundo miembro

(Y,
A%=2"j=2"3a, (—’j vt
J=1 ﬂ'l

k—x©

)
Pero como |/11|2‘/1j‘ para j=2,3,...,n el lim(zfj =0 quedando:

lim 4% = lima A"
k— koo J
Sucesion que converge a cero para |ﬂ1|(1 pero diverge si |ﬂl| 21 (para o, #0)  (7.45)
Practicando reescalado en 5.45, tomando X como un vector unitario ¥, llamada
e

Notando 3" = 4%” y definiendo #" = 7, quedara:
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n n
| = ) I = ()
~ AV, +Z“1’1j"p,0 ay 0 +Z“i (’1_/ /’11)”;),0
O _ =1 _ Ypo — =

H=YVp0= 30 = j:n = B 4

0 M = W) M = ()
*r a0+, a0+ D,
= =

Tomando p,, como el menor entero que cumple ‘ oo ‘ = H )7“’” y definiendo ¥ como:

—n Y TTo
p,l p.l

4 70 —1=[z0
Sera X —I—Hx H

- I . |
F0 = O 45O

1

Ahora par j* = 4x" = — 4’3"
p,l
Con
n 2
D |7 50 i = 20)
o) 1"+Zaf Vx| P alvp,l+2aj(lj/ﬂ1)vp’l
_ =) _ _ _ j=2
,U ypl )?(l) - n - n ﬂ‘l
p.0 M = 0|/ 50 M ( )* ()
a, Ay N Zaj/ljvp,l / /yp1 av, + Zzal /lj /4 Vol
=2 i=
Ahora para P menor entero / ‘ ¥ ‘ = H T H se define
56’(2) B J7(2) A)?(l) A2*(0) A2*(0)

=2) T =2 T 52 =(2) =
ypZ ypZ ypZ ypZy

Inductivamente se generaran sucesiones {fc(”’)} 0,{)7(””} y de escalares {u(’")} s a
m= m=

través de:
n m
1 )
ay' o+ (/1 I14)
=(2) 17 Py J J pm = (1 =(0
o yp,l ~ 1 = 1 55(’") y(m) Ax() B Amx( )
Hn =V "0 T DN o | P rw
,0 1 J 5 J pm p.2 v

P alvl’m—l + (/1] ///i’l)a.fvpmfl Hypk

=2 k=1

(7.46)

$m| —
pm

En cada etapa se emplea p, como menor entero para ‘ yo= “J?(’")Hm. Como ‘}tj / /11‘(1 para

cada j=2,3,...1im 4" = A, siempre que se elija ¥ tal que o, 0 y { ('”)} _, convergerd

a un vector propio de norma 1 asociado a 4, . Los inconvenientes del método pasan por no

saber, previamente, si la matriz tiene valor propio dominante y como elegir¥'”. Para
acelerar la convergencia, puede emplearse el método de Aitken.

Ejemplo 7.2

Utilizar el método de la potencia para calcular el autovalor dominante y el

correspondiente autovector para la matriz

4 14 0
A=|-4 13 0
1 0 2

t
utilizando la aproximacion inicial x ) = (1 /N3,1/3,1/43 ) y una tolerancia TOL =

123



107°. El resultado exacto es: A, =6y
Vv = #(28,20,—7) ~ (0.797400,0.569572,—0. 199350)

V1233

Empleando

Y = gx®), x®) =& 01,5 V)| se genera la tabla

k A(k) xi(k) x2(k) x3(k)

1 6.933334  0.778499  0.622799 0.077850
2 6.475747 0.796858  0.597644 -0.088540
3 6.230470 0.798244  0.583332 -0.150097
4 6.112702  0.797990  0.576326 -0.176237
5 6.055632 0.797721  0.572909 -0.188194
6 6.027620 0.797564  0.571228 -0.193884
7 6.013756 0.797482  0.570396 -0.196649
8 6.006863 0.797441  0.569983 -0.198009
9 6.003428  0.797420 0.569777 -0.198683

Deteniéndose en la iteracion nueve pues ||xg) — x| = 7.04 x 10—4 < TOL

7.8.1.2. Método simétrico de Potencias

3"y los escalares 1™ se

0

Si A4 es simétrica, modificando la eleccion de los vectores X

puede incrementar la velocidad de convergencia de la sucesion de escalares {u(’”)} hacia

m=1

el 4, dominante.

El método general de potencias presenta una velocidad de convergencia del
0rden0(|/12 /ﬂl|m ) , el método simétrico lo hara con O(M2 /A 2"’).

Incluso el método inverso de potencias es una mejora en la convergencia respecto al
método normal empleandose para precisar el valore propio de 4 mdas proximo a uno
especifico g(por el circulo de Gerschgorin).

) S =0 X0 4x©
Se calcula ¢ de una aproximacion inicial al vector propio X' :q = —g—5
xV'x

Para elegir ¢ se considera que si X es vector propio de 4 respecto al valor propio A4, se
dara que 4AX = AX, entonces X' AxX = AX'X y

X' Ax

X'x
En el caso que ¢ este proximo a un valor propio, la convergencia sera rapida.

1=

7.8.1.3. Técnicas de Deflacion

Se emplean para la determinacion de aproximaciones a los otros valores propios de una
matriz después de haber encontrado la aproximacion al valor propio dominante.

Consiste en generar una nueva matriz B, con valores propios iguales a los de A4, salvo que
el valor propio dominante de 4 se sustituya por el valor propio 0 en B.

La técnica es muy sensible a errores de redondeo.

7.8.1.4. Técnica de Householder

Se aplica para hallar una matriz tridiagonal simétrica B, similar a la 4 simétrica dada.
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A es similar a una matriz diagonal D ya que existe una matriz ortogonal Q tal que
D=0"40=0'40 pero el calculo de Q no es sencillo, lo que se salva por la
transformacion de Householder para posteriormente emplear algoritmos para aproximar los
valores propios de la matriz simétrica tridiagonal que resulta (caso algoritmo QR).

La matriz nxn dada por P =U —ww' con we R", se denomina matriz de Householder.
Mediante la técnica, se generan bloques de elementos iguales a cero en vectores o
columnas de matrices tal que se estabilice respecto al error de redondeo.

Ejemplo 7.3

Tomando la matriz 4, aplicar Householder

4 1 =2 2
1 2 0 1 ) )
A= simétrica,
-2 0 3 =2
2 1 =2 -1
12
[ 2
a= —Sgn(a(k)kﬂ,k)[ z (ajk(k)) j
J=k+1
1 1 1/2
r= (Eaz —Eaak(/i)u,kj
Como Wl(k) = ng) =..= W]Ek) =0

(k)
) _ G — &

k+1 —
2r

(k)
Jk

(k) —
Wj =

, paracadaj=k+2,k+3,...n
-

Pk):I—ZW(k). (W(k))f y A(kﬂ) :P(k)A(k)P(k)

a=—<1>[i(aj#”)] =-3

j=2

1 , l ~ 1/2 _
V=(E(—3) —5 (X 3)) J6

J6 6 6
w= O:_a__a_ 5

37 66

100 0 0 1 0 0 0

0100 (VoY 0 —1/3 2/3 —2/3
P(l)_ _2 - .(0725_1,1) =

0010 6 | |-1 0 2/3 2/3 1/3

000 1 | 0 2/3 1/3 2/3
y

4 3 0 0
|03 1 a4

0 1 5/3 —4/3
0 4/3 -4/3 -1

La segunda iteracion conduce a
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a=—5/3;r=2«/§/3,w=(0,0,2«/§,x/§/5)

10 0 0
b |01 00
0 0 -3/5 -4/5

0 0 -4/5 3/5
La matriz tridiagonal simétrica sera:

4 3 0 0
-3 10/3 -5/3 0
0 -5/3 -23/25 68/75
0 0 68/75 149/75

AP =

7.8.1.5. Algoritmo QR

Una vez presentada la matriz tridiagonal, A4 se factoriza como el producto:
AP =0"RY con QY matriz ortogonal y R"” una triangular superior.
Luego 4"*" se define por el producto R 30" en direccion opuesta, o sea 4“*"=RVQ" .
Al ser Q(i) ortogonal, A(””=R(i)Q(i)Z(Q(”’A(”)Q(” — Q(i)’A(i)Q(i)
(7.47)

Y A" es simétrica y tridiagonal con iguales valores propios que 4" . Inductivamente

A" tiene iguales valores propios que A", con A" tendiendo a una matriz diagonal
con los valores propios de A en su diagonal.

7.9. Ortogonalizacion de Gram-Schdmidt

Carta blanca.Ink g1 método de ortogonalizacién de Gram—Schmidt es un método de
ortogonalizar un conjunto de vectores en un espacio euclideo R”. Ortogonalizar equivale a
partir de vectores Vi,...,Vk, linealmente independientes y se desea hallar mutuamente
vectores ortogonales Uy, ...,Ux, que generan el mismo subespacio que los vi,...,Vk
Definiendo el operador proyeccion como

e

v,u

proj,v = u.

e,
—

u,u
Que proyecta ortogonalmente v sobre u
Los dos primeros pasos del método de Gram—Schmidt

u = vy,
u
a2y =
Pl
Uy = Vo — ]:)l-::l_]u1 Va,
u2
2wl |
U3 = V3 — PI0],, V3 — Projy, Vi,
Uz
e:
T ]
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k—1
U, =V, — Z Pl'OJ'uJ. Vi
j=1
Uy
||
Se debe ir verificando que su producto escaalr sea nulo (ortogonalidad) y finalmente
dividir por su norma
Ejemplo 7.4
Sean vi=(3 1),v2=(2 2)'; se aplica G-SCh para halllar los ortogonales
U1:V1:( 3 1)t
U2=V2-proyu1Vo=(2 2)t'PTOY(3 (2 2)'=(-2/5 6/5)'
Haciendo <uy u;>=0
Se normaliza dividiendo por su longitud, obteniéndose

50

- 5605 G)

e =

7.10. EJERCITACION UNIDAD 7 CON MATLAB

I) Dada A=[0 11 -5;-2 17 -7;-4 26 -10]; hallar el autovalor y autovector dominante
>> A=[011-5;-2 17 -7;-4 26 -10];

>>X=[111];
>> powerl(A,X,0.001,10)
ans =

4.0016
Por el método de inverso de potencias
>>X=[111]}
>>powerl(A,X,0.001,10)
ans =

4.0016
>> alpha=4.1;
>> invpow(A,X,alpha,0.001,10)
ans =

4.2000
>> alpha=2.1;
>> invpow(A,X,alpha,0.001,10)
ans =

2.2000

Alpha=dada aproximacion al valor buscado

IT) Para A simétrica, hallar sus autovalores y autovectores

>>A =
8 -1 3 -1
-1 6 2 0
3 2 9 1
-1 0 1 7
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>> jacobil(A,0.001)
ans =
0.5288 -0.5730 0.5822 0.2306
0.5920 0.4721 0.1761 -0.6291
-0.5360 0.2820 0.7925 -0.0710
0.2875 0.6077 0.0443 0.7390
La salida es una matriz 4x4 de eigenvectores y diagonal de eigenvalores
IIT) Reducir una matriz simétrica a la forma tridiagonal( por transformacion de
Householder)
>> house (A)
ans =

8.0000 3.3166 0 0
33166 6.9091 -2.4663 0
0 -2.4663 8.2431 -0.7931
0 0 - 0.7931 6.8478
IV) Aproximar los autovalores con el método QR
>>qrl1(A,0.001)
ans =

3.2979
8.3877
7.8773
10.4371

O con

>> qr2(A,0.001)

ans =

11.7043
3.2957
8.4077
6.5923
% A tridiagonal simétrica cuadrada
V) Dados la matriz x, y la fila v aplicar la ortogonalizacion de Gram Schdmit
Grams Schmidt
>x=[430;34-1;0 -1 4];v=[122];
>> gschmidt(x,v)
ans =

4.0000 -0.8400 -0.9730
3.0000 1.1200 1.2973
0 -1.0000 2.2703
(The Gram-Schmidt process on the columns in matrix

% x. The orthonormal basis appears in the columns of y

% unless there is a second argument in which case y

% contains only an orthogonal basis. The second argument
% can have any value)
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EJERCICIOS PROPUESTOS PARA UNIDAD 7

7.1. Dadas las matrices

1 0 0 475 225 -0.25
a)|-1 0 1| b) 225 475 125
-1 -1 2 -0.25 125 4.5
1 0 -1 1
2 2 -1 1
c)
01 3 2
1 0 1 4

Determinar las cotas de los autovalores mediante el método de Gerschgorin

7.2. Dadas las matrices

1 -1 0 ,
a)|—2 4 2| X =(-1,2,1)
0 -1 2

5 -05
b) % =(1,1,0,-3)

Halle las tres primeras iteraciones aplicando
1) método de potencia
ii) método de potencia inversa

7.3. Para las matrices

4 -1 -1 0 5 -2 05 15
-1 4 0 -1 -2 5 1.5 -05
a) b)

-1 0 4 -1 -0.5 1.5 5 -2
0 -1 -1 4 1.5 -05 =2 5
(2 -1 =1
ol-1 2 -1

-1 -1 2

Ponerlas en forma tridiagonal empleando el método de Householder

7.4. Para las matrices

4 -1 0 310
na)|-1 3 —1|b)|l 4 2| efecthe las dos primeras iteraciones del algoritmo QR
0 -1 2 0 2 1
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i1)Con una exactitud de 0.001, determine los autovalores de las matrices con el
algoritmo QR

5 -1 0 0
-1 45 02 0

0 02 1 -04
0O 0 -04 3

b)

W - o o O
S = W
[ S N
— N O

0 O 0 1
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UNIDAD N° 8: SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

8.1. METODO DE NEWTON

Un sistema de ecuaciones no lineal puede presentarse como:
Ji(x,%,,...x,)=0
(X, %,,...x,)=0

(8.1)

[ (X, %,,...X,) =0

Con las f; mapeando un vector X =(x,,x,,...,x,)" de R" enR.

Si se asume una funcion F de R"en R" por:

F(x,x,,..,x,)= [fl(xl,xz,...,xn),fz(xl,x2,...,xn),...,f3(x1,x2,...,xn)]t o F(x)=0

(8.2)

Recordando el concepto de continuidad de funciones multivariables en un punto,
empleando derivadas parciales:

Para f:DcR"—R" con X, € D
Si existen constantes )0 y k)0 tales que:

? <K, j=12,..,n siempre que ||7c—7c0||(}/ y X €D, fsera continua en
X
J
X, para funciones de R" — R"
Sea la funcién Fen D < R" — R", tendr4 punto fijo en § si E}q((i) =g (8.3)
Si F tiene derivadas parciales contintas y existe una constante k(1 de modo que:
M SE, xeD j=12,..,n
ox, n

@ en D, arbitraria, y que se obtiene de

La sucesion {fc(")}H definida por una X
X0 = F(x*™); k>1, converge al punto fijo geD, verificandose
o = K e -
7 -a] <=z ="-=“1

1-K

Para la situacion de n dimensiones, se presenta la matriz:

_an(x) A (x) e e aln(x)_
a21(x) azz(x) azn(x)

A(x) = (8.4)
_a”l(x) anz(x) ann(x)_

Con los a,(x) funciones de R" en R.
Entonces se debera encontrar A(X) que verifique:
F(X)=%-A(X)"G(¥)

131



y proporcione convergencia cuadratica a la soluciéon G(X) =0, partiendo que A(X) es no

singular en un punto fijo § de F .

Sera 1til introducir el siguiente teorema:

T,.-

Sea § una solucién de F(¥)=Xpara F=(f,,f,,...f,) de R'en R. si existe una

constante y)0 tal que:

L.

1l.

iil.

of;/ 0x; es continua en S, ={fc/||>?—é||(;/, i=1,2,...,n} vj=12,..,n

o’ fi(X)/ Ox;0x, es continua y ‘62 f(X)/ éxjaxk‘ <M (cte) siempre que X € S, para
i=12,.,n; j=12,..,n; k=12,.,n

of.(q)/ox.0x, =0, i=12,.,n; k=12,.,n

existirA una 7 <y de forma que la sucesion x* =F(x*") converge

cuadraticamente ~ en g para  cualquier ¥

siempre que
WM 2
=(0) _ = S(k-) _ =
XV —gls—|IxX" =gl , k=1
¥ -a] <=~ -]
Trabajando con lo expresado en el 7, y suponiendo que A(X) no singular cerca de la

solucion g de G(x) =0y sea b,(X) el elemento de A(X)" enlafilaiy columna.

F@)=3- 4@ GE) f)=x-Y5,@)g,()

L 0g . ob..
1= 23(5,(8) 22 () + =L (g (). =k
Y of (%) ox, =1 ¢ ¢

Jj=1

—i(bﬁ (f))i%(f) +27b’:'(x) g,(¥), i#k

Como se requiere que of,(g)/ox, =0, i=12,...,n; k=12,..,n enelcasoi=k
S 098
1=3(5,(®)-@) (8.5)
J=1 X
Enelcaso i #k
S %8
0=>(b,®) @) (8.6)
J=1 %
Recordando la expresion de la matriz jacobiana J:
0g,(¥) 0g(¥) 0g,(¥)
ox, ox, ox,
J(X)= : : : : (8.7)
g,(x) 28, = 0,(%)
| Ox ox, ox, |
De 8.5y 8.6

A(§)"J(§)=U, con U la matriz Identidad

O sea A(G)=J(g), lo que equivale aelegir A(X) como la jacobiana de J(X)
Definiendo F(X)=X-J(¥)""G(¥), seleccionando ¥” e iterando, se generara para
k=1 ¥ = FEED) = 36D g EEDYOD GEED) (8.8)
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constituyendo el método de Newton para sistemas no lineales, esperando convergencia

cuadratica, si se conoce X" preciso y si se puede hallar J(g)™".
Para facilita la obtencion de J(¥)™' se opera en dos pasos:
1. hallar un vector ¥ que satisfaga J(¥“ ™)y =-G(x*™")

2 k)

2. luego la nueva aproximacion X' se consigue sumando 7 a ()?(k'”)

Ejemplo 8. 1- Resolver aproximadamente el sistema no lineal
1
3x, —cos(x,x;—) 5 0

x; —81(x, +0.1)* + senx, +1.06 =03 con x”=(0.1,0.1,-0.1)"
107-3

e " +20x, + 0

F)=(11(X)./2(%)./3(%)

La matriz jacobiana J(x) para este sistema es

3 X, Senx, X, X,Senx,x,
J(x,%,,x) = 2x -162(x, +0.1)  cosx,
—x,e " —x,e "™ 20
] [x ot
¥ |=| 2t o] ot
RENEES
Con
n'
Ol O C e N e
vy
Haciendo necesario resolver en el paso & el sistema lineal (J(X* " )(¥*™") = -F (") con:
3 x senx, xS x)  senx) k!
J(EY'= 2x, -162(x," " +0.1) cos x,*!
_xzk—l efxlk’1x2k71 _ xlk—l e—xlk’lxzk—l 20
n'
A RO
v
3x, " —cosx, x T =1/2

F(EY'=| (") —81(x,"" +0.1)> + senx,* +1.06
107 -3

—_ k=1 — —
e P 120X, +
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Efectuando el proceso iterativo se obtiene

© P o P [T,
0 0.10000000 0.10000000 -0.10000000

1 0.50003702 0.01946686 -0.52152047 0.422

2 0.50004593 0.00155859 -0.52355711 1.79x10™

3 0.50000034 0.00001244 -0.52359845 1.58x10”

4 0.50000000 0.00000000 -0.52359877 1.24x10”

5 0.50000000 0.00000000 -0.52359877 0

8.2. TECNICAS CUASI-NEWTON

Dada la complejidad de calcular matrices jacobianas y resolver sistemas lineales nxn que
ellas involucran, se vuelve tedioso el método de Newton.
Se presenta una generalizacion del método de la secante para sistemas no lineales (técnicas
de Broyden), que requiere menos evaluaciones de funciones y calculos algebraicos.
Reemplazan la matriz jacobiana (del método de Newton) por una matriz de aproximacion
que se ajusta en cada repeticion, aunque su convergencia es superlineal y no tienen
instancias de autocorreccion.
Sea disponer la aproximacién inicial ¥ a la solucion gde G(¥)=0, se calcula ¥" por
el jacobiano J(X¥'”) o la ecuacion en diferencias:
% &G +iah-g ()

(x7)=
ox, h

i, vector con un solo elemento no nulo en la coordenada k.

(8.9)

Para ¥* se parte del método de Newton y se observa el método de la secante para una

ecuacion no lineal, aproximando:
ey &) —g(%)
g'(x)= a——
X=X

en vez de g'(x) del método de Newton.

M (0)

En sistemas no lineales, X"’ —X"" es un vector o sea que el cociente no esta definido, pero
reemplazando J(X"") por una 4 que cumpla: 4, (3" —%*)=GE")-G(")  (8.10)
Como no se conoce como varia G en direccion ortogonal a X —x”, 4 debe cumplir
ademas

A7 =J(x")zZ (8.11)

Si (X -¥")Yz=0

Cuyo significado es que cualquier vector ortogonal a x*

actualizacion de J(¥") empleada para hallar ¥* .

) (0)

—X" no se ve influido por la

Ahora 8.10 y 8.11 definen una unicidad a 4,, a través de:
[GGE)-GEY)-IE)(FV -5 (3 -5
H;C(n _zOF
)

Areemplaza a J(¥") para hallar ¥?:¥®=x"—-4AG"), repitiéndose para X,

A=A, =JE)+

e

usando 4, envezde J(X'”) y ¥¥ y X" envezde ¥ y ¥©.
- 4 s
Osca A=A +2Abig (8.12)
5.
Y 5 =30 - 4GED) (8.13)
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Con j, = G(x")-GE"); S, =¥ — 50
Ejemplo 8.2- resolver por Broyden el mismo problema

Reemplazar el jacobiano por una matriz de aproximacion que se actualiza en cada paso

—1.199950
F(x%) =|-2.269833
8.462025
Tomando
3 9.9998333x10* —9.9998333x10"*
4, = J(x") = 0.2 -32.4 0.9950042

9.900498x107  —9.900498x10~

Hallando su inversa (eliminacion gaussiana)

0.3333332 1.023852x10°  1.615701x107
A4, =J(E") " =]2.108607x107  —3.086883x107 1.535836.10°°
1.660520x107° —1.527577x10* 5.000768x10

20

Actualizando
0.4998697
X' =%-4,"F(x")=|1.946685x107 | entonces
—-0.5215205
—3.3944465x107* 1.199611
F(x")= —-0.3443879 ¥y, =F@& —F(X")=| 1.925445
3.188238x107° -8.4300143
0.3998697
s, =| —8.053315x107
-0.4215204

5/ 4,'5, = 0.3424604
AT =4, +(1/0.3424604)| (5, - 4755/ 4," |
0.3333781 1.11050x10°  8.967344x10°

=]-2.021270x107 —3.094849x107 2.196906.10
1.022214x107°  —1.650709x10"* 5.010986x10~"

0.499863

X =5 —Al_'F(fc1 =|8.737833x10°°

-0.5231746
Continuando las iteraciones, descriptas en la tabla
k xjk .X'gk x3k | |xk—xk']| | w
3 0.5000066 8.672157x10* | -0.5236918 7.88x10”
4 0.5000003 6.083352x10 -0.5235954 8.12x10™
5 0.5000000 -1.448889x10°° -0.5235989 6.24x107
6 0.5000000 6.059030x10” -0.5235988 1.50x10°®
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8.3. TECNICAS DE MAYOR PENDIENTE

Los métodos de Newton o cuasi-Newton tienen la dificultad de necesitar ¥ preciso para
garantizar convergencia, instancia que se supera con el método de mayor pendiente aunque
presente convergencia lineal, lo que permitira usarlo previamente a las técnicas de Newton.
Este método busca un minimo local para g: R" — R, mediante:
. . .y « e . =(0) _ 0 0 0N
1. Evaluar gen una aproximacion inicial X’ = (x,, x,,..., X, )
ii.  Hallar la direccion a partir de ¥” que genere un descenso en g .
iii.  Ver cuanto se debe mover en esa direccion, obteniendo ¥ .

iv.  Iterari a iii sustituyendo ¥ por ¥ .

La direccién del mayor descenso de g en X esta dada por —Vg(¥), entonces para x
sera:

0 =30 —aVg(x), a)0 (8.14)

La clave del método radica en encontrar un valor de a que garantice que g(X) se

aproxime a cero, o que g(¥")[1 g(¥'").

Si al segundo miembro de 8.14 se engloba como una funcion f#(a), a través de un
polinomio cuadratico Py tres numeros a,,a, y a,, proximos a t.

Si el minimo absoluto de P es a en el menor intervalo cerrado que contenga
aa,,a, ya,, usando P(a) para aproximar el minimo valor de #(a).

Con ese a se efectha otra iteracion para aproximar el minimo de
)-C'(l) — )-C'(O) _avg()?(o))’

Como g(¥)es conocido, se toma @, =0 luego se halla un a, tal que #(a;) {t(a,) y se
a . , . -
escoge a, = ?3 El minimo a de P en [al,a3] estara en el Gnico punto critico de P o a

la derecha de a, si P(a;)=t(a,){t(a,) = P(a,) (no es dificil hallar un punto critico para
un polinomio de segundo grado).
Es decir, se parte de a, =0 y a, =1. Si #(a,) 2t(a,) se divide sucesivamente por dos y

se reasigna el valor de aj hasta que #(a,) (t(a,) y at = 2" para algun k.

n
La funcién g a usar es 2 /7, con f; los componentes de F de R" en R.
J=1

8.4. PROBLEMA DE VALOR DE FRONTERA PARA ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS Y EN DERIVADAS PARCIALES

Situaciones fisicas dependientes del espacio se representan muchas veces por ecuaciones
diferenciales con condiciones dadas en mas de un punto.
Asi para dos puntos y una ecuacion de 2° orden, se tendra

y'= [, en  [a,b]

Sujetaa y(a)=a Ay(b)=p (8.15)
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8.5. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION PARA 8.15

Sien y"= f(x,y,y") en [a,b]
y(@)=a
yb)=p (8.16)

fes continua en el conjunto D = {(x, v,y a<x< b,—oo(y(oo,—oo(y'(oo}
o9 U i
con oy Y %@/ , continuas en D

si ademas

a) %(x,y,y'»o (x,y,y") €D
4

b) existe una C cota (c V(x,y,y"YeD

9 ;
y (X, 3,0

y

el problema 8.16 tiene solucion Unica.

8.5.1 Problema lineal

Si el problema de frontera lineal
y'=p()y+rq(x)y+r(x) en  [a,b] (8.17)
Con y(a)=«a
y(b)=p
Satisface
1. p(x),q(x),yr(x) continuas en [a,b]
2. q(x))0 en [a,b]

El problema 8.17 tiene solucion tinica

8.6. TECNICA DE DISPARO

y"'=px)y+q(x)y+r(x) en [a,b] (8.18)
Con y(a)=«a

y(b)=p
E
y"'=px)y+q(x)y+r(x) en [a,b] (8.19)
y(a)=0
y'(@)=1
Sea y,(x) solucion de (8.18) e y,(x) la solucion de (8.19), se puede plantear que
Y@=y, 0+ 27200 (8.20)

¥,(b)

Para y,(b) # 0 sera la solucion Unica de los P.V.F.

El método de disparo para expresiones lineales reemplaza el problema lineal de valores de
frontera por dos problemas de valores iniciales (P.V.I), dados por (8.18) y (8.19)
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Los y,(x) e y,(x) se pueden aproximar por algunas técnicas vistas para los P.V.I'y con
8.20 se aproxima la solucion del problema de valor de frontera.

Ejemplo 8.3 Resolver el siguiente PVF

yr=-2yn 2yl oo ym=1y)=2
X X X
Presentando los dos PVI

y 2, 2 sen(In x ,
y= 2y ey 2D oy m=Lyim =0
X X X

) 2, 2 sen(In x
L T s MR EFEE AU R RN

Llamando u;, a la aproximacion de y;(x;), v;; a la de y,(x;), se denomina w; a la aproximacion
2-3(2)
e y(x,‘) = y1(xi)+—1y2(xi)

d »,(2)

La sn exacta es: y=1.1392070132x-0.03920701320/x2-0.3sen(lnx)-0.lcos(lnx)
Representando los resultados en la tabla, para 10 nodos igualmente espaciados

Xi Upi Vi Wi y(xy) | Y(xi)- wi|
1.0 1.00000000 0.00000000 1.00000000 1.00000000

1.1 1.00896058 0.09117986 1.09262917 1.0926930 1.43x107
1.2 1.03245472 0.16851175 1.18708471 1.18708484 1.34x10”
1.3 1.06674375 0.23608704 1,28338227 1.28338236 9.78x10™®
1.4 1.10928795 0.29659067 1.38144589 1.38144595 6.02x10°
1.5 1.15830000 0.35184379 1,48115939 1.48115942 3.06x10°
1.6 1.21248372 0.40311695 1.58239245 1.58239246 1.08x10™
1.7 1.27087454 0.45131840 1.68501396 1.68501396 5.43x10™"
1.8 1.33273851 0.49711137 1.78889854 1.78889853 5.05x10”
1.9 1.39750618 0.54098928 1.89392951 1.89392951 4.41x10”
2.0 1.46472815 0.58332538 2.00000000 2.00000000

Situacion no lineal:

Y =fxy.y’), asx<b, y(a@)=~, y’'(a)=t
donde se eligen los parametros t=ty/lim.y(b.ty)=yp= f
la solucion en x como en ¢, requerird la forma de los PVI como:

* V') xyx1).y'(x.0), asx<h, y(a)=~,y’(a,)=ty
* zV()=(QN0y)(xy.y )z(x,)+(0f/0y )(x,y.y )z (x,1), asx<b, z(a,))=0, z'(a,)=I
simbolizando z(x,t) a (Oy/0t)(x,t)

entonces en cada iteracion se debera resolver ambos PVI, con
_ y(b’tk—l) _ﬂ

bt ) (8.21)

L =4,
Ejemplo 8.4

Sea y"'= é(sz +2x7 yy’), 1<x<3, y(1)=17,y(3)=43/3
Para utilizar el método del disparo, se plantean los PVI

Y= é(32 + 2x3'yy’), 1<x<3, y(D)=17,y' D)=t y

138



O I

1

"=z+—7'=—(yz+ yZ’), 1<x<3, z(1)=0,z'(1) =1 que deben aproximarse en
oy Oy 8

cada paso de la iteracion, la sn exacta:y(x)=x+16/x

X Wi y(x) | Wi yCe) |
1.00000000 17.000000 17.000000

1.1 15.755495 15.755455 4.06x107
1.2 14.773389 14.773333 5.60x10°
1.3 13.997752 13.997692 5.94x107
1.4 13.388629 13.388571 5.71x10°
1.5 12.919719 12.916667 5.23x107
1.6 12.560046 12.560000 4.64x107
1.7 12.301805 12.301765 4.02x107
1.8 12.128923 12.128889 3.14x107
1.9 12.031081 12.031053 2.84x107
2.0 12.000023 12.000000 2.32x107
2.1 12.029066 12.029048 1.84x107
2.2 12.112741 12.112727 1.40x107
2.3 12.246532 12.246522 1.01x107
24 12.426673 12.426667 6.68x10°
2.5 12.650004 12.650000 3.61x10°
2.6 12.913847 12.913847 9.17x10”
2.7 13.215924 13.215926 1.43x10°°
2.8 13.554282 13.554286 3.46x10°
2.9 13.927236 13.927241 5.21x10°
3.0 14.333327 14.333333 6.69x10°

8.7. EJERCITACION UNIDAD 8 EMPLEANDO MATLAB

I) Dado el PVF x”’(t)=2t/1+t)x’(t)- (2/1+t))x(t)+1
Con x(0)=1.25 y x(4)=-0.95 en [0,4]

Se usa un RK 4 para para resolver los PVI asociados( serd un sistema de EDO).
Entonces crear un archivo.m, ej. F para guardar el PVI
function Z=F1(t,Z2)

x=Z(1);y=2(2);

7=y 2*t*y/(1+t"2)-2*x/(1+t"2)+1];

y

function Z=F2(t,2)

x=Z(1);y=2(2);

Z=[y2*t*y/(1+t"2)-2*x/(1+t"2)];

Entonces se corre

>> linsht(F1,F2,a,b,alpha,beta,M)

a=0,b=4;alpha=1.25 beta=-0.95,M020 para h=0.2

tomando el ejemplo

H)x”=2x’-x+t2—l en[0,1],con x(0)=5 y x(1)=10; se emplea el shoot(lineal)
(la sn exacta es t*+4t+5)

En el prompt de Matlab se tipea

>> shoot

Aparece la interface para
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Scheme: euler, euler mejorado,RK( de tercer y cuarto orden) y los cuadros para
ingresar p=2,q=-1,r=x"2-1;a=0;b=1;y(a)=5;y(b)=10;h=0.1;y’(a)=5

Se elige plot y mostrar resultados
>>

S Y(b) y(b) Error

00005.000000 00008.791688 00010.000000 -0001.208312

II) por diferencias finitas

para la ecuacion general de orden dos.x”’=p(t)x’(t)+q(t)x(t)+r(t) en [a,b] con
alpha=x(a), beta=x(b) y N el nimero de etapas, se emplea
findiff(p,q,r,a,b,alpha,beta,N)

para el caso PVF x”’(t)=(2t/ 1+t2)x’(t)- 2/ 1+t2)x(t)+1

Con x(0)=1.25 y x(4)=-0.95 en [0,4]

Se tendra:

>> p=@(x)(2*x/(1+x"2));

>> q=@(x)(-2/(1+x"2));

>>1=(@) (x)0*x+1;

>> findiff(p,q,1,0,4,1.25,-0.95,20)
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EJERCICIOS PROPUESTOS PARA UNIDAD 8

1) Dados los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden
u =3u, +2u, — (22 +1)e* 0<t<1 u,(0)=1;

2) uy =4u, +u, + (£ +2t—4)e* 0<t<1 u,(0)=1;
h=0.2

sn exacta:u;(t)=(1/3)e"-(1/3)e"+e”  ux(t)=(1/3)""+(2/3)e"+1'e”
u =—4u, —2u, +cost +4sent 0<t<2 u, (0)=0;

u, =3u, +u, —3sent 0<t<2 u,(0)=-1;

h=0.1

b)

sn exacta:u;(1)=2¢"-2¢ +sent uy(t)=-3e"+2e”

2) Sea la ecuacion diferencial

y -2y +dy=te-t en 0<t<I con y(0)=y’(0)=0 h=0.1
resué¢lvela empleando Runge Kutta para sistemas

Sn exacta: (1/6)f'¢'-te'+2¢'-t-2

3) Empleando la técnica del disparo lineal aproxime la solucion de los siguientes
problemas de borde

a)y’=-3y’+2y+2x+3 en 0<x<1 y(0)=2,y(1)=1,h=0.1
b)y”=-(4/x)y’+(2/X)y-(2x*)Inx en 1<x<2, y(1)=-0.5,y(2)=In2, h=0.05

Oy =-(x+1)y’H2y+(1-x*)e™ en 0<x<1 y(0)=-1,y(1)=0,h=0.1

4) Usando el algoritmo de diferencias finitas aproxime la solucion de los siguientes
problemas de frontera
a)y’=-3y’+2y+2x+3 en 0<x<I y(0)=2,y(1)=1,h=0.1
b)y”’=-(4/x)y’+(2/X)y-(2x))Inx en 1<x<2, y(1)=-0.5,y(2)=In2, h=0.05

o)y =-(x+1)y’+2y+(1-x*)e™ en 0<x<1 y(0)=-1,y(1)=0,h=0.1
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UNIDAD 9: ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

9.1. ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

Cuando el problema fisico a resolver involucra mas de una variable, la expresion adecuada
a través de derivadas parciales.

Los métodos de aproximacion analitica a la solucion de EDP, proporcionan frecuentemente
informacion 1til acerca del comportamiento de la solucion en valores criticos de la variable
dependiente, pero tienden a ser mas dificiles de aplicar que los métodos numéricos. Entre
las consideraciones que justifican el uso de métodos numéricos para solucionar ciertos
tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales se encuentran: 1) Los
datos de los problemas reales presentan siempre errores de medicion, y el trabajo
aritmético para la solucion esta limitado a un niimero finito de cifras significativas que
resultan en errores de redondeo. Por lo tanto, incluso los métodos analiticos proporcionan
resultados que son aproximaciones numéricas; 2) La evaluacién numérica de las soluciones
analiticas es a menudo una tarea laboriosa y computacionalmente ineficiente, mientras que
los métodos numéricos generalmente proporcionan soluciones numéricas adecuadas, de
manera mas simple y eficiente. De los métodos de aproximacion numérica disponibles para
resolver ecuaciones diferenciales, los mas utilizados son el método de diferencias finitas y
el método de elementos finitos

Se consideraran los casos reducidos a dos variables.

Basicamente se presentaran tres formulaciones tipicas, como ser: la ecuacion diferencial
parcial eliptica, hiperbolica y principalmente la parabdlica (cuyos nombres provienen de la
resolvente cuadratica) y las aproximaciones por diferencias finitas.

9.2. ECUACION GENERAL

|47, +2Bf,, +Cf,, |+ Df, + Ef, +Ff =G ©.1)

con A4,B,...,G funciones reales de x ¢ y, en base a su analogia con el discriminante de

secciones conicas:

Ax* +Bxy+Cy> +Dx+Ey+ F =0 9.2)

se las describird como hiperbdlicas, elipticas y parabdlicas.

la clasificacion de una EDP estd ligada a las caracteristicas de la EDP.

caracteristicas: son hipersuperficies (n-1) dimensionales en hiperespacios n dimensionales
(n=n° de variables independientes).

Hiper: espacios que pueden ser de mas de tres dimensiones, y curvas y superficies en esos
espacios.

En n=2, las caracteristicas son lineas curvas en el dominio solucion, a lo largo de las
cuales las sefiales o informacion propaga.

Las caracteristicas pueden ser R o C, la presencia o ausencia de caracteristicas tiene un
impacto significativo sobre la solucion de la EDP (analitica o numérica).

Tomando Af, +Bf, +Cf, +Df. +Ef +Ff =G 9.3)

Aplicando la regla de la cadena para hallar las derivadas totales de f, 1 :

d(f.)=f. dx+ f. dy (9.4a)
. ’ poniendo (9.4a) y (9.4b) como matrices
d(f,)=f.dx+f, dx (9.4b)
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4 B C||f.| |-Df.—Ef,-F+G
dc dy 0| f,|= df (x) (9.5)
0 dx dy]| f, df (y)

Si el determinante de coeficientes es nulo = las derivadas segundas de f(x,y)son oo (sin
sentido fisico) o indeterminadas.

Del determinante nulo=> A(dy)’ + B(dx)(dy) + C(dx)*> =0 (9.6)

Esta es la ecuacion caracteristica de (9.3), que por la formula cuadratica dara:

++/B* -
dy/dx:B_ BZA 44c (9.7)

ecuacion diferencial para dos familias de curvas en el plano xy(+).

A lo largo de estas dos familias de curvas, las derivadas segundas de f(x, y) pueden ser

multivalores o discontinuas.
Estas dos familias de curvas, si existen, son las curvas caracteristicas de (9.3), pueden ser

R, C (diferentes o repetidas), segin B*> —4AC :
B? —44C = 0 = reales y repetidas (parabdlicas)

Para B* —4A4C > 0 = reales y distintas (hiperbolicas)
B* —4AC < 0 = complejas (elipticas)

9.2.1. Significado fisico (Clasificacion)

Cada uno de ellos tiene rasgos propios, su forma particular de EPP gobernante y su
solucion numérica.

Problemas de equilibrio: problemas de estado estacionario en dominios cerrados D(x, y),
donde la solucion f(x, y) es gobernada por una EDP eliptica, sujeta a CF

especificadas en cada punto de la frontera B del dominio.

Ejemplo: conduccién de calor en estado estacionario en solido: VT = 0(Laplace), T
representa la temperatura n este caso

Problema de valor propio: donde la solucion existe solo para valores especiales (1) de un
parametro del problema.

Problemas de propagacion: problemas de VI en dominios abiertos (respecto a una
variable) donde f(x,t)en D(x,¢) arranca del estado inicial guiado y modificado por CF.
Son parabolicas o hiperbolicas. La mayoria de los de propagacion son de estado no
estacionario.

Los valores de 7 deben especificarse a lo largo de 7(x,?) = F(x)y en ambas fronteras

(f (1), ()

Tabla resumen:

Eliptica Parabdlica Hiperboélica
Problema fis. Equilibrio propagacion propagacion
Caracteristicas Compleja Real repetida Real distinta
Velocidad de Indefinida infinita finita
Propag.seiial
Dominio de Cerrado abierto Abierto
dependencia .
Met.Numérico Relajacion Marching Marching
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9.2.2. Condiciones de frontera v valores iniciales

Para problemas de propagacion estacionarios o no estacionarios, las condiciones auxiliares
consisten en una CI ( o condiciones iniciales) a lo largo de la frontera tiempo, y CF (borde
o frontera)sobre las fronteras fisicas del dominio de solucion.

Condiciones auxiliares no pueden aplicarse sobre la frontera abierta en la direccion del
tiempo.

Una CI a lo largo de la frontera tiempo:

f(x,y,z,0) = F(x,y,z) sobre la frontera tiempo
Las CF sobre las fronteras fisicas pueden ser:

-tipo Dirichlet: se especifica el valor de la funcion f .

-condicion de frontera de Neumann: el valor de la derivada parcial normal en la frontera, se
especifica: of / on.

-condicion mixta: af + df /on .(o de Robin)

Tener en cuenta que en diferentes porciones de la frontera pueden especificarse diferentes
tipos de CF.

Segun Hadamard: un problema fisico esta bien planteado si su solucion existe, es unica y
depende continuamente de los datos de frontera y (para los de propagacion) de los datos
iniciales.

Asi, por ej., para parabolicas:

- D(x,t) = abierta en la direccion del tiempo.

- Datos iniciales deben especificarse en la frontera tiempo.

CF continuas deben especificarse en las fronteras fisicas

Logicamente, estas EDP pueden resolverse analiticamente, tomando el caso de las
parabolicas se podria plantear la separacion de variables de posicion y tiempo, y aplicando
el principio de superposicion presentar la solucion como una serie expandidadel producto
dela solucigon temporal y de posicion:

T (x, 1) = > a, exp[-4,t]M,(x)
k=1

Pero, el objetivo es buscar un método numérico de aproximacion de la solucion exacta.
Se formularan las EDP clésicas en base a su aproximacion por diferencias finitas

9.3. ELIPTICA O DE POISSON

o’ ol

SE e+ T =g ©98)
Por ejemplo para la distribucion estacionaria de calor en una region plana, régimen
estacionario de mecanica de fluidos, etc.

Si g(x,y)=0se obtiene la ecuacion de Laplace.

Si la funcion representa un campo de temperaturas, las restricciones del problema a través
de la distribucion de temperatura en el borde de la region, son las condiciones de frontera
de Dirichlet, dadas por:

fx,y)=r(x,y) V(x,y) en S, frontera de la region U.

(x,y)+
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U ={(x.)/ alx(b.c{y)d)

Se eligen nymeZ tamaio paso h y k, con h:b—a, k:d—c con lo cual el
n m

intervalo [a,b] se compondré de n partes de ancho /1 y [c,d] de m partes de ancho k 'y

se genera una malla (x;,y,) con

X, =a+ih i=0,1,..,n

v, =c+ jk j=0,1..,n

Los cortes x;, e y, son los puntos de la malla, para los cuales se usa la formula de

Taylor en x alrededor de x, para diferenciales centrados.

82f f('x[+]3yj)_2f(x[7yj)+f(x[—]’yj) h2 04f
2 (xi’ yi) = 2 15 4

Ox h 12 ox

Con &, € (x.;,x,,)

Y para y en derredor de y,

o’ f f(xi’yj+1)_2f(xi’yj)+f('xi—l’yj—1)_h_264f

oy’ k’ 12 oy*

COH 771‘ € (yj—l,yjH)

Llevando 9.10y 9.9 2 9.8

f(xi+15yj)_2f(x[5yj)+f(xi_15yj) " f(xl-,yj+1)_2f(xl->y,-)+f(x,-_1,yj_1) _

(€;) 9.9)

(x, )= (x,-aﬂj) (9.10)

h? k?
W ot f W ot f
= SV + — SV + — 1 911
g(x[ yj) 12 ax4 (é’/ yj) 12 ay4 ('xl 77/) ( )

i=12,..(n-1)j=12,...(m-1)

Para condiciones de frontera:

f(XO’yj):r(XO’yj) J=0,1,...m

f(‘xn3yj):r('xn’yj) J=01..m

f(x,y)=r(x,y,) i=12,.,n-1

f(x,y,)=r(x,y,) i=12,.,n-1

Para un error de truncado del orden O(h* +k?), se tendra:
Con g, ; aproximando a f(x;,y;)

2 2
2{@ +1}yi,,- )] Gt 0= Hgr) O
(diferencias centradas)
i=12,..,n-1 j=0,1,...m
Uy =1(X0,¥;) j=0,1,..m
b, =r(x,,¥;) j=0,1,....m
Lo =1(X;5 1) i=12,..,n-1
oy =r(x;,»,) i=12,..,n-1
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A través de 9.12 se aproxima a  f(x,y) en los  puntos
(xi—l’yj)’ (xi’yj)a(xiﬂﬁyj)a(xﬂyj—l)y(xi’yj+1) .

Con los datos de frontera se obtendra un sistema lineal de (n-1)(m-1) por (n-1)(m-1)
siendo g, ; las incOgnitas

Ejemplo 9.1
Se desea hallar la distribucion de calor en estado estacionario en una placa cuadrada de 0.5
por 0.5 de espesor despreciable; dos fronteras adyacentes se mantienen a 0°C, en las otras
dos fronteras existe un incremento lineal de 0 a 100°C en la esquina de interseccion.

Se esta en presencia de un caso particular de la ecuacion de Poisson, f(x,))=0 (Laplace)
2 2

Entonces. V’u(x, y) = 2—1:(x,y) +Z—L2l(x, y)=0 en 0<x<0.5,0<y<0.5
X y

CF: u(0,)=0, u(x,0)=0, u(x,0.5)=200x, u(0.5,y)=200y

Para una red de n=m=4, la ecuacion en diferencias quedara:

4ng - (Wi+1,_/ Wi, ) - (Wi,j—l Wi ) =0

Paratodai=1,2,3 y j= 1,23, se genera el sistema

4 -1 0 -1 0 0 0 0 07 w] [25]
-1 4 -1 0 -1 0 0|lw| |50
0 -1 4 0 0 -1 0 0 O0fw] |15
-1 0 0 4 -1 0 -1 0 Oflw]| |oO
-1 0 -1 4 -1 0 -1 0l wl=|0

-1 0 -1 4 0 0 —1||w/| |50
0 -1 0 0 4 -1 0w
0 0 -1 0 -1 4 —1|lw| |0
0 0 0 -1 0 -1 4] w| |25

S O O O

Se ha empleado la notacion wi-wij, siendo /=i+(m-1-j)(n-1) paratoda i=1,2,....n-1y
j=1,2,...,m-1 ( en lugar de doble indizacion)

Mediante una técnica numérica se resuelve el sistema matricial de ecuaciones, sujeto a las
CF: w1 0=w2.0=w3,0=Wo,1=Wp,2=W0,3=0

Wig =Wye =25, Waq=wy =30y W3 4=wy3=75
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Wi 18.75 | 37.50 |56.25 | 12.50 |25.00 |37.50 |6.25 12.50 | 18.75

9.4. ECUACIONES PARABOLICAS

Para la ecuacion de Calor(parabodlica)- unidimensional

ou , 0%u , . . ,

— =a” — su formula en diferencias sera

Ot Ox

_ ”i,j+1 _ul,j _ 0[2 ui+1,j _21”;,] +ui—1,j (9.13)
k h

donde u es la solucion exacta a las ecuaciones aproximadas, x; = ik, (i =

147



0,1,2m—1.) t;=jk (=0, 1, 2,...) y m = l/h. La ecuacion (9.13) puede arreglarse:
Uijir = Mdi-1;+ (1 = 22 Juij + uiv1 9.14)
con A =~7(k/i’).

Dado que la condicion inicial u(x, 0) = f(x), para todo 0 <x </, implica que u;y = f(x;), para
todai =0, 1, 2,...,m, se pueden usar estos valores en la ecuacion (9.14) para calcular el
valor de u;,; paratodai = 1, 2,...,m — 1. Las condiciones iniciales u(0, t) = 0y u(l, t) = 0
implican que uy; = u,,; = 0y, por tanto, se pueden determinar todos los elementos de la
forma u; ;. Ya conocidas todas las aproximaciones u; ; se pueden obtener,siguiendo un
procedimiento semejante, los valores u; ,, u; 3,...

Haciendo u” = (f(x)), f(x2)srr fm-1)' y U = (uy;, uy..., up-1,)"paratodoj = 1, 2,..., se
puede plantear matricialmente este método de solucion como:

u? = 4ui", paratodoj = I, 2,...donde 4 es la siguiente matriz tridiagonal

[1-224 42 0 0 |
A 1-24 A :
0 :
A=| .
0
: A 1-24 2
.0 0 A 1-24]
w9 se obtiene para w9 por una multiplicacion simple de matrices. A esto se le conoce

con el nombre de método de diferencias progresivas, pero es inestable para A > 1/2.
Empleando otra formula en diferencias, la regresiva para la derivada temporal

U —u . u.,, . —2u +u. . .

i,j k i,j-1 — 2 i+l j hlz"] i-1,j (915)
expresable como
(1+2}\.) Ujj - iuiﬂ,_,- - i_)u,».;,_,- =Ujj; N (916)

Como wi g = f(x;) paratodai =1, 2,...m — 1 y wy;=wg;= Oparatodaj = I, 2,..., este
método de diferencias tiene la representacion matricial

O sea AW = w0*? paratodaj = I,

2,

[1+24 -4 0 0
A 1+24 -4 : W],l,‘ Wl,j—l
0 . WZ j WZ j-1
. 2j | = - 9.17
. _ : 9.17)
: A 1424 =4 || W, Wi, j-1
0 0 A 1+24]

Indicando la necesidad de resolver un sistema lineal para hallar w® a partir de

w07, siendo estable para cualquier A.

Dado que 4 > 0, la matriz 4 es definida positiva y con dominancia diagonal estricta,
tridiagonal, pudiendo resolverse por algoritmos ya vistos (caso Crout)

Para evitar la falta de precision, generada por el error de truncado, se requiere que los
intervalos de tiempo sean mucho mas pequefios que los de espacio (2 >> k), haciendo
necesario un método que permita tomar valores similares para £ y k, y estable para todo A.
Para ello se puede emplear:

u. . .
2 i+l j
=

— 2”,‘@ +u,

h2

Ui — Ui

k

hastael pasojent: =
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Para obtener W'’ a partir de w''', se debe resolver el sistema planteado en (9.19).La matriz
A es definida positiva, diagonal estrictamente dominante y tridiagonal. Para resolver este

u, .. —Uu. U, o —2U, U,

. . ,Jj+l s 1,j+1 L+l —1,j+1

e regresivaenel j+lent: L = g T e
k h
quedando (esquema de Crack- Nicolson)
2
Uijm —HW,; a (ui+l,j —2u;  +u, + Uiy jog = 20, 5 + ui—l,jH)
k 2 " "

Arreglado como:

-()\,/2)14,‘_1,]4] +(1+7\,) Ujj+1 — (/1/2)1/[,'+],j+]:(/1/2)ui_1,j +(1-/1) u,;j+(/1/2)u,~+1,j

Generando AW/ = pw?
con
[1+24 -4/2 0 0 |
“A/2 1+4 =A/2 :
0 :
A= .
0
: -A/2 141 =A/2
0 . .0 —A/2 144
[1-24 -4/2 0 0 |
-A/2 1-14 =A/2 :
0 :
B= .
0
: -A/2 1-4 =A/2
0 . 0 —A/2 1-2]

(9.18)

(9.19)
(9.20)

sistema, se puede usar la factorizacion LU de Crout para sistemas lineales tridiagonales.
Ejemplo 9.2:

Suponiendo que se quiere determinar la distribucion de temperatura en cualquier instante ¢
de una barra de cobre (=< 1) con / = 1, que presenta una funciéon de temperatura inicial

dada por f{x) = sin(mt x),tomar m = 10,N = 100, T = 10

Sn exacta: u(x, ) = e "' sin(x)
Se presentan los valores para 1=0.25

Xi

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

Dif. Progresivas error relativo

u(x, 0,25) X 107 wp500x 107 |, — ul/u x 107

0
2.621
4.985
6.861
8.065
8.480
8.065
6.861

4.985
2.621
0

0
2.658
5.056
6.959
8.181
8.602
8.181
6.959
5.056
2.658

0

1.432
1.432
1.432
1.432
1.432
1.432
1.432
1.432
1.432

Valores de la distribucion de temperatura de la barra en t = 0,25,calculados por el método de
sustitucion progresiva(h = 0,1, k = 0,0005, A = 0,05
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Dif. Regr. Error relativo

X; ulx;, 0,25) < 107 w05 x 107 |ur — ulfu x 107
0.0 0 0

0.1 2.621 2.993 14.19
0.2 4.985 5.692 14.18
0.3 6.861 7.835 14.20
0.4 8.065 9.210 14.20
0.5 8.480 9.684 14.20
0.6 8065 9.210 14.20
0.7 6861 7.835 14.20
0.8 4985 5.692 14.18
0.9 2621 2.993 14.19
1.0 0 0

Valores de la distribucion de temperatura de la barra ent = 0,25
calculados por el método de sustitucion regresiva (h = 0,1, k= 0,01, 1. = 1)

dif.C-N eror relativo
i u(x; 0,25) x 1072 Ugj 25 % 10-2 |uc — ul/u 10-2
0.0 0 0
0.1 2.621 2.669 1.844
0.2 4.985 5.077 1.844
0.3 6.861 6.987 1.844
0.4 8.065 8214 1.844
0.5 8.480 8.637 1.844
0.6 8.065 8214 1.844
0.7 6.861 6.987 1.844
0.8 4.985 5.077 1.844
0.9 2.621 2.669 1.844
1.0 0 0

: Valores de la distribucion de temperatura de la barra en t = 0,25 calculados por el método de Crank-
Nicolson(h = 0,1, k = 0,01, A= 1)

9.5. ECUACION HIPERBOLICA

Se presenta la ecuacion hiperbolica a través de una situacion problema
2 2
Seala EDP 24— 491
or’ ox’
con las condiciones de frontera
u@,t)=0=u(l, 1), 0<t<1
y con las condiciones iniciales

u(x, 0) =sen(rx), 0 <x<1yufx, 0) =0 0<x<1
Sn exacta: u(x, t) = sen(nx)cos(2xt)

La division rectangular del dominio (x,t):: 0<x <a, 0 <t <b, denominando
ux, t) = u;;
u(x +h t) =upyy
u(x —h t) =u;y;
ux, t +k) =uijy
ux, t— k) =u;-,
la ecuacion en diferencias serd
u - 2”;‘,; + Ui 2 Wit jn — 2ui,j+1 + Ui 1
2 =c e (9.21)
Haciendo ~=ck/h
U o —2u,  +u, =~7(u

i,j+1

i j+l il 2“i,j+1 +U )
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Colocando en términos de u;;,; y reordenando, se tiene

U = (2—2052)1/!,-,/- +a*(u tu )=, (9.22)
La ecuacion (9.22) es aplicable parai =2, 3,...,.n —1yj=2,3,...m — I, conel paso (j + I de
tiempo requiriendo de los j-€simo y los (7 — 1) ésimo pasos; los valores del (j — /)ésimo paso
vienen dados por las condiciones iniciales u; ; = f(x;) pero, los valores del j €simo paso no

se suelen proporcionar, por lo que se usa g(x) para conseguir los valores de este paso.

Para asegurar la estabilidad de este método es necesario que + = ck/h < I.

i+l,j

Se desarrolla el polinomio de Taylor de orden uno para u(x, t) alrededor de (x;, 0).

ux;, k) = u(x;, 0) + u(x;, 0)k + O(kz) (9.23)
Se aplica el hecho de que u(x;, 0) = f(xi) =f; y u,(;, 0) = g(x;) = g: en (8),para obtener
aproximaciones numéricas en el j-€simo paso (se sabe que ¢, = k)
u,=fitkgparai=23,..,n-1 (9.24)
Ya que la formula (9.24) es una aproximacion lineal a los valores del j ésimo paso,

el error de truncado involucrado es importante, entonces para evitar que los valores u; ; calculados
con (9.24) acarreen un error significativo, se elegira un tamafio de paso & menor que /

Si f{x) pertenece a una C* en[0,a], se podria obtener una mejor aproximacion a u; ..

Como u.(x, 0) = f"’(x),se desarrolla la expresion de Taylor de orden dos para lograr

una aproximacion mejor de los valores del j-€simo paso. Si se toma como

x =x;y t =0 en la ecuacion diferencial parcial de onda, se obtiene

Un(xs 0) = Cunx, 0) = f(x) = (fisr— 2fi + fio) /1) + OH) (9.25)
donde se emple6 la condicion f(x) = fir, — 2f; + fii/l’

Ahora se desarrolla el polinomio de Taylor de grado dos

ulx, k) = u(x, 0) + u(x, Ok + % uy(x, 0K + Ok’ (9.26)
Al hacer x = x; en (9.26), como u;, = f; + kg; y considerando(9.26)

ulx, k) = f; + kg + K21 (i1 — 2 + fi— ) + O()O(K’) + O(K) (9.27)
Yaque v+ = ck/h, (9.27) quedara para el paso j-€simo.

Ui, = (1 —~7)f + kg +~"/2(f+1 + fi-))parai =2, 3,..,n— 1. (9.28)

Volviendo al ejemplo,se emplea el algoritmo desarrollado en la seccion anterior con n =
1l,m=21,0oseah=0,1, k=0,05y~ = I. Se presenta la comparacion numérica-
analitica para t=1.

Xi Uizl E

0.0 0 0

0.1 0.3090169944 5.55e-017

0.2 05877852523 2.22e-016

0.3 0.8090169944 0.0000000

0.4 09510565163 3.33e-016

0.5 1.0000000000 0.0000000

0.6 09510565163 1.11e-016

0.7 0.8090169944 0.0000000

0.8 0.5877852523 0.0000000

0.9 0.3090169943 5.55e-017

1.0 0 0

9.6. CONSISTENCIA, ESTABILIDAD Y CONVERGENCIA

CONSISTENCIA: Un esquema en diferencias se dice consistente si la ecuacion discretizada
tiende a la ecuacion diferencial cuando Ax, Ay, Az, etc. tienden a cero.

Esto es relativamente facil de verificar, dado que plantear el desarrollo en serie de Taylor
es siempre posible.
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ESTABILIDAD: El esquema se dice estable si la diferencia entre la solucion exacta y la
numérica permanece acotada Vn Az, con Ar fijo, y siendo ademas la cota independiente de
n.

Es decir,

vl — idi(x, n A<k Atfijo

Esta condicion garantiza que los errores (por ejemplo, los iniciales) no se amplifican con el
tiempo. Es una condicion para el esquema, y no para la ecuacion diferencial. Notese que
esto es muy parecido a decir que las soluciones de la EDP homogénea son acotadas en el
tiempo.

En realidad, lo que interesa asegurar es que la solucion exacta y la aproximada se parezcan;
por ello se define un nuevo concepto, el de convergencia.

CONVERGENCIA: El esquema sera convergente, si Vx, ¢ (fijos)

lim | " —d@i(iAx,nAf)| =0 parax=iAx, t=nAt fijos
Ax—0 !
At-0

i,n—>too

Se pueden vincular las dos primeras condiciones con la tercera, mediante el asi llamado
Teorema de equivalencia de Lax. "Para un problema de valor inicial bien planteado con un
esquema de discretizacion consistente, la estabilidad es CN y S para la convergencia".

Por "bien planteado" se entiende un problema en el cual la solucion en todo punto del
dominio depende en forma continua de las condiciones iniciales y de borde; ello implica

que pequefias perturbaciones en éstas, producen pequefias discrepancias en la solucion.

9.7. ;OUE ES PDE TOOLBOX?

La ecuacion basica del PDE Toolbox es la EDP expresada como:
-V(cVu)+au=f (eliptica) en Q, es un dominio acotado en el plano, ¢, a, f,y la

incognita u son funciones escalares definidas en €, ¢ puede ser una funcion matricial 2x2
definida en Q.
El toolbox también puede manejar la ecuacion parabolica
di—u—V(cVu)+au =f
t
La hiperbolica
2
dg—?—V(cVu)nLau =f
t

y el problema de autovalores

-V(cVu)+au = Adu

Para las parabolica e hiperbdlica los coeficientes ¢, a, f, d pueden variar con el tiempo
También existe un solver para las elipticas no lineales

V(icw)Vu)+a(w)u = f(u)

Las condiciones de frontera se definen para el escalar u

Dirichlet: hu = r sobre la frontera 0Q2

Generalizada de Neumann: 7i(cVu)+qu =g sobre 0Q, con 7 normal unitaria exterior,. g,

q, h, y r son funciones complejas definidas en 0Q
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Dispone de ocho interfaces de aplicacion, a saber: mecanica estructural, tensiones
mecanicas en el plano, electroestatica, magnetoestatica, transferencia de calor, difusion.

J PDE Toolbox - [Untitled] o ] 1
File Edit Options Craw Boundary PDE  Mesh  Saolve  Plob Window  Help
- O|B|O ®| » aapoe A £ = | 4 A\ [Geneic Scalar =] % 018 vioese
Set formula: I
1 T T T T T
' 0.8
0BF =
04k B
0.2F =
i
ok i
02F =
04k i
DB —
08k i
R 1 1 1 1 1
-1.5 -1 0.5 0 s 1 15
Info; Select the tppe of POE application from this pop-up menu. Bl |

Escribiendo

>>ndetool

Existen un total de 11 ments desplegables en la interfaz grafica. Brevemente, la
funcionalidad de cada uno de ellos es la siguiente:

* Menu File. Como es habitual, desde este ment pueden abrirse y salvarse ficheros .m que
contienen los modelos en ecuaciones en derivadas parciales en los que se esté trabajando.
También pueden imprimirse las graficas activas en ese momento y salir de la interfaz.

* Menu Edit. Capacidades de edicion habituales: copiar, cortar, borrar y pegar objetos, asi
como opciones de seleccionar todo.

* Menu Options. Contiene opciones como cambiar el rango y espaciado de los ejes,
obligar a que en la fase de dibujo las formas se anclen a los puntos de la rejilla, zoom, etc.

* Ment Draw. Desde este menu se pueden seleccionar los objetos solidos basicos como
circulos o poligonos que se emplearan en la definicion de la geometria, y a continuacion
dibujarlos en el area de trabajo mediante el uso del raton. Se recomienda el uso de la barra
de herramientas para este fin.

* Menu Boundary. Desde este ment se accede al cuadro de didlogo donde se definen las
condiciones de frontera. Adicionalmente se pueden poner etiquetas a los bordes y a los
subdominios, borrar bordes entre subdominios y exportar la geometria descompuesta y las
condiciones de fronteras al espacio de trabajo de Matlab.
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* Menu PDE. Este menu proporciona un cuadro de didlogo para especificar la EDP, y
opciones para etiquetar subdominios y exportar los coeficientes de la ecuacion al espacio
de trabajo.

* Menii Mesh. Desde este ment se crea y se modifica la malla triangular. Puede
inicializarse la malla, refinarla, reorganizarla, deshacer cambios previos en la malla,
etiquetar los nodos y los triangulos, visualizar la calidad de la malla y exportar la misma al
espacio de trabajo.

* Menu Solve. Para resolver la EDP. También abre un cuadro de didlogo donde pueden
ajustarse los parametros involucrados en la resolucion, y exportar la solucion al espacio de
trabajo.

* Menu Plot. Desde este menu se puede dibujar correctamente la solucion a la EDP. Un
cuadro de didlogo permite seleccionar que propiedad va a visualizarse, en qué estilo y otros
tipos de parametros. Si se ha generado una animacién en tiempo de la solucion, también
puede exportarse al espacio de trabajo.

* Menu Window. Basicamente para seleccionar cual de las ventanas de figuras de Matlab
es la activa entre las abiertas en ese momento.

* Menu Help. Breve ayuda sobre ciertos comandos y funcionalidades Barra de
herramientas

La barra de herramientas colocada debajo del menti principal (fig. 2) en la parte superior de
la interfaz grafica contiene botones con iconos que proporcionan un acceso facil y rapido a
algunas de las funcionalidades mas importantes de la pdetool

OB | ®| 5| aclroe A & = | )&

Fig. 2 Barra de herramientas de la pdetool de Matlab

=
[
&

Dibuja un rectangulo/cuadrado comenzando en el centro.

Dibuja una elipse/circulo comenzando en el perimetro.

Dibuja una elipse/circulo comenzando en el centro.

E Dibuja un poligono. Pincha y arrastra para crear los lados del poligono. El
poligono puede cerrarse haciendo click con el boton derecho del ratoén o pinchando sobre el
vértice inicial.

El hacer doble-click sobre uno de ellos fija como esa herramienta como activa, pudiendo
seguir dibujando objetos del mismo tipo hasta que vuelva a pulsarse el boton. Usando el
boton derecho del raton, o bien Control+click, se restringen las herramientas a dibujar
cuadrados o circulos en vez

Otra serie de botones

50

Entra en el modo para especificar condiciones de frontera

FD d Abre el cuadro de didlogo para especificar la EDP a resolver.

'& Inicializa la malla triangular.

P

Refina la malla triangular.
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Resuelve la EDP

Abre el cuadro de dialogo para representar los resultados.

™ 700m on/off.

Las geometrias complicadas pueden generarse a partir de dibujar objetos sélidos basicos
(rectangulos/cuadrados, elipses/circulos y poligonos) que se solapen, parcial o totalmente.
La interfaz grafica asigna automaticamente un nombre a cada objeto solido que se cree:
R1, R2,... para los rectangulos; SQ1, SQ2,... para cuadrados;

El, E2,... para elipses; C1, C2,... en el caso de los circulos; y P1, P2,... para nombrar los
poligonos. Obviamente, estos nombres pueden ser modificados por el usuario haciendo
doble-click sobre los mismos, lo que abre el cuadro de didlogo de las propiedades del
objeto (Fig..4). Este cuadro de didlogo también nos posibilita el modificar otras
caracteristicas de la forma basica, como la posicion de su centro, dimensiones, etc.

J Object Dialog =1ol =]
Object lpe: Circle
mreerilen. I -0. 765864244741 573811
Y-center: I 0186424472187 38062
R adius: I 0.29254302103250485
M ame: I 1
ak. | Canicel |

Figura 4: Cuadro de dialogo con las propiedades de un circulo
Una vez que los objetos basicos han sido dibujados, la geometria final se crea mediante la
introduccion, en la linea situada debajo de la barra de herramientas, de

una formula que emplee operaciones del algebra de conjuntos, +, * y —. De todos ellos, el
operador de mayor precedencia es el operador diferencia, —, mientras que los operadores

uniéon e interseccion, + y *, poseen igual prioridad. Sin embargo, este orden de
precedencia puede controlarse mediante el uso de paréntesis. El modelo geométrico final,
Q, es el conjunto de todos los puntos para los cuales la féormula introducida puede
evaluarse como verdadera. El proceso general puede entenderse mas facilmente a partir del
siguiente ejemplo, la creacion de una placa con esquinas redondeadas.

Para esquinas redondeadas

Se inicia la interfaz grafica y activa la propiedad de la rejilla “snap-to-grid” localizada
dentro del ment Options. Ademas, cambia el espaciado a -1.5:0.1:1.5 para el eje-x y -
1:0.1:1 para el eje-y.

Se selecciona el icono para crear rectangulos y usando el raton dibuja uno de anchura 2 y
altura 1, comenzando en el punto (-1,0.5). Para crear las esquinas redondeadas afiadir
circulos, uno en cada esquina. Los circulos deben tener radio 0.2 y centros a una distancia
de 0.2 unidades de las fronteras izquierda/derecha y superior/inferior del rectangulo ((-0.8,-
0.3), (-0.8,0.3), (0.8,-0.3) y (0.8,0.3)). Para dibujar circulos en vez de elipses, usar el boton
derecho del raton o mantener la tecla ctrl. pulsada mientras se realiza el dibujo. Para
finalizar, se dibuja en cada una de las esquinas un pequefio cuadrado de lado 0.2. Los
objetos dibujados deberian presentar el aspecto mostrado en la parte izquierda de la Fig.5.
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Figura.5: (arriba) Objetos basicos a partir de los cuales seria definida la geometria
definitiva. (abajo) Modelo geométrico final, Q.

Ahora se debe editar la formula que define la geometria. Para conseguir las esquinas
redondeadas, se restan los cuadrados pequenos del rectangulo y se suma a continuacion los
circulos. En forma de expresion de conjuntos como:

RI-(SQ1 +S02+S03+8S04)+Cl1+C2+C3+C(C4

Presionando el boton 0 se puede entrar en el modo Boundary y ver las fronteras de la
geometria final (Fig.5, abajo). Puede observarse que ain existen dentro de la placa algunas
de las fronteras provenientes de los subdominios originales. Si se supone que la placa es
homogénea, se pueden borrarlos. Para ello, se selecciona la opcion “Remove All
Subdomain Borders” del ment Boundary. Ahora el modelo de la placa esta completo.

Pasos para el modelado
La siguiente secuencia de acciones cubre todos los pasos de una sesion normal empleando
la pdetool:

156



1. Usar la pdetool como herramienta de dibujo para realizar el dibujo de la geometria 2-D
en la que se quiere resolver la EDP, haciendo uso de los objetos basicos y de la
caracteristica de “fijar a rejilla”. Combina los objetos solidos mediante las formulas de
algebra de conjuntos para crear la geometria definitiva.

2. Guardar la geometria a un fichero de modelo (un fichero.m), de manera que se pueda
seguir empleandola en futuras sesiones de trabajo. Si se guarda el fichero mas adelante a lo
largo del proceso de resolucion, el fichero del modelo también incluira ciertos comandos
para recrear las condiciones de frontera, los coeficientes de la EDP y la malla.

3. Pasar a especificar las condiciones de frontera presionando el boton 0€2. Si las fronteras
no son las correctas, se puede volver a editar la geometria volviendo al modo de dibujo
(Draw mode). Si durante la definicion de la geometria han quedado bordes de subdominios
no deseados se puede borrarlos mediante las opciones del ment Boundary (“Remove
Subdomain Border” o “Remove All Subdomain Borders”). A continuacion se puede fijar
las condiciones de cada una de las fronteras haciendo doble-click sobre cada una de ellas.
4. Usar el boton PDE para especificar la EDP a resolver. En el caso en el que los
coeficientes de la EDP dependan del material, estos son introducidos entrando en el modo
PDE y haciendo doble-click en cada uno de los subdominios.

5. Inicializar la malla triangular mediante el boton A. Normalmente, los parametros por
defecto del algoritmo de generacion de la malla producen buenos resultados, aunque en
caso necesario pueden modificarse desde la opcion “Parameters” del menu Mesh.

6. Si es necesario, refinar la malla mediante el boton A . En cada refinamiento, el nimero

de tridangulos aumenta en un factor cuatro. Tener presente que cuando mas fina sea la malla
mayor sera el tiempo requerido para calcular la solucion.

Otra opcidn es reordenar la triangulacion de la malla para mejorar su calidad mediante la
opcion “Jiggle Mesh” del ment Mesh.

7. Resolver la EDP presionando el boton =.

8. Visualizar las propiedades de la solucion en las que se esté interesado mediante el boton

6

También se puede exportar la solucion y/o la malla al espacio de trabajo principal de
Matlab para un analisis en mayor detalle.

Ejemplo

la ecuacion de Poisson en un disco unitario con condiciones de frontera Dirichlet
homogéneas. La formulacion del problema es la siguiente (Aes derivada parcial segunda
espacial)

—Au=1enQ, u=0en dQ, donde Q es el disco unitario y JQ su frontera.

Se selecciona modo Generic Scalar de la lista desplegable de modos disponible que se
encuentra localizada a la derecha de la barra de herramientas. A continuacion se listan los
pasosa realizar con la pdetool para resolver el problema descrito.

1. Dibujar un circulo de radio unidad centrado en el origen usando las herramientas de
dibujo. Si se dibuja una elipse en vez de un circulo, o el mismo no esda perfectamente
centrado, hacer doble-click en el mismo y cambia sus propiedades en el cuadro de dialogo.

Seleccionar @L dibujando se obtiene el circulol.m, se guarda.

2. Imposicion de las condiciones de frontera. Para ello primero pulsar el boton 0Q y a
continuacion hacer doble-click sobre las fronteras de la region. Seleccionar para todas ellas
condiciones de frontera Dirichlet iguales a cero (aunque éstas son las condiciones de
frontera por defecto).

Haciendo doble clic sobre el contorno del circulo, se abre un cuadro de didlogo: en
este caso se selcciona la condicion de Dirichlet, h=1,r=0

3. Definir la EDP presionando el boton PDE. Esto abre un cuadro de didlogo donde
aparece activa el tipo elliptic y pueden introducirse los coeficientes de la ecuacion, c, a y f.
En este caso tan sencillo todos son constantes: ¢ =1, f=1y a=0. En el caso de que
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dependan de la posicion, también pueden introducirse con la notacion habitual de Matlab
en forma de productos de vectores (por ejemplo, ¢ = x."2 +y."2).
4. Inicializar la malla haciendo uso del boton A, refinandola con A , apareciendo el circulo

mallado
5. Resolver la ecuacion presionando =. Emplear también 4 si se quiere cambiar las
propiedades del grafico que la pdetool devuelve por defecto, como por ejemplo el mapa de
colores.

J PDE Toobax - [Untitled] =1k

Fe B Opline Drew Boundary PDE Mesh Sobve Plol Widow Help

O @O @ » anlroe A £ = | b | [Gore: oo | L v 02
St formba: ||:|

Coloe

15

&

i Solect o resu i, or cunge mada o lles POE. mesh, o bondasios: | i |

problemas hiperbdlicos: la ecuacién de ondas

Como ejemplo de una EDP hiperbdlica, resolverla ecuacion de ondas

Su/of — Au=0

para las vibraciones transversales de una membrana en un cuadrado con esquinas en
(—-L-1), (-1, 1),(1,-1)y (1, 1). La membrana esta sujeta (z = 0) en los lados

izquierdo y derecho, y se encuentra libre (0u/0n = 0) en los lados superior e inferior.
Adicionalmente se necesita especificar los valores iniciales para u(¢0) y ou(z0)/ot.

Para este ejemplo se emplean como condiciones iniciales

u(0) = arctan (cos (1/2) x) y

du(0)/0t= 3sen(mx)e" " ™2Y)

que son valores iniciales que satisfacen las condiciones de frontera. La razén de escoger las
funciones arcotangente y exponencial es tan solo para introducir mas modos en la solucion
y hacerla de esta forma mas atractiva.

La secuencia de pasos a realizar para resolver el problema por medio de la pdetool de
Matlab son:

1. Asegurarse que se encuentra seleccionado el modo Generic Scalar en la lista de los
posibles modos de solucion.

2. Dibujar la geometria de interés, el cuadrado con esquinas en (—1,—1), (—1, 1), (I,—1) y

(1, 1).
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3. Imponerlas condiciones de frontera. Para ello primero pulsar el boton 0Q y a
continuacion doble-click sobre las fronteras de la region. Para las frontera izquierda y
derecha se introduce la condicion Dirichlet u = 0 y para las superior e inferior condiciones
Neumann homogéneas ou/On = 0.

4. Introducir los coeficientes que definen la EDP presionando el boton PDE. Para este
caso,d = I,c = I,a = 0y f= 0. También se deben introducir la condiciones iniciales y el
rango de tiempo en el que se quiere resolver el problema [0:0.5:5]. Para ello, seleccionar
dentro del menu Solve la opcion “Parameters”.

En el cuadro de didlogo emergente introduce linspace(0,5,31) como tiempos en los que
resolver el problema, atan(cos(pi/2*x)) como condicidon inicial para u y para Ou/ot
introduce 3 *sin(pi*x). *exp(sin(pi/2*y)), asegurandose que sea la hyperbolic

5. Inicializar la malla haciendo uso del boton A, refinandola con A

6. Resolver la ecuacion presionando =. Presionando & se pueden cambiar las propiedades
de visualizacion. Como sugerencia, la mejor forma de ver el movimiento de las ondas es en
forma de una animacion, aunque la misma puede serrelativamente costosa en términos de
tiempo y memoria, haciéndolo activando la opcion animation en plot selection; contour
es una alternativa para diferenciar las curvas nivel

9.7.1. Opcion numérica:
pdepe resuelve sistemas de EDP en una variable especial y en el tiempo, del tipo

ou. Ou 0 ou ou
ata sy~ ) — = " at: s T~ ata T~ 1
c(x,t,u ax) Py X ax()c f(x,t,u 6x))+s(x u ax) (D

El intervalo[a,b] finito, m(0,1,2) segin sea placa, cilindrica o esférica,si m>0, ©>0.EI
L 0 o . 0 .
término (x" f (x,t,u,a—u) es un término de flujo, s(x,t,u,@—u) es un término de fuente
X X
El acoplamiento de las derivadas parciales respecto al tiempo estd restringido a la

C e, S ou .
multiplicacion por una matriz diagonal (x,t,u,a—) ;los elementos de esta diagonal pueden
X

ser ceros o positivos:en el caso cero es eliptica de lo contrario es parabdlica.
Una por lo menos debe ser parabolica
Ejemplo: EDP simple
2 2
? ZT? = % para [0,1],£50

CIL: t=0, u(x,0)=sen(Ttx)
CF: x=0, u(0,t)=0

x=1, me'+(0 u/ox)(1,t)=0

1- reescribir la ecuacion segin la forma (1)

para este caso, se tiene:

r’ ou =x’ 9 x° 8_14) +0 con m=0y los términos
ot ox  Ox

ou 2
c(x,t,u,—)=T
( o

f(x,t,u,g—u) = Ou/Ox
X

ou
s(x,t,u,—)=0
( ax)

2-Codificar la EDP
La funcidn debe tener la forma
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[c.fs] = pdefun(x,t,u,dudx)

Donde c,fy s son los de (1)

Para el ejemplo

function [c.f,s] = pdexIpde(x,t,u,DuDx)

c =pi"2;
f= DuDx;
s =0;

3- codificar las funciones de las condiciones iniciales
Debe ser una funcion de la forma

u = icfun(x)

para el ejemplo

Sfunction u0 = pdexlic(x)

u0 = sin(pi*x),

4- codificar las condiciones de frontera

Usar funciones del tipo

[pLql.pr.qr] = befun(xlul,xr,ur,t)

Como la forma general responde en x=a y x=>b a:
px,tu)+q(x,0)f(x,t,u,ou/dx)=0

en este caso seran:

u(O,t)+O.a—uu(O,t) =0 enx=0y
Ox
e +1(0 u/ox)(1,t)=0  enx=I

para evaluar p(x,t,u) y q(x,¢) de las CF en la funcion pdexlic(x)
Sfunction [pl,qlpr,qr] = pdex1bc(xl,ul,xr,ur,t)

pl=ul;
ql =0;
pr = pi *exp(-1);
qr=1;

En la funcion pdexibc, pl y ql corresponden a las condiciones de frontera izquierda (x=0)
y pry gr corresponden a la derecha (x=1)

5- seleccionar los puntos de malla parra la solucion

Antes de usar el MATLAB PDE solver, se necesita especificar los puntos de malla
(t.x)donde se quiere que pdepe evalue la solucion; se deben especificar como vectores ¢y x
En el ejemplo se especifica 20 puntos igualmente separados en [0,1] y cinco valores de
tiempo en [0,2].Asi

>x = linspace(0,1,20),

>>t = [inspace(0,2,5).

6- aplicar el solver

En este caso se llama a pdepe con m = 0, las funciones pdexIpde, pdexlicy pdexlbc,y la
malla definida por x y # donde pdepe evalua la solucion.

La function pdepe devuelve la solucion numérica en un arreglo D, donde sol(i,j,k)
aproxima la componente k de la solucion,u, evaluada a t(i) y x(j)

>>m = ()

>>so0l = pdepe(m, @pdexIpde,@pdexlic,@pdex1bc,x,t);

7- Ver los resultados.

En definitiva en la ventana de comandos

>>x = linspace(0,1,20);

>> t = linspace(0,2,5);m = 0;

>> sol = pdepe(m,@pdex1pde,@pdexlic,@pdex1bc,x,t)
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sol =
Columns 1 through 6

0.1646 0.3247 0.4759 0.6142 0.7357
0.0999 0.1972 0.2890 0.3729 0.4467
0.0607 0.1197 0.1754 0.2264 0.2711
0.0368 0.0726 0.1064 0.1373 0.1644
0.0223 0.0440 0.0645 0.0832 0.0997

S OO OO

Columns 7 through 12

0.8372 09158 0.9694 0.9966 0.9966 0.9694
0.5083 0.5560 0.5885 0.6050 0.6049 0.5883
0.3085 0.3374 0.3571 03670 0.3669 0.3568
0.1871 0.2046 0.2165 0.2225 0.2224 0.2162
0.1134 0.1240 0.1312 0.1348 0.1348 0.1310

Columns 13 through 18

0.9158 0.8372 0.7357 0.6142 0.4759 0.3247
0.5556 0.5078 0.4460 0.3720 0.2877 0.1956
0.3368 0.3077 0.2701 0.2252 0.1740 0.1181
0.2041 0.1864 0.1636 0.1363 0.1052 0.0713
0.1236 0.1129 0.0990 0.0824 0.0636 0.0430

Columns 19 through 20

0.1646 0.0000
0.0981 -0.0022
0.0589 -0.0020
0.0354 -0.0015
0.0212 -0.0012

Extrayendo del arreglo 3D
>>y =so0l(:,:,1);

surf{x,t,u)

title("Numerical solution computed with 20 mesh points’)
xlabel('Distance x')
ylabel('Time t')
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Numerical solution computed with 20 mesh points

o~

Time t Distance x

Si se desa conocer el perfil de la solucion al tiempo final,t=2
>>figure
plot(x,u(end,:))
title("Solution at t = 2")
xlabel('Distance x')
ylabel(‘u(x,2)")
Solution at t = 2
0.14 \ \ \

0.12

0.1

0.08

0.06

u(x,2)

0.04

0.02

_002 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Distance x
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Ademas, empleando los vectores x y u(j,.), y la funcidon de ayuda pdeval, se puede evaluar
la solucion u y su derivada en cualquier conjunto de puntos xout, asi

[uout, DuoutDx] = pdeval(m,x,u(j,:),xout)

donde

m:0,1 o 2. This is the first input argument used in the call to pdepe

xmesh: un vector [x0, x1,..., xn] que especifica los puntos donde se calcularon los
elementos de ui ; es el mismo vector con el cual se llamé a pdepe.

ui; un vector sol(j,:,i) que aproxima la componente i de la solucion al tiempo ¢ y puntos
de malla xmesh, donde sol es la solucion devuelta por pdepe.

xout. Un vector de puntos del intervalo/x0,xn] a los cuales la solucién interpolado se
requiere.

por ejemplo

>>pdeval(0,x,u,[0,0.5])

ans =

0 0.1735

9.8. EJERCITACION UNIDAD 9 CON MATLAB
I) Ecuacion de onda
(*u (x,0)/A)=cX(du (x,t)/0x?) en 0<x<1y 0<t<0.5
u(0,t)=0,u(1,t)=0 son las CF
u(x,0)=u(x,0)=1.5- 1.5x en 0< x<1
u¢(x,0)=0 en 0<x<1
>> f=@(x)1.5-1.5%x;
>> g=@(x)0*x;a=1;b=0.5;c=2;n=10;m=10;
>> finedif(f,g,a,b,c,n,m)
ans =
Columns 1 through 6

0 1.3333 1.1667 1.0000 0.8333 0.6667
0 1.3333 1.1667 1.0000 0.8333 0.6667
0 -0.1667 1.1667 1.0000 0.8333 0.6667
0 -0.1667 -0.3333 1.0000 0.8333 0.6667
0 -0.1667 -0.3333 -0.5000 0.8333 0.6667
0 -0.1667 -0.3333 -0.5000 -0.6667 0.6667
0 -0.1667 -0.3333 -0.5000 -0.6667 -0.8333
0 -0.1667 -0.3333 -0.5000 -0.6667 -0.8333
0 -0.1667 -0.3333 -0.5000 -0.6667 -0.8333
0 -0.1667 -0.3333 -0.5000 -0.6667 -0.8333

Columns 7 through 10

0.5000 0.3333 0.1667
0.5000 0.3333 0.1667
0.5000 0.3333 0.1667
0.5000 0.3333 0.1667
0.5000 0.3333 0.1667
0.5000 0.3333 0.1667
0.5000 0.3333 0.1667

[=NeNeNoNeN=Ne)
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-1.0000 0.3333 0.1667

-1.0000
-1.0000

-1.1667 0.1667
-1.1667

-1.3333

0

0

0

Valores de u en los 10 nodos de x y en los de tiempo

IT) Ecuacion de calor

(Bu (x,t)/0t)=c*(8"u (x,1)/0x>) en 0<x<Iy 0<t<0.1
u(0,t)=0,u(1,t)=0 son las CF para 0<t<0.1
u(x,0)=sin(7tx)+sin(37x) a t=0 y 0<x<l1
h=0.1,k=0.01,r=1, generando n=11y m=11
>> f=@(x)1.5-1.5%x;
>> o=(@)(x)0*x:a=1:b=0.5:c=2:n=10:m=10

>> f=@(x)sin(pi*x)+sin(3*pi*x);c1=0;c2=0;c=1;n=11;m=11;

>> forwdif(f,c1,c2,a,b,c,n,m)

ans =

1.0e+004 *

Columns 1 through 7

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0.0001
-0.0002
0.0008
-0.0025
0.0077
-0.0240
0.0749
-0.2340
0.7304
-2.2805
7.1202

0.0002 0.0001
-0.0003 -0.0001
0.0009 0.0003
-0.0029 -0.0009
0.0090 0.0029
-0.0282 -0.0092
0.0881 0.0286
-0.2750 -0.0894
0.8587 0.2790
-2.6809 -0.8711
8.3703 2.7197

Columns 8 through 11

0.0001
-0.0001
0.0003
-0.0009
0.0029
-0.0092
0.0286
-0.0894
0.2790
-0.8711
2.7197

Empleando Crank-Nicholson

0.0002 0.0001
-0.0003 -0.0002
0.0009 0.0008
-0.0029 -0.0025
0.0090 0.0077
-0.0282 -0.0240
0.0881 0.0749
-0.2750 -0.2340
0.8587 0.7304
-2.6809 -2.2805
8.3703 7.1202

>> crnich(f,c1,c2,a,b,c,n,m)

0.0000
0.0002
-0.0005
0.0018
-0.0056
0.0174
-0.0544
0.1700
-0.5307
1.6569
-5.1731
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0 0.0000

0.0004
-0.0009
0.0031
-0.0095
0.0297
-0.0926
0.2892
-0.9029
2.8189
-8.8010

0.0002
-0.0005
0.0018
-0.0056
0.0174
-0.0544
0.1700
-0.5307
1.6569
-5.1731



U=
Columns 1 through 7

0 1.1180 1.5388 1.1180 0.3633 0 0.3633

0 -0.0929 0.0270 0.3838 0.7808 0.9534 0.7808
0 0.2110 0.3307 0.3350 0.2795 0.2480 0.2795
0 0.0353 0.0917 0.1679 0.2370 0.2651 0.2370
0 0.0536 0.0934 0.1141 0.1204 0.1211 0.1204
0 0.0214 0.0436 0.0650 0.0812 0.0873 0.0812
0 0.0168 0.0310 0.0409 0.0465 0.0482 0.0465
0 0.0089 0.0172 0.0243 0.0292 0.0309 0.0292
0 0.0058 0.0110 0.0149 0.0174 0.0182 0.0174
0 0.0034 0.0065 0.0090 0.0106 0.0112 0.0106
0 0.0021 0.0040 0.0055 0.0064 0.0067 0.0064

Columns 8 through 11

1.1180 1.5388 1.1180
0.3838 0.0270 -0.0929
0.3350 0.3307 0.2110
0.1679 0.0917 0.0353
0.1141 0.0934 0.0536
0.0650 0.0436 0.0214
0.0409 0.0310 0.0168
0.0243 0.0172 0.0089
0.0149 0.0110 0.0058
0.0090 0.0065 0.0034
0.0055 0.0040 0.0021

eelaoBelo el =Relollo ]

III) Eliptica

Se plantea la ecuacion de Laplace, div(div)=0 en R={(x,y):0<x<4,0<y<4}con las CF
dadas por:

u(x,0)=10 y u(x,4)=100 para 0<x<4 y

u(0,y)=50 yu(4,y)=0 para O<y<4

se toma h=0.5 para x e y, o sea 64 cuadrados en la malla
>> f1=@(x)0*x+10;

>> 2=@)(x)0*x+100;

>> 3=@)(x)0*x+50;

>> fA=@)(x)0*x;

>> a=4;b=4;h=0.5;t0]1=0.001;max 1=20;

>> dirich(f1,f2,f3,f4,a,b,h,tol,max1)

ans =

Columns 1 through 7

75.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000 100.0000
50.0000 72.5622 79.8894 81.6479 80.5245 76.6881 68.3084

50.0000 60.3593 65.3473 66.1776 63.7618 57.9197 47.2421
50.0000 53.5276 54.9632 53.9535 50.4254 43.9867 33.8348
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50.0000
50.0000
50.0000
50.0000
30.0000

48.7879
44.5998
39.5133
30.6963
10.0000

47.0243
40.0985
32.7575
23.2722
10.0000

Columns 8 through 9

100.0000 50.0000

49.3035
28.9055
19.0763
13.5648
10.1487
8.0597
7.4378
10.0000

0
0
0
0
0
0

0
5.0000

44.2476
36.0129
28.1462
19.6352
10.0000
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39.9998 33.7667 25.0342
31.5594 26.0462 18.9704
24.1790 19.8883 14.6525
17.1224 14.6755 11.6914
10.0000 10.0000 10.0000



EJERCICIOS PROPUESTOS PARA UNIDAD 9
Ecuaciones diferenciales parciales

Aproximar las soluciones de las siguientes EDP

%+%=(x2+yz)exy 0<x<2;0<y<l;

Lu(0,y)=1, u2,y)=e”, 0<y<l; sn. exacta=u(x,y)=e”
u(x,0)=1, u(x,)=€", 0<x<2
h=02k=0.1,

2 2
é%+§—Z:£+l I<x<2l<y<2;
ox~ Oy y X
2. u(l,y)=ylny, u(2,y)=2yIn(2y), 1<y<2; snexacta: u(x,y)=xyln(xy)

u(x,)=xInx, u(x,2)=xn(4x), 1<x<2;

h=k=0.1,
2
5_u_6_z2¢:O O<x<m0<t
ot Ox
3. u(0,0)=u(r,t)=0, O0<t; sn exacta: u(x,t)=e 'senx
u(x,0)=senx, O0<x<rx

h=r/10,k =0.05.

2
a—uziza—bzl 0<x<4;,0<t
ot 7° Ox
0.0 =ud,0=0, 0< sn. exacta: e”sen(rt/2)x+: esen(m/4)x

u(x,O)zsen%x(l+2cos%x), 0<x<4

h=0.2,k=0.04.

6u_82u
o o
u(0,)=u(1,1)=0, 0<t;
I en0<x<0.5
—lenO.SSXSI}

O0<x<L,0<t

5. u(x,0) :{

a—u(x,O):O, 0<x<1
ot

h=0.1,k=0.1.
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Oou o’u
o o
u(0,0)=u(1,1)=0, 0<t;
6.u(x,0)=sen2zx 0<x<1

O<x<L;0<t;

sn exacta:sen2mx(cos2tit+sen2tt)

%(%0) =2nsen2nx 0<x<l1
h=0.1,k=0.1.
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