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Introduccion

Se estudiard en esta unidad el dlgebra de las funciones vectoriales lineales, o
tensores, instrumentos matematicos que serdn utilizados para el estudio de la dindmica de
los sélidos.

Para introducir el concepto de tensor se partird de un ejemplo: se sabe que cuando un
solido gira alrededor de un eje de simetria, el vector momento angular L tiene la misma
direccion que el vector velocidad angular ®, y la relacion entre ambos estd dada por:

L=To®
donde I representa el momento de inercia del sélido respecto del eje de rotacion.
A Por ejemplo, consideremos el caso de un sélido
o cilindrico que rota sobre su eje.
N En este caso, I = Momento de inercia del cuerpo

o
N__JL respecto del eje de rotacion.

En el dibujo se destaca la colinealidad entre el
momento angular y la velocidad angular.

La colinealidad entre los vectores L y ® no se
verifica en general, sino que se trata de un caso
particular, con las condiciones mencionadas.

D

A continuacién se analiza un caso general.

En la figura de la derecha, se muestra un sélido no L
regular que rota sobre un eje cualquiera, y se representa un
caso general en que no existe colinealidad entre los
vectores L y . ®

Sabemos, sin embargo, la intima relacién entre estas
magnitudes y, por otra parte, se puede verificar que a cada
vector @ le corresponde un vector L perfectamente
definido.

Podemos pensar entonces en una operacion lineal tal
que realizada sobre ® da por resultado L. Esto puede
representarse mediante la siguiente ecuacion operacional:

L=[I®

[I] representa el operador, que “transforma” a @en L.

Se vera que [I] se representa por medio de una matriz de 3x3, y cada componente de
esa matriz depende de la forma en que estd distribuida la masa del sélido, y del sistema
referencial en que se expresa.

De la ecuacién operacional L = [I] @ podemos “despejar” [I] = L /. Esta operacién
(el cociente entre dos vectores) no es factible de realizar y la indicamos al solo efecto de
introducir el siguiente razonamiento: el cociente entre dos cantidades puede ser de tipo
diferente y “mds complicado” que el de estas; por ejemplo, el cociente de dos enteros
puede ser un nimero racional. De modo andlogo, el cociente entre vectores no es un
vector. No es extrafio entonces que [I] sea una magnitud de un nuevo tipo: un tensor de
segundo orden. Este tensor se denomina fensor de inercia.



Otro ejemplo de tensor es el tensor producto tensorial de dos vectores. Dados los
vectores a:[aj,a,as], y b:[by,by,bs], se define el producto tensorial a®b de la siguiente
manera:

ab, ab, ab,
a®b=\|a,b a,b, a,b,

ab, a;b, a;b,

Aqui se ha representado el tensor producto tensorial en forma matricial. No debe
confundirse la representacion del tensor con el tensor mismo, se verd que, en distintos
sistemas referenciales, el tensor adoptara distintas representaciones.

Representacion con subindices

Si bien se trabajard con la representacion matricial, los tensores también se
pueden representar utilizando subindices, asi, el tensor producto tensorial se puede
representar como ajbj=[a;by,a;by,.....,asby,asbs].

Para indicar en forma compacta sumatorias de términos, se adopta la siguiente
convencion: “Cuando en una expresion monomia, figuran dos indices repetidos, se
entenderd que se trata de una suma en la que los indices repetidos van sumados de 1 a la
dimensién en que se estd trabajando”.

Por ejemplo:

i=1

n
aibjci: Z aibj C; =albj01+azbjC2+...+anban
i=1

Transformacion de coordenadas

Las componentes a;b; son las componentes del tensor en el sistema referencial en el
cual se representan los vectores a y b. En un sistema referencial distinto, ligado al primero
por la matriz de transformacién o de cambio de base [M], las componentes de tensor seran
distintas, es decir, la representacion del tensor serd distinta.

Con convencion de subindices la transformacion de un vector se escribe:
a’m = hmiai
donde hy,; son los elementos de la matriz de transformacion.

Los vectores a y b se transforman el nuevo sistema referencial utilizando la matriz de
transformacion:

a’ = [M]a

b’ = [M]b

Se entiende que en las operaciones indicadas los vectores se escriben como columnas,
para realizar la aplicacion de la matriz de transformacion a los mismos.

En la nueva base, se realiza el producto tensorial:

10



ab, ab, ab,
a®b=\|a,b, a,b, a,b,

ab, ab, ab,

Los elementos del tensor producto tensorial [a®b] se transforman como sigue:

[a’®b’] = hmiaihmjbj

Utilizando el algebra matricial puede transformarse el tensor de un sistema referencial
a otro utilizando la matriz de cambio de base [M]:

a’®b’=[M][a®b][M]"
donde [M]" indica la transposicion de la matriz de cambio de base, equivalente a la
inversion cuando las matrices son ortonormales.

Generalizacion del concepto de tensor

Los tensores son entes matemdticos que pueden representar propiedades o
caracteristicas de cuerpos o materiales. Ademas del tensor de inercia, podemos mencionar
el tensor de tensiones, cuyos elementos son tensiones normales y tensiones tangenciales, y
que representa el estado tensional de un sélido.

Ante una transformacién de coordenadas puede cambiar la representacion del tensor,
el cual conservard propiedades que no cambian cuando se cambia el sistema referencial. Se
puede generalizar el concepto de tensor, diciendo que t,,, elementos constituyen un tensor
si las componentes del mismo en dos sistemas referenciales distintos estan ligados por:

t'mn = hmihnjtij
Cuya notacién en forma matricial es:
(€] =(MI[dM]"

Orden de los tensores

Los tensores hasta aqui presentados a modo de ejemplo son tensores de segundo
orden y su representacion se realiza mediante matrices. Los escalares son tensores de
orden 0, en tanto que los vectores son tensores de orden 1.

El nimero de componentes de un tensor se determina elevando la dimensién del
espacio de representacion del tensor al orden del tensor. Llamando n a la dimension del
espacio, y p al orden del tensor, resulta:

n° de componentes = n”

En esta asignatura se utilizaran tensores de orden 2, especificamente, el tensor de
inercia, para representar caracteristicas de un sélido ligadas a la forma en que estd
distribuida su masa.

Propiedades de los tensores:

Un tensor posee propiedades independientes del sistema de representacion,
denominadas invariantes.
Ejemplos de invariantes:
1. Dado el tensor de orden O o escalar, el mismo no cambia en distintos sistemas
referenciales.
2. Dado el tensor de primer orden o vector, a = [al,a2,a3]

11



El médulo de a es un invariante ante cambios de coordenadas.

Dados los vectores ay b

El producto escalar de los mismos es un invariante.

El angulo entre los mismos es un invariante.

En general, las operaciones entre invariantes de tensores da nuevos invariantes.
3. Para un tensor de segundo orden distinguimos los siguientes invariantes:
Dado el tensor [t], y su representacion en dos sistemas referenciales:

Iy by I t'y ty, 1,
[t]= Ly Iy Iy 5 [C]= 1y, t'y 1y
Ly Iy Iy ty ty 1y

Podemos distinguir los siguientes invariantes.

1. La suma de los componentes de la diagonal t;;+ty+t33 =t +t"2n+t"33=k

2. Dado un tensor de segundo orden, del mismo se puede deducir un tensor de primer
orden o vector: v = [(t23-t32),(t3;-t13),(ti12-t21)]. Es evidente que en el caso de tensores
simétricos, este vector sera nulo.

3. A un tensor de segundo orden le corresponde un escalar invariante dado por su
determinante, k = Det[T]

Ejemplos de invariantes de tensores de segundo orden

1. Tensor producto tensorial

ab, ab, ab;
Dados los vectores a y b, su producto tensorial es: a®b= | a,b, a,b, a,b,
asb, ab, asb,

Los invariantes son:
a. Invariante escalar = a;b; + a;b,+azbs = a®b (producto escalar entre a y b)

b. El vector v = [(azbs-azb,),( azbj-a;bs), (a;by-azby)] es el producto vectorial a x b.
c. El tensor derivado:

Dado el campo vectorial B(x,y,z)=[B;(x,X2,x3),B2(X1,X2,X3),B3(X1,X2,X3)], siendo las

Bi(x,y,z) continuas y derivables, las nueve derivadas parciales constituyen un tensor,
denominado tensor derivado:

(0B, 0B, 0B, |
ox, OJx, Ox,
d(B,.B,,B,) _ |9B, 9B, 9B,
d(x,,B,,B;) - dx, dx, Ox;
dB, 0B, OB,

| 0x, Ox, Ox; |

En este tensor los invariantes son:

a. Invariante escalar:

La suma de los elementos de la diagonal constituyen la divergencia de B:
0B, N 0B, N 0B,

ox, Ox, Ox,

Vep=

12



b. Invariante vectorial:

0B, B 0B, | ( 0B, B 0B, | ( 9B, B 0B,
El vector o, ox, ) o, o, ) o, o, es el rotor de B.

Operaciones con tensores:

1. Adicién y sustraccion: esta operacion esta definida para tensores del mismo orden,
dados dos tensores tmy Y Ump, SU SUmMa es otro tensor sy, cuyas componentes son las sumas
de las componentes del mismo subindice: Sy = tmn + Ump. En forma matricial: [s] = [t]+[u].

2. Multiplicacién por un escalar: se define la multiplicacién de un tensor por un
escalar, al nuevo tensor que resulta de multiplicar cada componente del tensor por dicho
escalar: Spn = K tyn, 0 [s]=k [t]

3. Producto tensorial: el producto de un tensor de orden p por otro de orden ¢, da por
resultado un tensor de orden p+¢, cuyas componentes son el producto de las componentes
del primero por las componentes del segundo.

Tensores simétricos y antisimétricos:

Un tensor de segundo orden es simétrico si t;; = tji, y es antisimétrico si t; = -t;;. Las
propiedades de simetria y antisimetria son independientes del sistema referencial. Todo
tensor puede expresarse como la suma de un tensor simétrico y un tensor antisimétrico:

tij= 1/2(tij+tji)+ l/z(tij—tji)

En forma matricial: [T] = %2 ([T]+[T1)+'/A(T]-[T1).

Diagonalizacion de un tensor

En esta seccién se trabajard con la diagonalizacion de un tensor, es decir, dado un
tensor se buscard la manera de encontrar un sistema referencial en el cual su
representacion sea diagonalizada. Esta operacion implica la determinacion de los vectores
y valores caracteristicos (autovectores y autovalores) de la matriz que representa al tensor.

Se considera una transformacién lineal de la forma a’,=hy,.a;, que en forma matricial
se indica [V’]T = [H][v]T donde [H] es la matriz de transformacion.

Se buscardn ahora vectores tales que al aplicarles el operador [H], se transforman en
vectores colineales. Significa esto que el vector transformado es multiplo escalar del vector
dado, v’ = Av

HIV]" = AV =4 [1][v]" [1] : Matriz identidad
que puede reescribirse:
[HIVI" - A [1][v]'= ([H] - A [1] )[v]' =0
Desarrollando los productos, queda el siguiente sistema de ecuaciones:

(hy, — Ay, +h,v, + hv, =0
hy v, +(hyy = A)v, + h,;v3=0
hy v, +hy,v, + (hyy —A)v, =0
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Siendo este sistema homogéneo tendrd soluciones no triviales si el determinante de
los coeficientes es nulo, o sea:

(hn - /1) hn h13
hy, (hy, — A) hys =0
h31 h32 (h33 - /1)

Al resolver el determinante, queda un polinomio de tercer grado:

A +AMV+CA+D =0

Esta ecuaciéon se denomina ecuacion caracteristica y sus raices, A, Ay, As se
denominan valores caracteristicos, autovalores o eigenvalues.

Reemplazando en el sistema de ecuaciones los autovalores (de a uno por vez), se
obtienen los vectores vi (Vi1,V12,V13), V2 (V21,V22,V23), V3 (V31,V32,V33) denominados vectores
caracteristicos, vectores propios, autovectores o eigenvectores.

Se verifican los siguientes corolarios y teoremas:

a. Los autovalores de una matriz de componentes real y simétrica son reales.

b. Un autovector no puede corresponder a dos autovalores distintos.

c. Si vy, v,, V3 son autovectores que corresponden a valores propios distintos, entonces
son linealmente independientes.

d. Si v;, vj son autovectores que corresponden a los autovalores A;, A; de una matriz
simétrica real, entonces son ortogonales.

Diagonalizacion de una matriz simétrica real.

Sean A;, Ay, A3 autovalores de [A], matriz real y simétrica que representa a un tensor en
un sistema referencial ortogonal y vy,v,,v3, los autovectores correspondientes a los A, A,
As.

Dividiendo cada autovector por su mdédulo, y ordendndolos en forma adecuada, se
forma con ellos una base ortogonal directa. Se forma la matriz [M], tal que sus filas sean
los autovectores divididos por su médulo:

M]= |v, v, Vv, | [M]:MatrizModal

Esta matriz [M] es la matriz de transformacion que liga el referencial original con un
sistema referencial cuya base son los autovectores.

Premultiplicando [A] por [M], y postmultiplicandolo por [M], resulta una matriz
diagonal, siendo los elementos de la diagonal los autovalores A, A, A3.

A 0 0
[M][A]M]'=[D]= |0 4, O
0 0 A,

Esta matriz diagonal es la representacion del tensor en el referencial cuya base son los
autovectores.
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Casos particulares

Los tensores simétricos pueden ponerse en forma diagonalizada mediante una
transformacion ortogonal apropiada. Los elementos de la diagonal son tnicos, aunque
pueden no aparecer en el mismo orden en la diagonal de la matriz. Los ejes del sistema
referencial en el cual el tensor tiene representacion diagonalizada se denominan ejes
principales. Si los autovalores son distintos estos ejes son Unicos y ortogonales.

Como casos particulares pueden aparecer autovalores iguales. Si aparecen dos autovalo-
res iguales se dice que el autovalor es doblemente degenerado, si los tres autovalores
son iguales, el mismo es triplemente degenerado.

En el caso de triple degeneracion el tensor tiene la misma representacion el todo
sistema referencial, y cualquier eje es eje principal. Como ejemplo, el tensor de inercia de
una esfera de densidad uniforme es diagonalizado en todo sistema referencial cuyo origen
es el centro de la esfera y cualquier eje que pase por su centro es un eje principal de
inercia.

En el caso de doble degeneracion, el eje principal asociado al autovalor distinto es
tnico, y perpendicular a un plano. Cualquier eje que esté contenido en este plano y corte al
eje principal unico es eje principal.

Forma cuadratica asociada

[I9e4]

Se llama Forma cuadrética a una expresion de segundo grado en “n” variables. Por
. 2 2
ejemplo, paran = 3, Q(Xl,Xz,X3) = a11X1 +a12X 1 Xp+a13X 1 X3+. ...+ XX +A33X3 .
La forma cuadrética en x; puede ser expresada en forma matricial:

QIx] = [x][A]lx]"

[X] = [Xl, X2, X3], A = a21 a22 a23

T

Si la matriz [A] es la representacién de un tensor, Q[x]= [x][A][x] es la forma

cuadrdtica asociada al tensor.

La cuadrdtica asociada a un tensor es un invariante ante cambios de sistemas
referenciales. En particular, para un sistema referencial cuya base asociada son los
autovectores la representacion del tensor serd diagonal, y la forma cuadrética se reduce a:

QIX] = Aix i+ Aoxo ™+ Asxs”

Definiendo la siguiente operacion:
[XI[A][x]'=1

y considerando que [A] es un tensor simétrico de segundo orden, se obtiene:

2 2 2
ax; + 23.12X1X2 + a 22X» +2313X1X + 2323X2X3+333X3 =1

15



Se trata de una ecuacion de segundo grado que define una superficie de segundo
orden en el espacio tridimensional. Como no tiene términos lineales se trata de un
elipsoide o un hiperboloide de una o dos hojas. Esta superficie se denomina superficie
caracteristica o cuddrica caracteristica, y permite representar un tensor en forma grafica.

En el sistema referencial para el cual el tensor es diagonalizado, la forma cuadratica
se reduce a:

}M1X12 + 7L2X22 + }»3X32 =1

En el caso del tensor de inercia, dado que los autovalores son momentos de inercia,
siempre positivos, la cuddrica es siempre un elipsoide, que en el caso de doble
degeneracion es un elipsoide de revolucion, y en el caso de triple degeneracién es una
esfera.

Operadores lineales

Se considera la siguiente operaciéon: ¢ =[A]b

Donde [A] es una matriz, ¢ y b son vectores. En esta operacion la matriz puede ser
considerada como una transformacion lineal, o bien como un operador lineal, que al vector
b le hace corresponder el vector c.

Anexo

El tensor de Inercia

Se estudiard un ejemplo de tensor: el tensor de Inercia. Este tensor de segundo orden
resume las caracteristicas de un sélido, relativas a la cantidad de masa que posee, y a la
forma en que ésta estd distribuida. Su importancia para esta asignatura radica en la
utilizacién del mismo en el estudio de la dindmica de rotacion de los sélidos.

Los componentes del tensor de inercia de un sélido referido a un sistema referencial
A

xyz”, son los momentos de inercia del sélido respecto de los ejes, elementos que se
encuentran en la diagonal, y los productos de inercia.

I
XX Xy Xz
Tensor de inercia: [I] = | ] w Iy I,
IZ)C Izy IZZ

Donde: Ixx, lyy, Izz son los momentos de inercia, Iy = Iy, L=l Iy,=I, son los
productos de inercia.

Estos momentos y productos de inercia, para distribuciones continuas de masa, se
calculan de acuerdo a las siguientes expresiones:

o= [[[ (7 +2*Jolx v, clav
Ly= [[[ (2 +2*)olx.y.2Jav
L= [[[ 6+ )olx.y.2lav
Ly=ly= —|[] ool y.zlav
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Lo =lp= — _[ ”:/xzp[x, Y, z]dV
Lo =ly= —[[[ yeplx.y,2lav

En estas definiciones para los momentos y productos de inercia, se tiene.

p[x, Y, Z] = densidad de masa V = volumen ocupado por el sélido
X, Y, z son las coordenadas en el sistema “xyz” del elemento de volumen “dV”

p[x, Y, z] dV esla masa (dm) del elemento de volumen “dV”

Para sistemas formados por m; masas puntuales, las definiciones para los momentos de
inercia son las siguientes:

L= Z (yiz + Zi2 )mi
Iyy= Z (x} +z7)m,
= Z('xiz + yiz m,

Ixy:Iyx = - Z ('xl yi )ml
L, =lx= - Z (xi < )mi

Iy, =ly= - z (y;z;)m,

Donde x;,yi,zi son las coordenadas en el sistema “xyz” de la masa puntual m;.

En base a las definiciones de los elementos que componen el tensor de inercia, se
puede afirmar que el tensor de inercia es simétrico, y sus coeficientes son nimeros reales.

El tensor de inercia y la transformacion de coordenadas

Sea el tensor de inercia [I], referido a un sistema referencial “xyz”. Si se considera un
sistema referencial x’y’z’, rotado respecto del primero, el tensor de inercia [I] referido a
este sistema referencial es el mismo, pero su representacion cambiard. Significa esto que
las componentes del tensor tendran valores distintos. La relacion entre ambas
representaciones del tensor se obtienen mediante las ecuaciones de transformacion:

[’ = [RITR]"

Donde [R] es la matriz modal o matriz de cambio de base, que relaciona

representaciones en Xyz con representaciones en x’y’z’.

Para cada tensor de inercia existe por lo menos un sistema referencial en el cual la
representacion de la matriz es diagonalizada. Para determinar estas direcciones puede
utilizar el procedimiento descrito en la seccién correspondiente, las direcciones que
coinciden con las de ese sistema referencial se denominan ejes principales de inercia.

Ejemplos: para un sélido cilindrico de densidad de masa uniforme, el tensor de inercia
referido a cualquier sistema referencial de ejes ortogonales tal que su origen esté ubicado
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en el centro de gravedad, y tenga un eje coincidente con el eje del cilindro, es diagonal
izado.

El tensor de inercia como operador lineal

Para un sélido en rotacién, el momento angular del mismo puede obtenerse aplicando
como un operador lineal el tensor de inercia al vector velocidad angular.

L=gI]l®

Si ® tiene la direccién de un eje principal de inercia, es un autovector del operador,
es decir, para este caso L serd colineal con ®

Segun lo visto en Fisica 1, la variacion del momento angular de un cuerpo, expresada
como su derivada respecto del tiempo, es igual al torque 0 momento externo que actia
sobre el cuerpo.
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Unidad 2: Cinematica de la Particula

Conceptos generales:

La cinemadtica estudia el movimiento de los cuerpos con prescindencia de las causas
que lo producen. Describe la posicion, la velocidad, la aceleracion y la trayectoria que
puede tener un cuerpo, sin considerar las fuerzas que lo ocasionan.

En esta unidad se describird el movimiento de particulas puntuales, sin dimensiones ni
estructura interna. Particula o punto es una abstraccion que permite simplificar el estudio
del movimiento y desarrollar sus conceptos fundamentales. En determinadas circunstancias
y condiciones algunos sistemas mecénicos se pueden abordar razonable y suficientemente,
considerdndolos como “puntuales”.

Para estudiar el movimiento resulta indispensable adoptar sistemas de referencia
convenientes. Asi, se tienen los Sistemas de Referencia “Fijos” o “Absolutos” y sistemas
de Referencia méviles o “Relativos”.

Vector de Posicion, Velocidad y Aceleracion

El Vector de posicion de la particula P, respecto del sistema fijo “O” es r(t), funcion
vectorial que depende del tiempo. El Vector de posicién tendrd siempre su origen
coincidente con el origen del sistema fijo, en tanto que el otro extremo coincidird o seguird
la posicidn de la particula.

La trayectoria de un movil es la curva alabeada ¢ descripta paramétricamente por la
funcion r(t).

Existen muchos tipos de movimientos diferentes, incluso sobre una misma trayectoria.

Estos se distinguen por el ritmo con que cambia el vector de posicién al transcurrir el
tiempo.

Se ve en la figura la particula en dos instantes diferentes, “t” y poco tiempo después,
“t + At”. Durante ese intervalo de tiempo, la posicion pasa de ser descripta por el vector
r[t], al vector r[t+At]
En el dibujo se han omitido los ejes del sistema referencial.

El cambio de posicion que ha
experimentado la particula, estd dado por el
vector desplazamiento Ar:

Ar = r[t+At] — r[t]

Generalmente, este vector no coin-
cide con la trayectoria, salvo el caso par-
ticular del movimiento rectilineo.

r[t+At]

O
La velocidad, o ritmo con que cambia o

se modifica el vector posicidn, es la derivada
del vector posicién respecto del tiempo, limite del cociente incremental Ar/At cuando el
incremento “At” tiende a cero:

Lim r[t + At]— r[t] _ dr[t]
At—0 At dt

En el limite, cuando el intervalo de tiempo se hace cada vez cada vez mds pequeiio, el
vector Ar se aproxima a la trayectoria y el vector velocidad queda tangente a la misma.
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Este vector velocidad dependiente del tiempo se indicard de la siguiente manera:

d’ ° 7 — 1
. +Ai

=T =
dt At

Siendo r(t) el vector de posicion referido a un sistema fijo, la velocidad v(t) definida
es la velocidad absoluta, y es independiente del origen “O” considerado.

La aceleracion se define como:

dv d*r % —v
a(t) = 0 _ ;r) =1, — lim—t+an ~ Yo
dt dt At

Podemos entender a la aceleracién como la causa de los cambios en la velocidad. Mds
adelante se verd que el cambio en el mddulo del vector velocidad se deben a una
componente de la aceleracién denominada aceleracion tangencial, en tanto que los cambios
en la direccion se deben a la aceleracion normal.

Interesa analizar r(t), v(t) y a(t) para los sistemas de coordenadas mads usuales o
practicos: cartesianas, cilindricas, esféricas, intrinsecas. Para cada uno de estos sistemas de
coordenadas se define una base en la cual se expresan los vectores. Para mds detalles
acerca de los sistemas referenciales y los versores que conforman sus bases, consultar el
Anexo 1, y la bibliografia recomendada.

En coordenadas cartesianas:

Se toma un sistema de coordenadas xyz, de base ortonormal {i,j,k}, con origen en el
punto
fijo “O”. El vector de posicién r(t) tomard la forma:
ri)=x@)i+y)j+zi k
La velocidad es:
dx dy

t)= (.t)— i j @k— (0 i Et)' Z(.t)k
v(t)= r = E 1+ & J + gt = x(t) i+ Yy Jj+

La aceleracion resulta:

. .o d2X dzy d2Z o [ oo
a(t): V(t) = I'(t) = dt2 i+ dt2 j+ dt2 k= X(t) i+ Y(t) j+ Z(t) k

Nota: se considera el referencial de coordenadas cartesianas como fijo, es decir, que
los versores 1,j,k no varian en el tiempo y tienen derivada nula.
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En coordenadas cilindricas:

Se utilizan las coordenadas (p, ¢, z) y la base movil ortonormal {ep,e4.K}.

El vector de posicion es:
r(t)=p(t) ep+z(Hk

r(t) z(Hk

p(t)ep

La velocidad se obtiene derivando r(t) respecto del tiempo. Al realizar esta derivada,
se tiene en cuenta que el vector de posicion esta referido a una base movil, es decir, que los
versores que la forman cambian su direccidén en el tiempo.

dr(t) .
v(t)= ;(t) =P e+ P 427k

En la ecuacion anterior, ®# representa la derivada del versor e, respecto del
tiempo.

Siendo:

e, =Cos (9)i+ Sen(d) j, y ey =-Sen (0) i+ Cos(¢) j

€0 =9 (Sen () i + Cos(®) j) = ? €

Es decir, que la derivada del versor e, respecto del tiempo tiene la direccion de ey.
Utilizando esta relacion se reformula v(t):

V(t)=pep+p¢e¢+2k

En la descripcién de la velocidad en coordenadas cilindricas aparecen tres

componentes:

P | componente de la velocidad en la direccién de e,, serd distinto de cero cuando el

movimiento sea tal que P varie en el tiempo.

P es la componente de la velocidad en la direccion de ey, y
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Z ]a componente de la velocidad en la direccién de k.

Se remarca que, en un caso general de movimiento en el espacio, el vector velocidad
v(t) siempre tiene la direccién de la tangente a la trayectoria. {ep,ey,k} forman un triedro
ortogonal, cuya orientaciéon cambia “acompafiando” al movil.

Un caso particular es el movimiento circular, si el sistema de coordenadas se elige de
manera tal que su origen coincide con el centro de la circunferencia descrita por el moévil, y
el eje z tal que resulte perpendicular al plano en que se realice el movimiento, resultaran

z=0y P = constante = radio de la circunferencia; p =Z=0; ¢ o (velocidad
angular);

P o = velocidad tangencial (vr). La expresién de la velocidad sera:

v(t) = pme¢:vTe¢
vres la conocida velocidad tangencial del movimiento circular.

O . .
La aceleracion es: a(t) = Zli) =P €, + pep+p¢e¢+p¢ e¢+,0 P 7k

Siendo ey = -Sen (¢) i + Cos(9) j,  serd €. ¢( Cos (¢p) i+ Sen(0) j) =- ¢ [
Agrupando términos:

a=(P-P ¢2)ep+(p ¢+2p¢)e¢+ Zk

Se analizardn a continuacién los distintos componentes de la expresion de la
aceleracion en coordenadas cilindricas:

Componentes en e,:

P : Puede interpretarse como una aceleracion radial.

P 92, Es 1a causante del cambio de direccién de la componente de velocidad en ey. En
el caso de un movimiento circular, es la aceleracion centripeta.

Componentes en ey:

P9 Es originada por la variacién de la velocidad angular con que rota el radio # . Si
el movimiento es circular, es la aceleracion tangencial.

2P ¢: Es la aceleracion complementaria (a.), aparece unicamente cuando tanto el
radio # como el dngulo ¢ varian en el tiempo. Proviene de dos contribuciones simultineas

de igual valor po pero de diferente origen:
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1- Debido al cambio de direccién de? . Suponiendo que el movimiento posee P 20, y

de moédulo constante. Si ¢¢O, la direccién del vector © cambia continuamente, como Se
muestra en la figura:

En la figura, se aprecia que:

A; ° ° ° °
AP=A) P =Ad P,=A0p P
° Formando el cociente Ai = M ’
P2 At At

y en el limite cuando At—0:

(V2)a.= Py a. = Aceleracién complementaria
2- Debido al desplazamiento sobre el radio: Suponiendo ¢:c0nstante, si P #0, el
valor de # se modifica, lo que producird un cambio en la componente de la velocidad en la
direccion de ey

Av=v,—v|= ¢(Pz-Pl)
* PP
V2 Formando el cociente Av ¢ AL
Vi At
P P2 En el limite cuando At—=0  b( 1/2 )a. 9P

En coordenadas esféricas:

Se utilizan las coordenadas generalizadas esféricas p,O,A y la base ortonormal
{ereo.€}
El vector de posicion se expresa en la base de coordenadas esféricas como:

r=re;
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€

€

€9

Para las coordenadas esféricas se cumplen las siguientes relaciones entre los versores
de la base:

e, = Sen(0)Cos(A) i + Sen(6 )Sen(L) j + Cos (B)k

aeir = Cos(0)Cos(A) i + Cos(0 )Sen(A) j - Sen (B)k = eg
00
i;e/{ = - Sen(0)Sen(A) i + Sen(B )Cos(A) j = Sen(0)e;,

El vector velocidad en coordenadas esféricas resulta:

d ° ° °
vV = i =T er+r9e9+rlsen(9)ex

En coordenadas esféricas, las curvas a r y A constantes se denominan meridianos; las
curvas a r'y 0 constantes son los paralelos.

En la expresion de la velocidad, aparecen tres componentes:

I': es la componente en la direccion del radio r. Serd siempre nula en los movimientos
con r constantes.

r 0. componente en la direccion de ey, tangente a un meridiano.

r 4 componente en la direccién de e), tangente a un paralelo.
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€

€

v

\

La aceleracion resulta:

dv
a= di =(1-r0%2_rSen’ )4 e+ (1 +21 0 _rSen(®)Cos(0)4?) eq +
+(r Sen®) 4 +21 Sen(0)4 +2 1 Cos(8)f 4 )e,
Las componentes en e;:

(1)
I': Aceleracion en la direccién radial, originada en el cambio de mdédulo de la
componente de la velocidad en e,.

r02: Es una aceleracién centripeta debida a la rotacion sobre el meridiano.

r Sen’(8)4 % Proyeccién sobre e, de la aceleracién centripeta debido a la rotacién
sobre el paralelo.

A

r Sen(8) 1> r Sen(8)Cos(8) 1 >
A Z
/
/
; o ’
Paralel 0

/ .
/ r Sen(0) A

/
/
/
/

Componentes en eg

v
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(1]
r : aceleracién tangencial debida a rotacién en meridiano.
o o

21 0 Aceleracién complementaria.

r Sen(0)Cos(0) A2 Proyeccién sobre la tangente al meridiano de la aceleracion centripeta,
debida a la rotacidn sobre el paralelo.

Componentes en e;:

r Sen(8) 4 : Aceleracién tangencial debido a rotacién sobre el paralelo.

21 Sen(0)4: Aceleracién complementaria, proyeccion sobre el plano paralelo de la

velocidad radial (T Sen(0)).

2 1 Cos(8) 4: Aceleracién complementaria en paralelo debido a la proyeccion sobre

el plano paralelo de la velocidad tangencial en el meridiano (r Cos(0) o ).
A

r Sen(0) ./1.

s

v

v
&
<

En coordenadas intrinsecas

En las coordenadas intrinsecas o de trayectoria, la descripcién del movimiento de la
particula se realiza en términos de componentes que son tangentes o perpendiculares a la
trayectoria. Esto resulta particularmente util cuando se conoce la curva que sigue la
particula, por ejemplo un automoévil que recorre un camino sinuoso.

El movimiento de una particula sobre una curva en el espacio puede describirse en
funcién de la coordenada generalizada q;=s, la longitud de arco medida desde un punto de
referencia.

El vector de posicion se expresa en funcidn de esta coordenada generalizada:

r(s)=x(s)i+y(s)j+z(s)k
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En esta expresion, “s” es depende del tiempo (a medida que transcurre el tiempo, el
movil se desplaza sobre su trayectoria, y la longitud del arco recorrido aumenta).
Para determinar la velocidad se aplica la regla de la cadena:

dr(s) dr(s) ds dr(s) * dx(s) . dy(s) . dz(s) .
wo= Ao dsdt _ s T ds sp, A sy, A5 g
dx(s) dy(s) dz(s)
Ssods gy ods j o ds
dx(s) dy(s) dz(s)
Siendo ( —ds 4 J —ds + —ds k) =T, el versor tangente (T es tangente a
la curva)

El vector velocidad resulta:

v(it)=5T.

Esta tdltima ecuacién refleja el hecho de que el vector velocidad es tangente a la

trayectoria, por lo tanto, tiene solamente componente en el versor tangente T. S es la
rapidez o celeridad.

La ag\f;ég}racién se obtiene gerivando la velocidad respecto del tiempo.

at)= 4 —sT4s ds s

dT N
Siendo ds = p donde P es el radio de curvatura (no debe ser confundido con
el radio p de coordenadas cilindricas), la aceleraciéon en coordenadas
intrinsecas se puede expresgr como:
[ ]
dv(s) S

ap= 4 =sT4+ P N

En coordenadas intrinsecas, aparecen dos componentes de la aceleracion: la

aceleracion tangencial ( S ), responsable del cambio en el valor de la velocidad, y la
o2
s

aceleraciéon normal( D ) responsable del cambio de direccion de la velocidad.

En el dibujo de la
derecha se muestra un
movimiento curvilineo
que tiene lugar en un
plano. Se muestran tres
instantes diferentes del
movimiento y en cada



uno de ellos el radio de curvatura y su correspondiente circulo osculador. También se
muestran el versor normal y tangencial en el primer circulo oscilador. En el segundo
circulo oscilador solo se muestra la velocidad y, por tltimo, en el tercer circulo se indican las
aceleraciones normal y tangencial.

Si bien la descripcion de la velocidad y aceleracion en funcién de la coordenada

intrinseca “s” es sencilla, se debe tener en cuenta que los versores T y N cambian de
direccién a medida que la particula evoluciona en su movimiento, ademas, el radio de

curvatura X se mide desde un centro de rotacién cuya posicion se modifica con-
tinuamente.

Anexo 1

Sistemas Referenciales
1. Sistemas de coordenadas generalizadas

El nimero de coordenadas necesarias para describir un sistema es igual al nimero de
grados de libertad que el mismo posee. Asi, para determinar la posicion de una particula en
el plano son necesarias dos coordenadas. Si bien por defecto se piensa en distancias
medidas sobre ejes perpendiculares (Sistema de ejes cartesianos), este par de coordenadas
puede tener cualquier dimensionalidad.

Se denomina sistema de coordenadas generalizadas a cualquier sistema de
coordenadas que permita describir un sistema fisico.

Un sistema que posee “n” grados de libertad, puede ser expresado por qi, q2, ..., On
coordenadas generalizadas. Casos particulares son las coordenadas cartesianas, las

coordenadas cilindricas y las coordenadas esféricas.

Cartesianas Cilindricas Esféricas
q1 X p r
92 y (1) A
qs V4 z 4]

Estas coordenadas generalizadas definen un espacio al que se denomina espacio de
representacion. En el caso de las coordenadas cartesianas, el espacio de representacion es
coincidente con el espacio fisico o real.

Para los demas sistemas de coordenadas generalizadas, la relacion entre los espacios se
establece mediante relaciones, por ejemplo, para el espacio de tres dimensiones:

X = x(q1, q2,93)
y=y1, q,q3) [1]
z =12(q1, 92,93)

Radio vector o Vector de Posicion:

La ubicacién de un punto en el espacio cartesiano viene dado por el radio vector
r=xi+yj+zk
donde r es una combinaciodn lineal de los versores bases.

Utilizando las relaciones [1], el radio vector en coordenadas generalizadas queda:
r = x(q1, 42.93)i + y(q1, 92,93)j + z(q1, G2.q3)k (2]
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Base de coordenadas generalizadas

Partiendo del vector posiciéon en coordenadas generalizadas, ecuacion [2], derivando
este vector posicion respecto de las coordenadas generalizadas, se obtiene otro vector con
los cuales se puede formar una base:

or b or b or
5. > b= 77—, b3= T
dg, 9q, 9q;

Estos vectores no necesariamente son ortogonales, pero siempre cumplen la condicion
de no coplanaridad, lo que asegura que puedan formar una base para un espacio

tridimensional.
Dividiendo por el médulo de cada vector, se obtiene una base de versores:

%% % %‘]3
; €= ;€= 14

A
z

b = (3]

[4]

€ =

Coordenadas Cilindricas

En este caso en el
espacio de configuraciéon se
adoptan como coordenadas
dos distancias y un dngulo:

z Q=P @=0 ;q3=

v

R La interpretacion de estas
—————————————————————————— variables se muestra en la
figura de la izquierda.

\

Las tres coordenadas independientes que definen la posicion del punto son la proyeccién
€6,

de r sobre el plano horizontal, el dngulo que forma esta proyeccién con el eje “x”, y la
altura “z”.

Las relaciones entre coordenadas cilindricas y cartesianas son:

X=pcos¢
y=pseng
T (5]
p=Ax"+y’
Q= ArcTang(lj
X
=2

Utilizando la base de coordenadas cartesianas, y las relaciones entre las coordenadas
cartesianas y cilindricas, Los versores base del sistema referencial de coordenadas
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cilindricas se definen utilizando las ecuaciones [4]. Para ello, se escribe la ecuacion del
vector posicion utilizando las relaciones [5]

r (P’¢,Z): PCOS(¢)i + psen(¢)j +7k
or
0
€)= 8/—p =cos (0) i+ sen (¢)j [6]
‘ rap‘

or
€)= a/ﬂ = -sen () i + cos (0)j [7]
s
or
e ok —k [8]

Tk
ok

Se verifica que estos versores son perpendiculares entre si, y en la secuencia indicada
definen una base directa.

Las componentes del vector posicion en la base de coordenadas cilindricas se obtienen
realizando los productos escalares:

l'(p’¢’z)'ep: p
r (P9 %)ee,= 0
r(p’¢’z)°ek: z

El vector posicion en la base de coordenadas cilindricas resulta:
r (P93 =pe,+zk 9]

Partiendo de las ecuaciones [6],[7] y [8], puede escribirse la matriz de cambio de base
de coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas. Para ello, se escriben los versores
base de coordenadas cilindricas como filas:

cos(¢) sen(¢) O
[M]cart—> cil— - Sen(¢) COS(¢) 0 [10]
0 0 1
Aplicando esta matriz a vectores escritos en la base cartesiana, resulta el vector escrito
en la base de coordenadas cilindricas.

Si se compara esta matriz de cambio de base, se comprueba es igual a la matriz de
rotacion alrededor del eje z.
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Coordenadas Esféricas

En las denominadas coordenadas esféricas, las tres coordenadas generalizadas toman
la forma:
Q=r ; 2=A;q3=9

En forma similara lo hecho con las coordenadas cilindricas, caracterizamos
las coordenadas esféricas en base a sus relaciones con un referencial cartesiano:

Se observa que “r” es la distancia desde el punto hasta el origen de coordenadas

(Y34

(médulo del vector de posicién), A es el dngulo medido desde el eje “x” hasta la

(Y4

proyeccion del vector de posicidn sobre el plano “xy” y 6 es el dngulo entre el eje “z” y el
vector de posicion.

\

Las relaciones que ligan las coordenadas esféricas con las cartesianas son:
x=rsen(@) cos(A)
y = r sen(f) sen(A)
z=rcos(f)

r=1/x2+yz+z2
X+’
0 = ArcTang| ——

<

[11]

A= ArcTang(lj
X
En base a las relaciones [11], el vector de posicién tiene la forma:
r[r,A,0] = r sen(0) cos(A) i + r sen(0)sen(A) j + r cos(0)k [12]
Utilizando en mecanismo de derivacion parcial respecto de las coordenadas
generalizadas, se obtiene la terna de versores base de coordenadas esféricas:

v,
e= - o _ sen(0) cos(A) i + sen(B)sen (A)j + cos(0)k [13]
rar
o
or
00

€= ‘87 ‘ = cos(0)cos (L) i +cos(0) sen (A)j — sen(0)k [14]
00
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o e
€)= oA =-sen(M)i+ cos(A) j [15]
or
i
Definidos los versores de la base de coordenadas esféricas, se determinan las

componentes del vector de posicién en esa base:
r(r,/i,e) oe =1
r (r,ﬂ,,ﬁ). e = 0
r(" 40 e= 0
Quedando entonces, el vector de posicion en coordenadas esféricas:
r("A% =re  [16]

De la misma manera que en coordenadas cilindricas, partiendo de las ecuaciones
[13],[14]y [15], se puede formar la matriz de cambio de base de cartesianas a esféricas.

Coordenadas intrinsecas

Sea un movimiento sobre una curva en el espacio. La posicion de una particula sobre
esa curva se establece mediante una coordenada generalizada, la cual puede ser la longitud
medida desde un punto arbitrario de la curva, que se toma como origen.

qi =S

Partiendo de la ecuacién del vector de posicion r[t] en coordenadas cartesianas:
r(t] = x[t] i+ y[t] j +z[t]k

la longitud de arco (s) se determina mediante la integral:
V) + () + (1) ar
SszJ(x) () +(z) -

Siendo esta funcién siempre creciente, en teoria es factible determinar su inversa:

t =t[s]
Reemplazando en la ecuacién del vector de posicion en funcion del tiempo, resulta:
r[s] = x[s] i+ y[s] j +z[s]k

Se definen los versores T (Tangente), N (Normal) y B (Binormal):

- a’r[s}/
T= ds

dT [s
il e

B=TxN

= k= curvatura de flexién

Estos versores forman el triedro intrinseco, y pueden utilizarse como una base para
expresar los vectores posicion, velocidad y aceleracion.
El reciproco de la curvatura de flexion es el “radio de curvatura” p:

P=;
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Anexo 2
Transformacion de Coordenadas

En el Anexo 1 se detallan aspectos de los sistemas referenciales. Conocidos los
componentes de un vector en un sistema de coordenadas, se buscard la manera de conocer
las componentes del mismo en otro sistema.

La relacién entre sistemas de coordenadas se dan a través de las matrices de
transformacién. Se verd de qué manera de definen estas matrices de transformacion entre
sistemas referenciales ortogonales.

[ 2 299

Sean dos sistemas ortogonales “xyz”, “x’y’z’” a las cuales se asocian las bases ijk,
i’j?k,
Los versores de la base i’j’k’ pueden escribirse como combinacién lineal de los versores

dados porijk:
i =a11i+a12j +apzk
JV=aygi+anj+ank [A2-1]

k’ = a31i+ a32j + asz k

donde ajj son los cosenos directores de los versores i’,j’ Kk’ en el sistema ijk.
Dado el vector A, de componentes Ax,Ay,A;en el sistema “Xxyz”, sus componentes en

[ 2,22

el sistema “x’y’z’” se determinan mediante los productos escalares:
Ax’: Aei’ = Ae (alli + a12j + a3 k)
Ay’: A.j’ = Ae (a21i + a22j + a3 k) [A2—2]
Ay= Aok’ = Ae (azji+ a3 j + asz k)

Utilizando notacién matricial, las relaciones listadas en [A-2] resultan:
A’ =[MJA [A2-3]

donde [M] , matriz de transformacién o cambio de base:
a  app dg

[M]= [a; @, ajy [A2-4]
a3 a3y Ay

En la ecuacion [A2-3], los vectores A’ y A se escriben como vectores columnas.

Siendo los sistemas xyz y X’y’z’ ortogonales, la matriz [M] es una matriz ortonormal,
y su matriz inversa es equivalente a la matriz transpuesta. Premultiplicando ambos
miembros de la ecuacién [A2-3] por la inversa de [M]:

M]'A’ = [M]'[M]A =[1]A=A

Reemplazando por la transpuesta, resulta la relacién:
A =[M]'A’ [A2-5]
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Unidad 2: Cinematica Relativa

Este Capitulo también es conocido como '"'Cinematica del Movimiento Compuesto
de la Particula" o, también, ''Cinematica en Sistemas de Coordenadas Moviles''.

Tiene importancia como herramienta para facilitar el andlisis de movimientos
complejos, que provienen de la combinacién o efecto simultaneo de distintos movimientos
sencillos, o bien conocidos.

Se trabaja con sistemas de referencia simultdneos uno fijo o "absoluto" y al menos

uno movil o "relativo".

Sistemas de Referencia en Movimiento

o' !

Dado un sistema de referencias fijo Oxyz de centro O diremos que el sistema O'x'y'z

estd en movimiento respecto a aquel cuando ocurra alguno de los siguientes casos:

zZ 4 ,

{<V

X

@¢0, éd—l¢0, éﬁ?ﬁo, obien,d—i()
dt dt dt dt

Sistemas Rigidos y Deformables

Trabajaremos en nuestro estudio con sistemas de referencia ortogonales y rigidos, es
decir, que conservan la mutua perpendicularidad de sus ejes, durante todo el movimiento

(es decir, para todo t).
La condicién de RIGIDEZ es [.] = jE =k.i =0 ental caso
Los sistemas que no cumplen la misma se dicen DEFORMABLES
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1) Movimiento con Sistemas en Traslacion (tinicamente)

L

- El movimiento de P puede describirse tanto desde Oxyz, como desde O'x'y'z'.

- Oxyz es un SISTEMA FIJO (F)
- O'x'y'z' es un SISTEMA MOVIL (M) en TRASLACION.

Un sistema movil evoluciona en Traslacion, respecto de otro, fijo cuando su origen O'
se mueve segun una ley cualquiera R(?) pero sus ejes se mantienen paralelos a si mismos.

(Los ejes de O'x'y'z' se dibujaron paralelos a los Oxyz tnicamente como criterio
simplificativo. Pueden tener otras direcciones).

F.=R+F,| (1)

Aqui T Vector posicion referido al Sistema Fijo
r,, - Vector posicion referido al Sistema Movil
R: Vector posicion del Origen del Sistema Movil respecto del Sistema

Fijo

Derivando (1), obtenemos la VELOCIDAD

_ar

. dR dr
T, T dr dr

=+ 2)
. dt dt

M

En esta ecuacidn:

dR

j . velocidad de arrastre debida al movimiento del centro O'
t
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dr _ , ,
— =YV,,: velocidad relativa
dt|,

ar| _

—| =V, velocidad absoluta
dt|,

Derivando (2), obtenemos la aceleracion

dv, _d’r, _d’R N d’r,

ap = (3)
Ydt oAt drt dr?

donde:
d : aceleracion absoluta
- d', o
d, =—— taceleracion relativa

dt
d’R B . . . .
i : aceleracion de arrastre, por movimiento del origen del Sistema Movil o,
t

respecto del Sistema Fijo.

2) Movimiento con Sistemas en Rotacion (inicamente)
En la figura se muestran dos sistemas, el Oxyz que consideramos como fijo, y el
O”x"y’z’, animados de un movimiento de rotacién con velocidad angular ®. Los
origenes O y O” permanecen siempre coincidentes. La posicion de la particula P se
describe mediante la del vector de posicién R(t), el cual puede referirse a ambos

sistemas:
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Vector de posicion referido al sistema moévil

R(t), =x'T+y j+7'k' (4)

Vector de posicion referido al sistema fijo

E(t)F =x7+y]+zl;

Se reescribe la ecuacion (4) indicando que las componentes xyz” dependen del tiempo
RO=x'®i ()+y' O ]'®) + 2/ Ok (1) @)

Notese que R(t)‘F = R(t)‘M , constituyen el mismo vector, es decir, es valida la igualdad

vectorial, aunque estén expresados en bases diferentes.

Evaluamos la derivada de R(?)

dt dt dt dt
~ e - YT —~

(3) (6)
Al evaluar las derivadas se ha tomado en cuenta que los versores de la base movil cambian
en el tiempo y tienen por lo tanto derivada no nula.

El término (5), al mantener lv',j',/g ' fijos, o sin variar, constituye una velocidad

o o o ‘ dR([) Iy

(x',y',z) en el sistema mévil O'x'y'z". Lo llamaremos, por lo tanto 7
t

Un observador solidario a la base mévil veria a la particula P animada de esta velocidad.

En cuanto a (6) vale lo siguiente: Por condicion de rigidez del sistema O'x'y'z'

) \ [ d ) d\i/' ~ ~ dj'
1.7'=0 — @' g =—g+'—=0
J d( 7" PR
=70 —~ _] ' \,(' dk'
k'=0 = ~(JEY="2k+7.—/—=0
/ > s ( =
Ki'=0 i(/?'f') dk’ o dl
J \ dt dt dt
d ~ ~ dj(‘
Ll w'(t)=—.]'=—1""—
amaremos L ()= 7 . &
] .]‘ i = dE'
w'(t)=—"—k'=—j'.—
0= K=,
dk'v dir'
'[ = — kv
W, () dt dt

Con w,'(#),w,'(¢),w_'(¢) funciones escales de t.

37



Y por otra parte, recordando que la derivada de un vector de magnitud constante es

ortogonal al vector:

djl

Y j=0
dr’
4 o
dt
d;' d]" dE' b A ]
Ahora expresamos —,—— y ——enlabase 7', j',k" quedando
dt dt dt
GG 5 54 e
dt dt dt dt

d
dE' dE‘ ~ ~) dv‘ ~ ~ dv' i i
=0 H | JH Kk
dt dt dt dt

Sabiendo que los siguientes productos escalares son iguales a cero

di’ d' ) - dk' ) -
— 0" i'=0 ——.J }Jj'=0 —k'|k'=0
(dtljl (df]jj (df j

Volviendo a la ecuacién (6) y definiendo el vector @ = (@, ; ,; a)z) se tendra

x|z’ @).7 —ay O K+ y[- e’ )0 + e’ O |+ oy’ )7 — e’ (1) 7] =
[y’ (1).2 = ')y + e’ ()X — ' (0).2]] + e’ (0).y — v’ (1) X T =
i’ j' k’
wx oy w7|=0XxR,
x oy 7

Finalmente queda

dR dR _
(] :(] caxR, )
dr ), \dt),

Admitiendo la existencia de un vector @ =(a)x’;a)y’;a)zl) que denominaremos

VECTOR ROTACION, es posible definir un operador & aplicable a cualquier vector

expresado en sendos sistemas de referencia fijo y movil.
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(4] A1) o

dt dt
Analizando la VELOCIDAD y ACELERACION en un sistema que rota respecto de

otro fijo se tendra:

En el sistema moévil O Xy "z es
Ty = X0+ y'.j’ + Z’.E,
y como vectorialmente
Ty =T
Fo=x0+Y.J+7k
Aplicando el oprerador d a esta dltima expresion se tendra
d(r)) _(d(r) .
= +(@x @),
da ), dt ),
Resultando en definitiva la expresion de la velocidad
(V)F = (V)M + (@' X (?))M
donde la velocidad referida al sistema fijo o ABSOLUTO es igual a la velocidad del
sistema movil o RELATIVO mas la velocidad de arrastre por efecto de la rotacién del

sistema mé6vil dado por @ = (Wx";@y";wz7")

La aceleracion se obtiene aplicando el operador d a la velocidad absoluta quedando

(dc(;)]F :(d((V)M +£Z7><(7))M )jM +(@x((v), +@x®), )),
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dt dt dt dt

(d(V)jF :(d(v))M +(d(a'7><(7))M]M +(de(?))M +ax(@xF,)

Resultando en definitiva

(dg)jF :(dg)]M +a.f><FM +2.(a7x%(?)jM +@x(@x7y)

Donde la aceleracion absoluta referida al sistema fijo es igual a la aceleracion relativa
al sistema movil mas la aceleracion de arrastre debida a la variacion de ® (aceleracidon de
rotacion) mas la aceleracion de arrastre complementaria mas la aceleracion de arrastre

centripeta.
3) Movimiento con Sistemas en Traslacion y Rotacion Simultanea

De la ecuacion (1)

F.=R+F,

(), =0)y +@x ), +

Los dos ultimos términos del segundo término de la ecuacidn anterior representan a la
velocidad de ARRASTRE de TRANSPORTE. Posee un término debido a la ROTACION
DEL SISTEMA MOVIL (@ x Tr)),y otro debido al movimiento del ORIGEN MOVIL
dR
E .

Para obtener la aceleracion se debe derivar la anterior respecto del tiempo obteniendo

O respecto del sistema fijo

(a), =(dc(;:)jF =[d;(f)l = d;f§)+a.7>< 7y +@X(@xF, )+ 2(@x7),

Donde los términos son conocidos.
d*(R)

t2

Se debe hacer notar que el término se incorpora a la descripcion del

movimiento como ARRASTRE o TRANSPORTE originado en el movimiento del origen
del sistema movil respecto del sistema fijo. El resto de los términos son las aceleraciones
de arrastre inducidas por la rotacion del sistema movil.

IMPORTANTE: En la expresiones (1) ; (10) y (11) las igualdades vectoriales
imponen, a los efectos de la resolucion de problemas préicticos, conocer necesariamente la
transformacion lineal [A] que permita relacionar las bases (i,j,k) con (i",j".k") de los

sistemas fijo y moévil.
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Unidad 3: Cinematica del Cuerpo Rigido
Introduccion

En el estudio de la cinemdtica del sélido se toman en cuenta las dimensiones de los
cuerpos. Se verd que el movimiento general de un cuerpo siempre se puede describir como
la combinacién de movimientos sencillos de traslacién y rotacién. Se analizardn casos
particulares del movimiento de sélidos, tales como el movimiento plano, el movimiento
polar o con un punto fijo.

Definicion

Cuerpo rigido: se define como cuerpo soélido rigido aquel elemento constituido por
particulas que mantienen sus distancias relativas constantes.

Cuerpo deformable: es aquel en el cual las distancias relativas entre particulas pueden
variar.

Estudiaremos la cinemdtica del sélido rigido, o sea las posibilidades y movimientos
que puede presentar en el espacio.

El concepto de sélido rigido es una idealizacidn; en la realidad fisica, el mismo no
existe. Nos encontramos en ella con sélidos reales: deformables.

En general, las deformaciones de los sélidos reales son pequefias comparadas con sus
dimensiones y podremos aplicar los conceptos y definiciones relativas al sélido rigido
ideal.

En los casos en que las deformaciones sean importantes respecto de la geometria del
s6lido, al mismo no podrin aplicarse los conceptos referidos al sélido rigido.

Condiciones Cinematicas del Sélido Rigido

Partiendo de la definicion dada anteriormente, estableceremos relaciones que ligan las
distintas variables cinematica del s6lido rigido.

Condicion analitica de rigidez

C ey . . Cc|=cte
La condicién de rigidez la podremos expresar por: ‘ ‘

‘6 ‘ = cte distancia entre dos puntos

P; y P, dos puntos del rigido

Referenciando al sélido rigido respeto de un punto de referencia "O" quedara:
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‘PZ —Pl‘ = cte

(Py =) 5 el vector diferencia entre los vectores posicién de los puntos P; y P,. Su
modulo es la distancia entre los mismos.

Condicion cinematica de velocidades

(P,—P)=cte
(P,—P).(P,—P))=cte=(P,— P))’

Si el solido estd en movimiento las posiciones de los puntos Py y P, son funciones del
tiempo entonces:

di_ 2 2(P. — P @_E =0
E(P2 P) =0 (P, = P). P

N - Vv, =
2(P,-P).(v,—v,)=0 donde Yy

(B =P)7,=(B=P)W

Dividiendo por el médulo de (£2 = 1)

(Pz _Pl) o (Pz _Pl) _. e, v, =¢e,.5
PP B-p["
2 1 2 1

queda
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Denominada condicién cinemadtica para las velocidades. En definitiva la proyeccion de
las velocidades de dos puntos sobre la direcciéon de la linea que une dichos puntos es
constante.

Condicion cinematica de aceleraciones
Partiendo de la condicion cinematica de velocidades y realizando las derivadas se tiene

dP: dP:
dt dt

Z(ﬁ).dvl N dP, _sz

—_dv
J +(P,—P). 2 :
:+ (B = R) dt dt d dr )

v,,.V, + (P, — P).d, =v,.7, + (P, — P).,
v,,.(V, =V,)+ (P, — P).d,=(P,— P).d,
waf ]

Vo +z T
7P — P 621.612 = €2l.a1
2 1 v

—

21: yelocidad relativa

a .y
2: aceleracién de P,

—

a ..
I aceleracion de Py

-

2
‘Vz 1‘ condicion cinematica de aceleraciones

—

a,e,, =a,e, ————
2°+21 1°%~21
‘12 11‘

O sea que la proyeccion de la aceleracion en el punto P, sobre la direccion (P, —R) es

igual a la proyeccién de % sobre la misma direccién menos el cuadrado escalar de la
velocidad relativa dividido por la distancia que separa los puntos.

Movimientos del Sélido en el Espacio

El sélido rigido no vinculado en el espacio puede realizar movimientos o sea tener
distintas ubicaciones y orientaciones en el espacio a través del tiempo. Estos movimientos
pueden ser puros o compuestos.
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Movimientos puros del sélido en el espacio
Translacién pura

Este tipo de movimiento se da cuando la recta que une dos puntos cualquiera conserva
su médulo y direccion en las distintas posiciones que ocupa el sélido a través del tiempo.

Trayectoria del punto

Trayectoria del punto
P2

En t =t se tiene P; P,
ent=t"setiene P, P
Para t =t" se tiene P"; P";

Caracteristicas cinematica del movimiento de traslacion del solido
» Todos los puntos del rigido tienen idénticas velocidades instantdneas:

lim (P |—PR) 5= lim (P,—P,)

"TAS0 M TAS0 A

P,=P +c P ,=P +c 2)
Reemplazando (2) en (1) resulta:

V=V,

» Los vectores desplazamiento ¢ y velocidad de traslacion v son vectores libres.
* Toda linea del sélido se traslada manteniéndose paralela a si misma.

Supongamos tener las bielas P; - O; y P, - O, que pivotean en O; y Oy; la placa que
une P; - P, pasa a ocupar la posicion P’ - P", después de la traslacion el vector ¢ se
traslada paralelo a si mismo. La velocidad de todos los puntos es idéntica.
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= Las trayectorias de todos los puntos son idénticas y superponibles.
Rotacion pura

Definicion: cuando un sélido se mueve de tal manera que permanecen fijos dos de sus
puntos se dice que esta en rotacion.

En realidad permanecen fijos todos los puntos que se encuentran sobre la recta
definida por esos dos puntos.

Si O y O, permanecen fijos y O3 se encuentra alineado con ellos se tendra:

0,-0, =a0, -0,
derivando la anterior quedara

V,=V)=a(V, -V,)

Pero
V,=V,=0

Entonces se deduce que
V,=0

Como O3 es genérico todos los puntos alineados

0,

en 91~ 0 permanecerdn fijos.
Velocidad en la rotacion

El estado de velocidad del sélido se estudia partiendo de la condicién de rigidez. Para
un punto cualquiera P fuera del eje:

(P-0,)* =cte

(P-0,)* =cte

Considerando que la posicién del punto es funcién del tiempo se deriva quedando:
2(P-0).(V,-V)=2.(P-0)V,=0 pues 'V, =0

2(P-0,).(V,-V,)=2(P-0,)V,=0

de lo anterior surge que v, es perpendicular ac y a (P=0,) , luego es perpendicular al
P,0,0,
plano .

La posicion del sélido queda determinado por tres puntos. Luego el movimiento del
solido queda determinado por el movimiento de un plano del mismo.
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La recta 0,0, permanece fija en ese plano, luego el movimiento del sélido estd dado
por el movimiento del punto. La velocidad del punto P; y en general la de todos los puntos,
es perpendicular al eje.

En un tiempo At, el plano barre un dngulo A¢.
Se define la velocidad angular media como

A
a)ﬂ‘l = £
At
y la velocidad angular instantdnea como
. A
w=lim =%
Ar—0 At

Un punto cualquiera del sélido por ejemplo P;
que esta a una distancia r; del eje en el

intervalo At describe un arco AB  de trayectoria
circular de radio r;

AB=Al= r, A@
La velocidad del punto P;
V. = dr _ T lim% = r.% =r.@

T dr a0 At dr

La velocidad de un punto es igual al
producto de la velocidad angular por el
radio del punto respecto del eje de rotacion.

Vector velocidad angular ;
Es conveniente otorgarle al vector ® (velocidad angular) cardcter vectorial,
1). El médulo es: '

do
dt
2) Direccion: la del eje de rotacion

3) Sentido: segun la regla de la mono derecha
4) Punto de aplicacién: cualquier punto del eje de rotacién (vector deslizantes)

Vpi=o(Pi-0,)sena
Nos queda
Vpi =CD'><(P1 —01)
O sea que la velocidad de un punto es el momento del vector rotacién respecto de ese
punto (por eso se le otorga carécter vectorial).
El movimiento se denomina uniforme cuando:

4%

w=—"=cte
dt

@ =
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Aceleracion en la rotacion
La aceleracion angular de un punto cualquiera del sélido se obtiene derivando:

d
7=

dr " donde Swes el versor en la direccién del eje.
Derivando
do d* d’? do de, d’
o _Ly_, Ly,  dode. Lo,
drdt” dt* dt dr dt”

La aceleracion tangencial del mismo punto del sélido se obtiene derivando:

Vpi=wx(Pi—0,)

Quedando
dvi_ a = d—wx(Pi—Ol)+za><7d(Pl -0))
dt dt dt

=yx(Pi—0,)+@x(@xr)

Donde el primer término del sumando es la aceleracion tangencial y €l segundo

término la aceleracion centripeta.

Campo de velocidades

Si cada punto del sélido le corresponde una velocidad, por lo tanto. podemos decir,
que el estado instantineo del movimiento del rigido queda definido por un campo de

velocidades.

En el caso de la rotacion pura; €l movimiento queda completamente determinado por

el vector @ La configuracién de las lineas de campo resultan circunferencias.
Si adoptamos un sistema referencial fijo. La velocidad instantidnea del punto Py, es:

-~

1

ik
Vp=0, o, o
A

I
S

I
-

wx
en este caso Y

7. A

N /@//
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hd

i J
Vp=0 0 @
Xy =—w,.yi+w.x]
que se encuentra en el plano x-y

Grados de libertad del solido
Estudiaremos el sélido en el espacio. Supongamos tener tres particulas en el espacio.
El nimero de grados de libertad de las mismas es:

3 p x 3 =9 grados de libertad (GDL)
Si rigidizamos las posiciones relativas

de dichas particulas mediante tres

vinculos geométricos. Es decir que las

distancia entre ellas se mantenga constante P» (x2;X2;%2)

(Xi — X)) +(Yi=Y)* + (Zi— Zj)* =cte

1 (X45X45X1)

P3  (x3;x3:X3)
ij=1.2,3
y teniendo presente que cada vinculo geométrico restringe un grado de libertad nos queda
entonces:
9 grados de libertad - 3 = 6 grados de libertad

Si adicionamos una nueva particula P;, agregamos 3 grados de libertad, pero también
adicionamos 3 nuevos vinculos. Podemos asi seguir adicionando infinitas particulas hasta
constituir un sélido rigido. Este sélido poseerd en el espacio 6 grados de libertad.

Estos seis grados de libertad pueden ser los tres desplazamientos de un punto del
mismo y tres rotaciones no paralelas 3+3=6; o bien la definicién de dos puntos y un dngulo
de rotacion:
(Bx2)-1+1=6 ,

1% .

f)‘e

Movimiento polar del sélido
Es un movimiento en el cual un solo punto (polo) permanece fijo. El vector rotacién @
no permanece fijo a través del tiempo, si no que va cambiando su orientacion en el espacio
en funcién del iempo.
o =(1)
La expresion de la velocidad instantdnea de cada punto es:

Vp=@x(P—-0)
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{(X1,Yy1,21)

Asi definido el movimiento polar, el sélido posee 3 (tres) grados de libertad ya que le
hemos restringido el movimiento a un punto "O" (tres grados de libertad).

Orientacion del sélido en el espacio en un movimiento polar

Para orientar en el espacio un sélido que posee un punto fijo; adoptaremos dos
sistemas referenciales: uno fijo (absoluto); y un sistema solidario con el sdlido (en
movimiento); ambos ortogonales. Estos sistemas estardn relacionados mediante una

transformacién de rotacion expresada por una matriz [A], ortogonal.

Esta rotacion puede descomponerse en tres rotaciones independientes de tal manera
que el producto de las matrices que representan esas rotaciones de como resultado la
matriz:

[A]_ [A][A, ][A1]

Angulos de Euler

Definiremos tres rotaciones independientes que compuestas dardn como resultado una
rotacion total que nos dard la relacion entre un sistema fijo y un sistema solidario con el
solido (que fija la orientacién del sé6lido).

1° rotacién: Angulo de precesion

Supongamos un sistema inicial (i,j,k,) y realizamos una rotacion sobre el eje k. El eje
k' serd el mismo k original, los versores i, j rotardn sobre un dngulo de precesion @.

La matriz de transformacion es:

cosp seng O
[A¢]= —sen@ cos¢ O
0 0 1
“Z A
S ¥ .
1
Ak =k’
¢
> 3
i i ) ‘
X 1
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La rotacidén se provoca en el plano x-y. El eje de rotacién es el eje z.

2° rotacién: Angulo de nutacién
El sistema rota sobre el eje i' (linea de nodo) un dngulo de nutacién 0. El sistema pasa

dei'j.k'ai"j"k". El eje 1'=i" o sea se conserva la direccién i'.
La matriz de transformacion es:

10 0 ko 12
[A0]=]0 cos¢ send
0 —senf cosé .
0 ( .
)
Y
i
Y
i=i’

3° rotacién: Angulo de rotacién propia
El sistema rota sobre el eje k",la rotacion se denomina rotacion propia del dngulo y.

El sistema pasa de i",j",k" a iy, ji,k;. »
La matriz de rotacién es: k™=

,r

cosy seny O
[A W]z —senly cosy O
0 0 1

La transformacion total resulta:
[Al=[Ay][A6][Ag]

Donde [A]es una matriz ortogonal, o sea que su determinante es 1 y su inversa es igual
a su transpuesta.

det[A]=1
[A]" =[A]

ij IZJ

¥ i#
Los tres dngulos @, 8 y ¥ son en general funciones del tiempo.

=0
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0= 0(t)
v =y()

Movimiento rototraslatorio

Teorema de Euler - Chassles: ¢ - Rotacion

El movimiento mds general
de un sélido es el de una
traslacion seguida de una
rotacion.

Siempre es posible descom-
poner el movimiento de un soli-
do en una traslacion de un punto //
mas una rotacion respecto de un \
eje que pasa por dicho punto mas
una rotacion respecto de un eje
que pasa por dicho punto. V,

Sistema de traslacion y rotaciones

Supongamos tener un rigido,
cuyo movimiento resulta de la super-
posicién de varias traslaciones y @
rotaciones; podemos considerar que
el estado de movimiento del mismo
queda descripto en cada instante
por un sistema de vectores.

®; = vectores velocidad de rotacidon
en un eje que pasa por A;
V; = vectores velocidad de traslacion.

Polo de reduccion.

Segtn el teorema de Euler-Chasles es posible describir el movimiento general anterior,
mediante la traslacién de un punto
"O" y una rotacién respecto de un V>
eje que pasa por "O".

Al punto "O" que elegiremos
arbitrariamente le denominamos
polo de reducciéon del sistema
rototraslatorio.

Si consideramos la velocidad de
un punto cualquiera P. El mismo
estard sujeto a todas las velocidades
de traslacién y rotacion. Entonces:

(0]}
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V,=>V,+>ax(P-A4)

V,=V, +@x(P-0)

Como

(P-A)=(0-A)+(P-0)
Reemplazando queda

Ve :ZVz +Zwi X[(O_Ai)"'(P_O)]
V,=>V,+>@x(0-4)+> @ x(P-0)

V,=V, +&x(P-0)

donde @ = ZCD’I. Ve

Es decir hemos expresado la velocidad Vpi
de un punto de un sélido en funcién de la p
velocidad de un polo "O" y una rotacién :
respecto del mismo.

Para dos puntos cualquiera P; y P, Vo
Vo=V, +@x P, -0 -
Y ) 0
Vo, =V, +@ X\P, —

Proyectando sobre las recta que une ambos puntos
o Vo te, '[@X(R _0)]

) +el_2-[@'><(P2 _0)"'(P1 _Pz)]
oté, -(D'X(Pz _0)"'61—2 -@'X(?—Pz)
o te, ~CD'><(P2 —0)+O

N
o
E<
Il
o
2
=

N
2
=
Il
D
2
S|

o
o
o

Il
o
[\S)

BN

D
&}
=
Il
D
&}
=<

o
&}
E<
Il
D
&}
<

-2 Vp2
Cumple con la condicién cinemadtica para
las velocidades.
O sea que nuestro sistema queda reducido a:

T=) O Vo
Vy=>V,+> @ x(A -0)

Invariante vectorial

Si elegimos un polo arbitrario O, alli también se tendra que @ = Zw". Luego

4
W =W ¢s un invariante vectorial para los distintos polos elegidos.

Invariante escalar
Suponiendo haber reducido el sistema al polo "O" y conociendo @ y V.
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En O, se conoce @ y V. Respecto de "O" se tendra:
V.=V, +ax(P-0)

P
Tomando "O;" como polo de reduccion
se tendra:

V,=V,+@x(P-0,)
Sabiendo que V, = Vp” y ademds

(P-0)=(P-0,)+(0,-0)

igualando:
V,+ox(P-0,)=V, +@x(P-0)
V, 4@ x(P-0,)=V,+ox(P-0,)+@x(0, -

7

‘70 Z‘TO"'(D-X(Ol _0)

Trasladamos el vector traslacion; para ello se debe adicionar el momento del vector
rotacion por la distancia que separa los dos polos.
i P{r{)(_)yectand%_ sobre @ .
v.2.v@
o "o

+lox(0,-0)”

Como el segundo término del segundo miembro es cero queda
o O
0 =V
o "o
= INVARIANTE ESCALAR

La proyeccion de las velocidades de traslacion sobre la direccion del vector rotacion es
constante para cualquier polo elegido, en el mismo instante de tiempos: a esta proyeccion
se lo denomina invariante escalar.

Los invariantes vectorial y escalar, varian en el tiempo.

Los invariantes I.V. e LE. definen estados instantdneos del movimiento.

: » [t

En cada punto, el estado de movimiento queda definido por , Lo ,

¥, ", ") y el espacio recorrido por el punto P en dt.

Vp.dt =Vo.dt +|@x(P—-0)]d:
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La proyeccion de Yo sobre W es constante para los distintos polos, para un mismo
instante de tiempo.

Descomposicion

Llamamos descomponer el movimiento de un sélido a elegir un polo de reduccion y

—

. ) .. .. L. R V/
establecer los invariantes; o sea definir el movimiento en términos de W'y “o.
Podemos elegir infinitos polos de reduccidn.
Descomposicion impropia

Se da cuando Y° no se mantiene paralelo a W en los distintos instantes de tiempo para
el polo "O" elegido.
Descomposicion propia

—

Se da cuando para el polo elegido, Vo se mantiene paralelo a W en los distintos
instantes de tiempo.

Ejemplo: supongamos un cilindro que rueda sobre un plano que posee una traslacion
perpendicular la rotacion del cilindro.

Descomposicion propia: se logra tomando como polo "O" la generatriz de contacto en el
instante (t). En el instante siguiente la generatriz de contacto mantiene la condicién de

paralelismo entre Vo y W,

Y

Descomposicion impropia

Si elegimos el polo "O" en otro punto ‘¢ no serd paralelo a W y tenemos
descomposicién impropia:

Y

Ejemplos de composicion de rotaciones
Analizaremos los siguientes casos particulares.
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Cuerpo rigido sometido a dos rotaciones iguales y de sentido contrario
La velocidad de un punto genérico

Vp=w,x(P-0,)-w,x(P-0,)
Vp =, ><(O1 —02)=cteVP

(01 B 02) no depende del punto.

El movimiento del solido es una traslacion

Q)3
--------- {\
()] -7 7
I A

Dos rotaciones concurrentes

La velocidad del punto P es:
Vp=w,x(P-0)+w,x(P-0) P
‘7p=(a)-1+@'2)X(P—0) AD
‘TP =0, X (P - 0)

Donde " y W2no estdn fijos en el \\

espacio. Se trata de un movimiento
polar. Se puede describir el estado
instantaneo del movimiento mediante
un Unico vector @g aplicado en el
punto fijo "O".

Eje central del movimiento
Para un polo "O" arbitrario elegido tendremos un Vo y el invariante vectorial W

Buscaremos ahora el lugar geométrico donde se cumple que sea WiVo o sea que de
una traslacion paralela a la rotacion.
Ve=owo
— = O
Vel=Vo.—
) V. o @ .
El médulo de "¢ sera , invariante escalar.
Podemos determinar el punto "C" de su recta de accién multiplicando vectorialmente

Vc=V0+CD'><(C—0)

a W o sea su producto escalar cero.

- . . V
por Wa la expresién y considerando que "¢ se supone paralelo
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Vex@ =Vox@+@x(C—-0)x@=0 7
desarrollando @ % (C B O)X @=0
(C-o)ww)-o|(C-0)w]|=0
En particular tomando un punto tal que
(C€=0) | W nos queda:
Vox@+(C-0)w* =0
(C — 0) _ Vo >§@'

a

nos da la posicién del punto "C" del eje central respecto del
polo arbitrario "O".

=

=

La recta definida por el punto "C" y la direccion de ‘ se denomina eje central del
movimiento y es el lugar de los puntos que tomados como polos de reduccion dan lugar a
una traslacion paralela a la rotacion.

Los puntos del eje central son de velocidad minima y el movimiento se denomina
helicoidal tangente.

Ecuacion del eje central
Sea (Xc Yc z) las coordenadas de "C" referido a un polo arbitrario "O" y W el
invariante vectorial; la ecuacion del eje central sera:

P—-C=a®@ Ecuacién vectorial

Pxyz) X— X, =Q.0y
® Y=Y =0y
I =00, Ecuacién paramétrica
C X=Xe _Y=Ye _Z-Z¢
Wy @y @ Ecuacion del eje central
Si conocemos en el polo arbitrario "O" a Y y W Tendremos que
N [0,

V.=V =V .~ =lescalar

@

El eje central puede o no estar dentro del s6lido dado.
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Movimiento helicoidal tangente

Observamos que un movimiento rototraslatorio se puede reducir a un movimiento de

rotacién W alrededor de un eje y una traslacién v paralela a dicho eje, de magnitud igual
al invariante escalar. Dicho eje se denomina eje central y el movimiento helicoidal.

\Y

Si W se mantiene constante en el tiempo cada punto describe arcos de hélices

cilindricas y su velocidad proviene de la descomposicién de una rotacién W y una
traslacién con la misma direccion.

Axoides

El eje central va tomando distintas posiciones en el espacio, y describe una superficie
reglada que se llama axoide.

De acuerdo a cual sea la terna de referencia que se tome se tendra:
Axoide fijo: superficie generada por el eje central visto desde una terna fija.
Axoide mévil: superficie generada por el eje central, vista desde un sistema solidario al
s6lido considerado.
Ejemplos
Movimiento paralelo

Cilindro que rueda sin resbalar sobre un plano:

x ¥ 1 2 3
- Visto desde el sistema fijo el eje central se ubica siempre en el plano x-y. El axoide fijo
es un plano.
- Visto desde el sistema de movimiento el eje central se ubica en un cilindro.
- El movimiento en este caso, puede ser descripto como el rodar de un cilindro sobre el

plano.
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Movimiento polar
Dos conos con generatriz de contacto
El sélido rota respecto ! Za

/)
de z con rotacién 2y
respecto de z con rotacion

@, manteniendo fijo el
polo "O".
El eje central coincide en direccién con la
composicién de las velocidades angulares. Los  Eje
axoides que se generan son: central
- Visto desde un sistema fijo un cono con eje

A
- Visto desde un sistema movil, solidario con

el sélido, el axoide es un cono con eje z.
- Los dos axoides son conos circulares que

ruedan sin resbalar. Su generatriz de contacto

es el eje central. h
Como "O" permanece fijo, en este caso
v.=0

c

Movimiento Plano

Introduccion

Cuando un sistema se mueve de tal manera que todos sus puntos tienen velocidades
paralelas a un plano fijo, el sistema tiene un movimiento "plano". Es suficiente considerar
solo el movimiento de una seccién plana, paralela al plano fijo. Es decir, se reduce al
estudio de la cinematica de una figura plana.

Desde otro punto de vista se puede considerar el movimiento como el rodar de dos
axoides cilindricos con invariante escalar nulo.

La interseccion del axoide fijo con un plano dard una curva denominada base, y la del
axoide movil, rodante. Luego el movimiento plano puede ser considerado como el rodar

de la "ruleta" sobre la "base"
Eje central

Axoide
movil Centro
instantaneo

de rotacién
Ruleta

Base

58



Centro instantaneo de rotacion
El movimiento mds general de un sélido es el

rototraslatorio que se reduce a una rotacién ® aplicada en un
punto O y una traslacién v,. Si el movimiento es plano;

@ debe ser perpendicular al plano &z y vﬂparalelo al
mismo. Entonces un punto cualquiera Ri, tendré velocidad:

Vi=V, +((7X(Ri —0) (Ec. 1)

Siempre existird un punto "C" donde:
Ve=Vo+@x(C—-0)=0
O sea un punto de velocidad nula.

Como "C" tiene velocidad nula.
Tomando como polo de reduccion "C":

Vi=Vy +@'X(Rl. —C)

Igualando (1) y (2)

V,+@x(R —0)=ax(R, -C)
v, @[k ~0)-(k - C)}=0
V,+@x(C-0)=0

multiplicando por @

DXV, +a7><a7><(R,. —0)=a7><a7><(Rl. —C)=O
DXV, =—a7><a7><(C—0)
o XV, 3)

(c-0)=""]

(€ =0) 4a1a ubicacién del centro de rotacién "C".
Las coordenadas respecto del polo "O"

O=nk

(C-0)=X_i+Y.]

V =V .cosa.i +V .sena.j
resolviendo (3)
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X. =£.sen0{
@

Y. =£.cosa
@

coordenadas del centro instantaneo de rotacién

Propiedades del Centro instantaneo de rotacion

El CIR tiene velocidad nula. El mismo esta definido
para un instante determinado.

En otro instante la ubicacién del CIR cambia:
a) En cada instante las normales de las
trayectorias que describen los puntos de
la trayectoria de la figura mévil pasan
por el CIR.
b) La velocidad de un punto cualquiera es
normal a la recta que lo une con el CIR. Trayectoria

C.L

Trayectorias polares

Supongamos dos planos superpuestos, uno de ellos sostiene la figura moévil, el otro
fijo. Si marcamos sobre los dos planos, las ubicaciones del CIR (o polo de velocidades),
obtendremos dos curvas: una sobre el plano fijo llamado base; y otra sobre el plano mévil
llamada ruleta.

O sea que se puede reproducir el movimiento, mediante el rodar sin resbalar de la
ruleta sobre la "base".

Ejemplo
Consideremos la barra AB que se mueve de tal manera que el punto A se desliza sobre

el eje x y el punto B sobre el eje y.
AB=l

B |

Trazando por A y por B las normales a las trayectorias, en su interseccion obtenemos
el CIR. Si trazamos para cada posicion obtendremos la curva "base", en este caso una
circunferencia de radio "1"= (AB).

Las distintas posiciones del punto CIR respecto de un sistema solidario con la barra,
describe la curva "ruleta" en este caso es una circunferencia de didmetro "1".
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Deduccion de la ecuacion de la base

Y/ y Q

a(t) g ¢

A 4

a(t) y b(t) son las coordenadas del origen O del sistema xy solidario a la figura mévil.

a'y b son funciones del tiempo
@: pardmetro

La velocidad de un punto Q respecto del sistema fijo

V,=V, +ax(Q-0)

Si en particular tomamos el centro instantdneo de rotacion "C" "¢
de centro instantdneo de rotacion.

V,=V,+@(Q_0)=0

por definicién

vy -9,
dt dt
o=wk =

(C=0)=(X, —a).] +(¥. —b).J

donde Xc y Yc son las coordenadas del punto "C" referido al sistema fijo.

O sea
1 J K
V=vV+ 0 R
dt

(X.—a) X.-D) O

61



Sus proyecciones son:

\ da
dt
Y =b+ 7
=b+ dp
dt
da _ @.(YC ~b)=0 " db
dt  dt ¥ g dt
@+%.(Xc—a)=0 dg
dt dt dt
J
Pero
da b
dr _da dr _db
do dy do dy
di : dt
Nos queda
Y =b+ da
de
X.=a- @
dg (4) Ecuaciones paramétricas de la base

Deduccion de la ecuacion de la rodante

(C-0)

La coordenadas vectorial de la rodante respecto del sistema moévil es

(C-0)=(C-0")Y-(0-0)

Llamando Xc Yc a las coordenadas de C en el sistema movil.

Tendremos:

X, i+yj=X_I+Y.J—al -bJ

Proyectando sobre los ejes mdviles para lo cual multiplicamos escalarmente ambos
miembros de la igualdad anterior:

[ :(cos@.l +sen@.J)
j:(—sen@+cos@.J)

nos queda:

X, =(X.—a).cosp+ (Y —b).seng
Y =—(X,—a)senp+ (Y —b).cosg

reemplazando (4)

62



db da
X, =———.cosp+-——.senx
dg dg

c

db da
Y =—.sen@+ d—.cosga
dg 4 Ecuaciones paramétricas de la ruleta.

Velocidad de alternacion del centro instantaneo de velocidad

Hemos definido el centro instantdneo de velocidad o polo de velocidades, a aquel
punto que en cada instante se cumple.

V.=ax(R - C)

pura respecto de "C".

Este punto singular esta definido para cada instante en un punto del plano fijo.

La posicion de este punto varia de instante en instante.

Las distintas posiciones de dicho punto referida al sistema fijo constituyen la base.

Podemos decir que el Centro instantaneo recorre la base.

Simultdneamente, referido al sistema solidario con el plano mévil, el CIR recorre la
ruleta.

La velocidad con que el polo de velocidades recorre la base, se denomina "velocidad
de alternacion del polo de velocidades".

Es decir, el plano mdvil gira en un movimiento de rotacion

VC : (ch ,Vyc)
Las componentes de esta velocidad, teniendo presente las ecuaciones de base
da
X =b+—
do
db
Y =a——
do
Nos queda:
r .
y db d{ da
Vi =Xe=—+—| —
¢ dt  dt\de
{

vy da_ddb
G dt  dr\de

\

Estado de aceleracion en el movimiento plano
La velocidad de un punto cualquiera es:

dRi VY I,

—=ax(Ri—C)

dt Donde "C" es el centro instantaneo de rotacion

Derivando respecto del tiempo
2 .
d°Ri_do  pi=c)+ a)x(de - dcj
dt dt dt dt
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o bien

2
d"Ri d—wx(Rz C)+cwc[a)x(Rz C)] axV,
dt dt

2
d'Ri_do  Ri—C)-w’ (Ri=C)—anV.

dr*  dt

Donde:
V. : velocidad de alternacién del polo.
d’Ri
2
dr” . aceleracién total del punto Ri
da

dr : aceleracién angular
C: coordenada del polo de velocidades

Polo de aceleraciones
La expresion de aceleracion para un punto cualquiera

2y
dRi_dO \ Ri—C)-a’ (Ri-C)-axV.
dt dt (1)

Buscamos un punto de aceleracién nula
d’C,

0299 =C)-*(C,—C)-axV. =0
dt dt )

restando (2) (1)

d’Ri dw
=" x(Ri—C_ C, o’ (Ri—C C,
dt* dt( Jmad )

que es la derivada con respecto al tiempo de:

E x(Ri—C C,)

respecto de las aceleraciones todo acontece como si la figura mévil tuviese un movimiento

de rotacion pura en torno a C,.
Este punto C, se denomina polo de las aceleraciones.

Coordenadas del polo de aceleraciones
Por definicion de polo de aceleraciones
d’C, dw
;o =——x(C, C -0O)-w’.(C,—C)—axV, =0
3 dt dt
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do do . 3 .
= k chchl +V,.J

dr dr

0=k C,-O)=X,i1+Y,j

reemplazando

i j k i j K
dw o - -

0 o -~ (Xi+Y,))-| 0 0 w|=0
t

X, Y O VXC VXC 0

Obtenemos:

(-, C;w — @’ X, +V, .®)=0

(X, ‘Z’ — @Y, +V, ®)=0
do _

cuya solucién da los valores de Xo y Yo. En particular si la aceleracion dt
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Unidad 4: Dinamica de Ia Particula

Principio de Inercia (1° Ley de Newton)

“Todo cuerpo continda en su estado de reposo o de movimiento rectilineo y uniforme,
a menos que sea obligado a cambiar de estado por fuerzas que actian sobre é1”

Es equivalente a expresar que ‘“es posible adoptar por lo menos un sistema de
referencia, para el cual toda particula aislada continda en su estado de reposo o de
movimiento rectilineo y uniforme”.

Recuerde se denomina particula a todo cuerpo cuyas dimensiones y orientacion
resultan despreciables en la descripcion de su movimiento.

A los sistemas de referencia en reposo o que se desplazan con movimiento rectilineo y
uniforme (es decir, no acelerado) se los denomina Sistemas de referencia inerciales.

Una particula aislada es aquella que no interactia con otras o sea, no esta afectada por
las acciones (“fuerzas’) que estas otras pudieran ejercer sobre ella.

Principio de masa (2° Ley de Newton)

“La derivada de la cantidad de movimiento respecto del tiempo es proporcional a la

fuerza que actia sobre el cuerpo y tiene su direccion y sentido”.
- -
Siendo p =mv la “cantidad de movimiento” o “momento lineal”

FellomdY g
dt dt

Principio de Acciéon y Reaccion (3* Ley de Newton)

“A toda accién ejercida sobre una particula se opone una reaccién igual y de
sentido contrario que ejerce la propia particula”.

Se refiere a la interaccion entre dos particulas y en otras palabras sefiala que toda
vez que una particula ejerce una fuerza sobre otra, ésta ejerce sobre la primera una fuerza
de igual intensidad y direccién pero de sentido contrario.

Principio de independencia de accion de fuerzas
“Todo cuerpo, bajo la accién conjunta de dos fuerzas, describe la diagonal del

paralelogramo en el mismo tiempo que emplearia en describir los lados del mismo, bajo la
accion de cada una de las fuerzas”.

Si dos 0 més fuerzas actian sobre una particula, la aceleracion resultante es igual a
la suma de las aceleraciones que adquiriria si cada una de aquellas actuara aisladamente.
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Este principio expresa el de superposiciéon de
efectos.

Movimiento unidimensional de la particula

En este apartado se estudia el movimiento de una particula de masa m a lo largo de una
recta. Al quedar de tal modo definida la direccion, es habitual prescindir del tratamiento
vectorial de los distintos elementos que intervienen. EI tratamiento vectorial es de todos
modos, general, y es estrictamente indispensable, en el estudio del movimiento curvilineo,
es decir, en dos o en tres dimensiones.

Segun el Principio de Masa:
2
@:i(mv):i md—x :md ?:F:ma
dt dt dt dt dt

Expresiones validas para un particula cuya masa se acepta como constante.
Este principio, expresado como d—lz =F=ma| constituye la Expresion diferencial del

Momento Lineal, cuya integracion conduce a:

j:dp= :th = pg—p1=f]2th

Que es la expresion integral del Teorema del momento lineal.

t . . . ..
J- Fdt se denomina impulso de F, o impulso suministrado por la fuerza F.
4

2

La expresiéon F= m es la “Ecuacion fundamental de la Dindmica”, y es una ecuacién

t2
diferencial ordinaria cuya solucién es x = x(t), y en la que F puede ser funcién de t (fuerza
variable en el tiempo), x (Fuerza que depende de la posicién) o de v (Fuerza que depende
de la velocidad).

A partirde F= m% , se puede expresar Fv = mv(:l—‘t/

= |Fv= i(lmvz)

Que es la “Expresion diferencial del Teorema de la Energia”. En esta ultima expresion
1 . e g .
TZE mv” se define como Energia Cinética de la particula.

La forma integral del Teorema de la Energia es:
2 2 T 2
jti lmvz = l—(d It:)TQ—T1= lFth
nodt\ 2 uodt b
En la expresion recuadrada, los términos que intervienen representan:
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ty

.[ “Fvdt: Trabajo realizado por la fuerza F entre t; y t,.
4

F v : Potencia suministrada por la fuerza F.

” 1 1 X2
Asi, Tr — T1=Emvi —Emvf=L] Fdx

2

La Ecuacién General de la Dindmica, m = F permite abordar los dos grandes grupos de

t2
problemas del estudio del movimiento, a saber:

A) Conocidas las fuerzas o acciones de otras particulas o cuerpos sobre una
particula dada, obtener la descripciéon completa del movimiento, identificando para todo
instante, la posicion, la velocidad y la aceleracion resultantes (Proceso de integracion).

B) Conocida la “ley del movimiento”, o sea, x(t), determinar (ademas de la
velocidad y la aceleracion) la fuerza resultante o accién que la determina (Proceso de
derivacion).

Como se ha dicho, la fuerza F puede ser funcién de una o mads variables, por

ejemplo: F(x,x,t) o de una combinacién de ellas, pudiendo inclusive existir relaciones
funcionales que las liguen entre si.
Ejemplos:
v' La fuerza de rozamiento es funcién de la velocidad.
v' La fuerza ejercida sobre un cuerpo cargado por un campo electrostético
dependiente del tiempo.
v La fuerza ejercida por el campo gravitatorio sobre una masa y la fuerza de
recuperacion eléstica son funciones de la posicion.
v La fuerza de resistencia del aire, en general, es funcién de la posicién y de
la velocidad.

. ., .. d’x . . .
Finalmente, la solucién de la ecuacién |m = F(x, x.,t) | requiere los conocimientos de
t

condiciones iniciales o de referencia, es decir, conocer los valores que asumen X y x para
un determinado y conocido instante to.

parat=t,

Es decir: < x =x(t,) =X,

X =x(t,) =V,

Caso de Fuerza dependiente del tiempo, inicamente
. d’ : d’ : d’x _d
La ecuaciéon m d f =F(x, x,t) se expresa como m f =F(t), y siendo d f =d—\t],
t t t

Sera m%:F(t) , EDO de primer grado (requiere el conocimiento de una condicién

inicial, en este caso, v(0). Esta EDO se puede resolver por separacion de variables seguida
de un proceso de integracion, o utilizando transformada de Laplace.
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Por separacion de variables:

dV v t
ma=F(t) - m jvodv = j Fdt

mv — mvg = j "Rdt = vt =vo + (ij j "E(tdt
t, m to

Conocido v(t), y siendo v(t) = ((11—): = dx = v(t)dt = (X — X¢)= jt v(t)dt, y reemplazando

v(t) serd [x(t) =xo +Vo(t — to)+ [ﬁj j [ j F(t)dt}dt

Caso de Fuerza dependiente de la velocidad, inicamente

En este caso, es F = F(v), y se supone conocida esta relacién funcional.
La ecuacion general se expresa como:

mﬂ =F(v), y separando variables: v = a
dt F(v) m
= Vi:(ij tdt:[ij (c-t,)
vo F(v) (m) % m
Siendo F(v) conocida, .[ ' %:(p(v). En principio, siempre es posible obtener @(v) t de
Vo A4

. , t-t .
ésta, despejar v. Entonces, resultard v(t) = y( vy, —%), y conocidos vy, to,m es v=y(t).
m
Conocida la relacién funcional entre la velocidad y el tiempo, se puede obtener la ley del

.. dx t
movimiento. Para esto, se parte de I =V=>X-Xp= .[ y(t)dt
to

x(O) =X+ | "yt

Caso de Fuerza dependiente de la Posicion, inicamente

. dv
Para este caso, la ecuacion general queda expresada como: ma =F(x)

Multiplicando ambos miembros por dx: m% dx=F(x)dx = mv dv = F(x)dx.

Integrando entre las posiciones Xy y X, y para vo y v:
[ Feodx=[ mvdy [

donde x¢, vo son la coordenada y velocidad en un punto de referencia Py
X y v son la coordenada y velocidad en un punto genérico P.

J-x F(x)dx es el trabajo de la fuerza F(x) al pasar de xy a x,

Xo

Definicion de Energia Potencial: Es el trabajo necesario para llevar una particula desde
un punto genérico hasta el punto que se considera como de referencia.

Esto se expresa: V(x) = I 0F(x)dx =- L " F(x)dx
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Utilizando el potencial, la expresion [I] resulta:
j " F(x)dx = %mvz —%mvgz V(xo) — V(x) [11]
Si la fuerza que actia sobre la particula realiza trabajo positivo, ello representard en una
disminucién de la funcién V(x) (Energia Potencial).
Siendo (1/2)mv2 = T(x), la Energia Cinética, la expresion [ II ] se puede escribir:

IT(x) + V(x) = T(x0)+V(xo) = Constante = [ 101 ]

donde E es la Energia mecénica total del sistema.

[ IIT ] expresa la ley (teorema) de la conservacion de la energia mecénica total, y significa
que si la fuerza depende solo de la posicion, la totalidad del trabajo se produce a expensas
de la energia potencial y da lugar al incremento de la energia cinética.

Un sistema de fuerzas que satisface [ III ] se dice es conservativo, y es condicién que la
fuerza dependa solo de la posicion.

Cuando aparecen fuerzas que no dependen solo de la posicion, aparecen otras formas de
energia, y se dice que intervienen fuerzas “disipativas”, y el sistema serd no conservativo.

De Tx)+V(x) =E = (Hmv?+Vx) =E=>v= 3(E -V(x))
m
. dx m px dx t
siendov=—= ,[—| ————= dt=(t-tp)
Y de V2 J. JE-Vx)

La ley de movimiento podria obtenerse resolviendo la integral y despejando x(t).

Teniendo presente que V(x) = - jx Fdx resulta:

_dV(x)
dx
Es decir que la energia potencial es una funcidn escalar cuya derivada, cambiada de signo,

dV(x) 0. al

=F(x)

da la fuerza. De aqui surge que todo punto cuya coordenada cumpla que

hacer F(x) =0, constituye un punto de equilibrio.

No debe perderse de vista el cardcter escalar del potencial, y el cardcter vectorial de la
dV(x)
dx
restringido el movimiento en este estudio) del Gradiente de V(x).(Se sabe que el
gradiente asigna a un campo escalar un vector cuya direccién es la direccion de maxima

variacion, y cuyo mddulo es el valor de la méxima derivada).

fuerza. La ultima expresion, es la componente en x (coordenada a la que hemos

Curvas de Potencial

Para un movimiento unidimensional, es posible graficar V(x) en funcién de x.
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V(x)

t
La ecuacién = I dt =(t-ty) expresa que, para una energia dada E, la
to

m r dx
2 %0 JE-V(x)
particula sélo puede evolucionar en un intervalo en que V(x)<E. El anélisis de la curva, de
tal modo, conduce a las siguientes conclusiones:

v Si la energia inicial es E = E, la particula s6lo podrd permanecer en x,. All{ estard
en un punto de equilibrio: la tangente geométrica a la curva es horizontal, y ello

dV(x)
dx

indica que =0.

x=x,
v" Los puntos 4,5y 6 corresponden a las coordenadas x4,Xs y Xe para las que
igualmente se verifica equilibrio de fuerzas.
v’ Si las condiciones iniciales condujeran a un nivel de energia E = E;, el movimiento
de la particula quedaria confinado entre x; y X;.
v" Como E = V(x) + T(x) se tendria, si se adopta como nivel de referencia V(x()=0,
que:
» en X, E; = T(Xo) : La energia es enteramente cinética y ademads, T(x)
alcanza su valor maximo.
» en los puntos 1 y 2, E; = V(x;) = V(x): La energia es enteramente
potencial, y esta es mdxima para el intervalo [x;,X;].
» La velocidad disminuye al acercarse a X; 0 a Xp, puntos de retorno. El
movimiento cesa y se invierte su sentido al alcanzarlos. El tramo [x},X;]
suele denominarse ‘“valle de potencial”.

v' Para que la particula pueda alcanzar la posicién x4, la energia inicial deberia
alcanzar a E =E,. En x4, la particula podra o bien regresar hacia el valle de xo,
o escapar hacia el valle de xe.

Estados de Equilibrio

De particular interés resulta el andlisis de las situaciones de equilibrio, el caricter
del mismo, y las condiciones de su existencia, para fuerzas actuantes dependientes de la
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posicion. Se ha dicho que los estados de equilibrio se presentan donde las fuerzas aplica-
das sobre la particula son nulas, o sea F(x) = 0.

Siendo - V&) = F(x), las condiciones necesarias y suficientes para que la
X
. ey dV(x)
particula se encuentre en un punto de equilibrio, es que dado V(x); =0.
X
Los puntos (1), (2) y (3) cumplen con la
C ., dV(x) )
1 V&) condicién =0, y se denominan
| X
I puntos de equilibrio.
|
I O 3 Desarrollando dZ(X) en series de
I X
I potencias:
| 2
! 5 dV(x)=(dV(x)j +(d Vgx)j .
I dx dx ), dx® ),
| 3
S ey > L4 VEX) ...
X 20 dx o
Despreciando los términos de orden superior y considerando el origen de coordenadas en
el punto donde dve) =0 queda:
dx
2
AV (d VEX)JX _E
dx dx

En el punto x0 en que se verifica

dveo _ (dZV(x)\

e )| puede adoptar un valor >0,<0 o

dx

igual a 0. Ello conduce a los siguientes casos:
1. Equilibrio Estable:

2
Si (dd\/gx)j >0, la ecuacién general del movimiento es:
X
0
2 2 2 2
md;(:F:— dVgx) « N df+i dV(zx) <=0
dt dx o dt m{ dx 0

d*V(x)
dx?

llamando ;= 1 (

j , se puede rescribir la ecuaciéon como:
m
0

X +w;x=0] cuya solucién es del tipo [x(t) = A Cos(®,t + 0)

El movimiento asi descrito es arménico y ocurre en torno del punto de equilibrio; A 'y 0
dependen de las condiciones iniciales.
d*V(x)

2

dV(x)
dx

La condicién ( j >0, en un punto donde =0, implica que el punto en
0

dx

cuestion es un minimo relativo. Puede expresarse entonces que si la funcién potencial
posee un minimo en el punto de equilibrio, entonces este es estable. Implica que si una
particula es alejada del punto de equilibrio, tiende a retornar.
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2. Equilibrio Inestable

2
Si (—d Vgx)j < 0, la ecuacién general del movimiento es:
0

dx
2 2 2 2
N () I e S (O N
dt dx o dt m | dx o
2
llamando 03(2) = i i(zx) , se puede reescribir la ecuacién como:
m dx 0
Xx—wix=0

La solucion a esta ecuacion diferencial se puede expresar como:
_ oot oot

x(t) = Ce™ +C,e™

donde C; y C, dependen de las condiciones iniciales. En esta expresion, los coeficientes de

las exponenciales son positivos, lo que se interpreta de la siguiente manera: apartada la

particula de su posicion de equilibrio, la particula tiende a alejarse indefinidamente.

Las condiciones de equilibrio para un punto de equilibrio inestable son:

w_
dx
d’v
dx’

3. Equilibrio indiferente.

Si (wj 0= mdX =F=(wj x=0

condicién de maximo en la curva de potencial.
<0

dt? dx?

dx
= m =0  (La fuerza actuante es nula)

de’

Esta ultima ecuacion diferencial tiene por solucion x(t) = C;t+C, donde las
constantes dependen de las condiciones iniciales. Esta ecuacion corresponde a un
movimiento a velocidad constante, lo que resulta 16gico pues la fuerza que se ejerce
sobre la particula es nula.

Las condiciones de equilibrio indiferente son entonces:

v _y
dx
a’v
dx?

En la curva de potencial, indican potencial constante.
0

Movimiento Curvilineo de la Particula

Consiste en el estudio del movimiento en dos o tres dimensiones. Es imprescindible el
tratamiento vectorial de los distintos elementos intervinientes.
Segtn el Principio de masa:

N -

ma=F [1]
Por el principio de independencia, o de Superposicion de efectos:
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- - - -
F=ZF1 , donde F;son las fuerzas actuantes sobre la particula y F, la Resultante,

5
o fuerza equivalente a la accién combinada del conjunto F;.

Para un tratamiento en coordenadas cartesianas, la ecuacion [ 1 ] es equivalente al
tratamiento simultaneo de:

mx=F, my=F, mz=F, [2]

puesto que ma = m(xi+ yj+ zk)=Fi+F, j+F,k

En coordenadas intrinsecas:
2
ma =m%T+mV—N=FTT+FNN Fy=0
P

5
La fuerza F es en general, F=F (r,v,t)
La integraciéon del sistema de 3 ecuaciones diferenciales de 2° orden como [ 2 ],

5
genera 6 constantes arbitrarias, y plantea el conocimiento de condiciones iniciales ro y

N
vo. La resolucion es laboriosa, aunque se siguen los mismos lineamientos desarrollados
para el caso unidimensional. Particularmente si ocurre la independencia dimensional dada
por:

FX = FX( X ’X’t)
Fy=F,(y.,y,t)

F,=F.z,z1t)
Las tres ecuaciones resultan independientes entre si y el tratamiento en X, y 0 z €s
similar al ya estudiado.
A continuacion, se presenta un resumen de las expresiones vectoriales, validas para dos
y tres dimensiones, de los teoremas enunciados:

Cantidad de Movimiento o0 Momento Lineal:
p=mv

Principio de Masa:

dp d( ﬂj B
——=—mV |[=F
dt dt

Impulso de F (Teorema del Momento Lineal, forma integral):
- - - - t, 2

- Py =mv,-my,= | Fdt

Teorema de la Energia (forma integral)

v, J -(%)m( v,

2
Tz—T1=(1/2)m[ v, v, j = [Fedr

Teorema de la Energia (Forma diferencial)

dr d(1_ ,) = -
—=—| -mv" |= Fevy
dt  dt(2
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Momento Angular 0 Momento Cinético

Es el momento del vector Momento lineal de la particula, respecto de un punto O.

— —
Sea p=mv el momento angular de la particula mv

-

P de masa my V la velocidad respecto del punto

“O” se define P
e N -
LO =TI X p C

omo el momento angular es entonces el vector
-5 o

perpendicular al plano determinado por I'y V. En el
caso de un movimiento en el espacio, este vector
cambiard de moédulo y direccién a medida que la o
particula se desplace.

Un caso particular se da cuando la particula se mueve en un plano y el punto “O” esta
contenido en el mismo, en este caso, el vector momento angular serd siempre
perpendicular al plano.

Derivando el momento angular respecto del tiempo:
d f - - —) - - o

0 =mi (X v)=Em d—rx v+ rxd—v
dt dt dt dt

-

dr -
como — X v =0 por ser paralelos

dt

dL, _ m?xd—vzm (—)Ix—i:)
dt dt

dLO - -

= e = m (rx F)| Forma diferencial del Teorema del momento cinético:

La variacién en el tiempo del momento angular respecto de un punto “0” es igual al
momento de la fuerza actuante sobre la particula respecto de “0”.

. — - Hn o 2
La forma integral de este teoremaes: |L, -L, =j (rxF)dt
g
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Unidad 4: Vinculos o Ligaduras.

Hasta aqui se ha analizado el movimiento libre de la particula. A la accién de las
fuerzas exteriores, ella responderd sin condicionamientos.

Cuando aparecen restricciones al movimiento, aquella libertad queda condicionada.
Estas condiciones se materializan a través de vinculos o ligaduras.

Se llama vinculo a cualquier sistema material capaz de impedir o condicionar el
libre movimiento de una particula o cuerpo.

Los vinculos pueden ser simples, dobles, etc, segin eliminen uno, dos, etc., grados
de libertad.

La eliminaciéon de grados de libertad constituye restricciones que se imponen al
movimiento. En consecuencia, tres ligaduras simples, convenientemente dispuestas,
eliminan los tres grados de libertad de una particula, produciendo su inmovilizacién.

Las restricciones al movimiento suelen presentarse cuando la particula se halla
condicionada a desplazarse sobre una curva o sobre una superficie. Constituyen casos de
movimientos muy usuales, y de las mds habituales aplicaciones précticas. Representan el
caso del MOVIMIENTO RESTRINGIDO.

Sobre una curva, el movimiento de la particula se halla restringido en dos grados
de libertad, pudiendo la particula moverse tnicamente segun la ley R(s), siendo q = s la
coordenada que determina en cualquier instante la posicion.

Sobre una superficie la posicion de la particula queda determinada por R = R(q;,q2),
o sea, funcién de dos coordenadas. El movimiento tiene dos grados de libertad, en
consecuencia, restringir el movimiento a una superficie representa imponer una condicion
de vinculo.

Desde el punto de vista matematico, los vinculos se representan por relaciones de
vinculos.

Ejemplo 1: Una particula est4 obligada a deslizarse sobre un alambre cuyo eje describe una
curva plana y = f(x), Vx /a < x <b. Para P, el alambre constituye un vinculo mecanico,
el que matemadticamente se expresa por la relacién de vinculo:

y-f(x)=0,a<x<b.

Ejemplo 2: Una particula puede moverse en el interior de una esfera de radio r. Al poder
ocupar cualquier posiciéon dentro del volumen limitado por la superficie, incluido su
contorno, la relacion de vinculo resulta:

X2+y2+22Sr2,XSr,ySr,er

Ejemplo 3: Una particula esta sujeta al extremo de una varilla indeformable de longitud
L, yfija en su extremo opuesto Py. La relacién de vinculo para el sistema de referen-
cia adoptado es:

(x-X0)” + (y-¥o)*+(z-20)*=L?
La particula evolucionara siempre sobre una superficie esférica de radio L.

Observaciones:

1. La relacién de vinculos expresa las posibilidades que tiene el movimiento, pero no
caracteriza fisicamente al vinculo. Asi, una particula sujeta a una cuerda inextensible de
longitud 1, constituye un vinculo fisicamente diferente de los indicados en los ejemplos 2 y
2. La relacion de vinculo es, sin embargo, igual a la del ejemplo 2.

3. La expresion de la relacion de vinculo depende del sistema de referencia que se adopte.
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Las consideraciones precedentes permiten la siguiente agrupacion: los vinculos
mecénicos pueden ser completos o bilaterales, o incompletos o unilaterales.

El vinculo es completo cuando la particula esté
obligada a permanecer en todo momento en
contacto con él.

Matematicamente, la relacién de vinculo
constituye una ecuacion o igualdad. En este tipo
de vinculo para cada desplazamiento ds es
siempre posible que ocurra el opuesto -ds.

El vinculo es incompleto cuando solo
impone una condiciéon de frontera entre dos
semiespacios y la particula queda condicionada
Unicamente a no trasponerla, pudiendo evolucionar en cualquier punto del semiespacio
habilitado. El contacto con la frontera es posible, pero no forzoso. Matematicamente, la
relacién de vinculo constituye una inecuacién o desigualdad. En estos casos, para algunos
desplazamientos posibles ds;, no son posibles sus opuestos -ds;.

E— ds

ds
-ds ?

Los vinculos podrén ser rugosos o lisos, segiin introduzcan o no fuerzas disipativas
de friccién o rozamiento.

También es posible considerar vinculos de naturaleza y accién dindmica variables o
constantes en el tiempo.

Reacciones de vinculos

La restriccion al movimiento que introduce un vinculo, constituye una accién dindmica
actuante sobre la particula. Es decir, se materializa mediante fuerzas conocidas como
Reacciones de vinculo. Asi, los vinculos son responsables de la aparicion de fuerzas
reactivas, en tanto que a las restantes acciones actuantes sobre la particula, se denominan
fuerzas activas.

Son caracteristicas de las reacciones de vinculo:

% dependen de las fuerzas activas actuantes.

+» Si las fuerzas se anulan, las reacciones de vinculo se anulan.

¢+ Las reacciones de vinculo no pueden, de por si, producir movimiento.

Diagrama de cuerpo libre: esquema en que se representan todas las fuerzas actuantes:

activas por interaccién de la particula con otros sistemas, y reactivas introducidas por los
vinculos.
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Vinculos Rugosos. Rozamiento.
Se ha dicho que los vinculos rugosos son los que introducen fuerzas disipativas de
rozamiento. Estas acciones se oponen al deslizamiento relativo entre particulas y

vinculos, y se ejercen segtn la direccidn tangencial.

Para describir las caracteristicas del rozamiento de primera especie, es conveniente
considerar un cuerpo (que se puede asimilar a una particula) apoyado sobre una superficie
rugosa que actia como vinculo, y se puede sefialar que:
¢ La magnitud de la fuerza de rozamiento es independiente de la extension de la

superficie de contacto.
¢ Depende de la naturaleza de las superficies en contacto.

Es proporcional a la accién de las fuerzas activas normales a la superficie o vinculo.

¢ Equilibra cualquier componente tangencial de la fuerza exterior, es decir, impide
desplazamientos, mientras no se supere el valor limite fN, en que f es el coeficiente de
rozamiento estdtico (siempre menor que la unidad).

L 2

El movimiento en presencia de vinculos
En presencia de vinculos, la ecuacion general del movimiento se expresa por:
F., + Fyin = ma
F. esla fuerza activa, Fyi, es la resultante de todas las reacciones de vinculos. Cada

una de estas reacciones admite una descomposicion (Fyin)i = (FT )i +( EN );, donde (FVTin )i

vin vin
es la reaccién de vinculo tangencial y (FL ); la reaccién de vinculo normal.

Cuando el vinculo es liso, (F\ﬁn )i= 0, es decir, la reaccién es normal a la superficie

o curva en que se materializa el vinculo.

En vinculos rugosos (FvT )i es debida a las fuerzas de friccién o rozamiento.

in
Movimiento de una particula sobre una curva lisa.

Para una curva lisa y fija se puede considerar el movimiento en coordenadas
intrinsecas r = r(s). La reaccion de vinculo actua en el plano normal a la trayectoria (tiene
componentes segliin T (versor Tangente) y N (versor normal)). Entonces, si la fuerza activa
es R=RT + R,N + R;B (B=versor binormal)

Aplicando F, + Fyjn = ma,

Tendremos las siguientes ecuaciones en componentes:

F, =ms
o2
R +E} =m~—
p
R, +F5, =0
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Movimiento sobre una superficie lisa

Una superficie en el espacio estd expresada por :  f(x,y,z,t) =0 [1].
La superficie serd fija cuando: %: 0. Si es lisa, debe ser (Fyjn)= (Fviff) = A VT,

donde A es un escalar y Vf es el gradiende de f.
La ecuacién fundamental es R + (EY

vin

)=R + AVf=ma, (R es la fuerza activa) que
se puede expresar en componentes:

2
md—fz R, +ka—f
dt ox
2
md—zy:Ryma—f 2]
dt ady
2
d—ZZ:RZ +xa—f
dt 0z

Mediante las ecuaciones [1] y [2] se puede resolver el movimiento si se conocen las
condiciones iniciales (ry,vy).

Existira equilibrio toda vez que la resultante de las fuerzas activas sea nula, o bien
normal a la superficie (caso de vinculo bilateral). En caso de vinculo incompleto, ademads
es necesario que R tenga un sentido Unico: el que posibilite presion de la particula sobre la
superficie.

Dinamica Relativa de la Particula

En Cinematica hablamos de Sistemas de Referencia Fijos y Méviles. En Dindmica,
a su vez, distinguimos Sistemas Inerciales y No Inerciales. Entre los sistemas modviles
basta una rotacion de los mismos para que estén en acelerados y, en consecuencia,
constituyen sistemas no inerciales.
En Cinematica Relativa, hemos establecido la relacion entre la aceleracion de la
particula referida a un sistema fijo cuando interviene ademds, al menos un sistema
movil (en el caso més general, animado de movimiento de rototraslacion).

a, =al, +i{.+c:)><rM +20X V], +oxX(@X1],,)

Por la ecuacion fundamental de la dindmica: F = ma considerando a un sistema fijo
como Inercial y al sistema en rototraslacién como no inercial:

F= ma|F = ma|M +mi{.+mc:)><rM +2mo;)><V|M +mco><(co><r|M)

En esta expresion, se define a:
F|M =ma

v (masa X aceleracion relativa)

Fuerza inercial de arrastre: -(m R+ m X r|M +2m X V|M + moX (X r|M ) :F1A )

= (masa X aceleracion de arrastre).

80



Esta fuerza inercial de arrastre constituye una "fuerza correctiva que permite ajustar
la ecuacion fundamental cuando esta referida a un sistema no inercial, o sea:

F|M = ma|M :F|F B F1A
La fuerza inercial de arrastre se compone de una de arrastre por traslacion y otra de
arrastre por rotacion:

F1 A = F| A(Traslacion) + F| A(Rotacion)
(1]

A =-mR

A(Traslacién)

HA(Rotacién): - (m(oxr|M +2maoX v M +m(o><(03><r|M))

Entre los términos de la fuerza de arrastre por rotacion, se distinguen:

2m oX V|M = Fuerza de inercia de Coriolis.

m X r|M = Fuerza de inercia debida a la aceleracion de la rotacion.

mo X (X r|M ) = Fuerza de inercia Centrifuga.

Principio de D’Alembert

Se trata de un Principio que permite plantear los problemas de dindmica en forma similar a
problemas de estética, es decir mediante ecuaciones de equilibrio.

En el apartado anterior, se ha introducido el concepto de fuerza inercial, la cual surge de la
multiplicacién de la masa de la particula por una aceleracion.

En base a esta idea la ecuacién de Newton

F=m aescritacomoF-ma=0

Considerando ahora la cantidad - m a como una fuerza inercial F™, la ecuacidn anterior
puede pensarse como una ecuacion de equilibrio

F+F =0

Esta dltima ecuacién permite tratar un problema de dindmica como uno de estética
planteando la ecuacion de movimiento como la indicada mas arriba.

Esto constituye la base del principio de D“Alembert para un sistema. Cabe resaltar que las
ecuaciones basadas en este principio y las correspondientes a la segunda ley de Newton
son enteramente equivalentes.
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Unidad 5: Dinamica de los Sistemas de Particulas . Parte 1

Introduccion

Llamaremos sistema de particulas a aquel
conjunto de puntos materiales ligados entre si a
través de fuerzas internas.

Cada particula posee una masa m, y respecto de

un sistema referencial se las ubica por sus
vectores posicion.

Fuerzas Actuantes:

5
m X m
/ﬂ‘ KF;i

FZl . ﬁ-i
,

F: ST - .

de accién pero sentido contrario.

Masa del sistema:
La masa total del sistema es:

L=

Sobre las particulas se encuentran
actuando fuerzas. Estas pueden ser
exteriores o internas:

1-1) Fuerzas Exteriores (F e):
Provienen de la accién de sistemas o

particulas no pertenecientes al sistema
considerado.

1-2) Fuerzas Internas (F ’) Son
debidas a la accién mutua entre las
particulas. Las fuerzas internas se
presentan ‘“de a pares”. Por el principio

de accién y reaccién F;, =—F; o sea

que la interaccién entre particulas tiene
para cada una igual intensidad y recta

M = Zmi m;: masa de cada particula, o sea que queda definida como la suma total
i=1

de las masas de las particulas.

Centro de masa:

Se define como momento de primer orden al producto de la masa por la distancia a un

punto.
de = rl *m,

l

para todo el sistema:

D,=>d, =) r*m, i=l..n

Podemos encontrar un punto tal que:
D, :Z’? *m, =M*rg
r = zri *m, _ zri *m,

Mri Z mi

83



Se denomina centro de masa, y es un punto en el que se puede suponer concentrada toda
la masa, respecto del momento de primer orden o0 momento estético.

Las coordenadas cartesianas del centro de masa son:

La ubicacién del centro de masa es independiente del sistema referencial elegido.

Cantidad de Movimiento:

Si cada particula m,se mueve con velocidadv,; la cantidad de movimiento de cada
particula es:
p=m; *v,

Para todo el sistema es:

P=Y"p =>m* i=1,...n
Sabemos que:
7‘0 * M = Zrl *m,

La posicién de la particula es funcion del tiempo; luego, derivando:

7*M:‘7@*M=Z’3*mi=zﬁi*mi=1’

Nos queda que:

FY
R
V R, v.
m W T : !
n ! 1 . . s
R Si el sistema de particulas se encuentra en
Vo =0 s un movimiento roto-traslatorio reducido al

polo “O” la velocidad de la particula m;
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La cantidad de movimiento:

Zmi *wx (R, —0)=V[7><Zmi * (R, ~0)=WxM *
Si el movimiento es una traslacion pura:
W=0=P=M*V,
Si el polo de reduccién se toma en el centro de masa, ”’O” coincide con “G” y:
7, =0= P=M *¥,

Y si es una rotacién pura de “O” que no coincide con “G”:

P=M =W X7,
Conservacion de la cantidad de movimiento:

Aplicando el principio de inercia a cada particula:
ap, 5 - - —
&:pi =m; *V, :Fie+Fi;

ot ‘

Sumando para todo el sistema:

2P =ﬁ=2mi v, =2 F + Y Y F;
i
Pero:

Z Z FU’ =0  Por el principio de accién y reaccién
i

Z F*=F° Fuerza exterior total
Nos queda:

Feop
“La suma de todas las fuerzas exteriores es igual a la derivada de la cantidad de
movimiento del sistema respecto del tiempo”.

P=F¢=0
P = cte

Si

Esta ecuacion Fext = M dvG/dt, indica que dado un sistema de particulas, el centro de
masas de dicho sistema se mueve como una particula de masa igual a la masa total del
sistema, sometida a una fuerza igual a la fuerza exterior total que actiia sobre el sistema.

85



Si la suma de las fuerzas exteriores es nula, la cantidad de movimiento del sistema no
varfa. Desde el punto de vista del centro de masas, esta continuard en su estado de reposo o
movimiento rectilineo uniforme.

Ejemplo: Dos masas que colisionan entre si, en ausencia de fuerzas externas. Sea el
choque elastico o pléstico, la cantidad de movimiento se conserva porque no actian fuerzas
exteriores al sistema. En cuanto al centro de masas, esta posee movimiento rectilineo
uniforme antes de la colisién, y conserva su estado después. Si el choque es plastico, las
dos masas unidas contintan en la trayectoria del centro de masa.

Momento Cinético: j
El momento cinético de una particula respecto de Z

un punto “O” es: 5
Ei :(Ri_O)Xmi*ﬁi l m
Para un sistema de particulas: I R

L=YL, - Y[R ~0prm, 3] ; ~

Si el sistema se halla sometido a un movimiento
roto-traslatorio con polo de reduccion en “O”

Vv, =7, +Wx(R,-0)

El momento cinético total respecto de “O”

Z = Z[(Ri _O)Xmi *(‘70 +WX(Ri _0))]

L=>(R —0)xm, 7V, +m, *(R —0)xW x(R, - 0)
L=Y (R —0)xm, %, +> m *(R —0)xWx(R, -0)
En esta ecuacion tenemos:

D (R —0)xm, 7V, =M *7; x¥,

Nos queda:

L=M *i;xV,+Y m *(R —0)xWx(R,-0)
Llamaremos Momento Cinético de Rotacion Pura (L) a:

Ly=>m *(R —0)xW x(R,-0)

Entonces:

L=M*7,xV, +L,
Conservacion del momento cinético

. aﬁ' = = =
Vimos que para cada particula: % =p,=m;*v, =F '+ F;
t
Tomando momento respecto de “O”
(R,—-0)xm,+d,=(R,—0)xF‘+(R,-O)xF]
La expresién del momento cinético:
L=M%i;xV,+L, =Y (R —0)xm, *¥,

Derivando:
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L : oR,

a—°+M*r‘G><\70+M*rG><\70 => 9R 90 xm, %V, + Y (R, —O)xm, *a,
ot o ot
Llamando

.
i

M =Y (R -O0)xF
M¢=> (R -0)xF/ =0  Por principio de accién y

reaccion
Nos queda:
- PR ..o
M =M %7, XV, +M *F,Xd, +V, X p+—
ot
Si el polo de reduccion se elige en “O” = “Centro de masas”, el vector posicion del

centro de masas y sus derivadas serdn nulas, y como la cantidad del movimiento puede
expresarse en funcion de la velocidad del centro de masas, el tercer término de la ecuacién
se anula. Resulta entonces:
M* :%:M“ :0:%:0:&) = Cte.
ot ot
El momento angular de un sistema de particulas se mantiene constante si el momento

exterior que actia sobre el mismo es nulo.

Por otra parte, si el momento exterior no es nulo, como la derivada del momento
angular respecto del tiempo es igual al momento exterior, se interpreta que la variacion del
momento angular coincide en direccién con el momento exterior.

Ejemplo: Considere el movimiento de un trompo que rota a gran velocidad sobre su eje.
Si bien es una aproximacion, se puede asumir que el momento angular coincide en
direccién con el vector rotaciéon del trompo. El momento exterior que actia sobre el
trompo es el debido al peso del mismo. El momento angular variard de manera tal que dL.
coincida en direccién con el torque. Se origina, por lo tanto, el movimiento del precesion,
rotacion alrededor de un eje vertical. La direccion del vector rotacion de precesion depende
de la direccion del vector rotacion propia del trompo.

Trabajo y Energia:

Si FT son las fuerzas actuantes sobre las particulas m;; en un desplazamiento elemental:

oT, = F, #0F Como OF =¥, 0t

OT, = F, %V, 0t

OT =) F, *¥, *0t

Para un sistema roto-traslatorio

V. =¥ +Wx(R -0)

OT =Y F,*v, *dt+ Y F, #*(Wx(R, —0))*ot

OT = (F v, + M %W )+t
Dividiendo todo por “dt” obtenemos la potencia
oT (=, _ .
P, =a—=(F€ £V, + M =W
t

Definimos a la energia cinética de un sistema como la suma de las energias cinéticas

de las particulas que componen el sistema.
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T, = l *m; * ‘7[2
2
Para todo el sistema
1 _
T = ZE * m; * viz

En un movimiento roto-traslatorio
V.=V +Wx(R -0)

T:%*Zmi [, +Wx(R, —O)]

T:%*[Zmi £97 +zmi VAT *(WX(R,' —0))+Zmi *(WX(RI. —O))Z]

T:%*M *\7024-\70*2;%1, *(Wx(Rl. —O))+%*Zmi *(WX(RI.—O))Z

1 2 3
1 _ . :
DT = B #*M *v? Energfa cinética de traslacién
1

3T, =%*Zmi «(W x (R, —0)) =W T m, (6 x (R ~0)f

(EV‘V/ x (R, — 0))2: Cuadrado de la distancia

I, = Zmi * (Ex x (R, - 0))2 : Momento de inercia respecto del eje ey,
1 -
Nos Queda T, = E*Wz 1,

2) T, =7, %y m*Wx(R -0))=7, *Wx > m, *(R -0)

T, =M % (v, W x7,) : Energfa cinética mixta
Esta cantidad se anula cuando el centro de referencia se encuentra en reposo, dado que para
ese caso v, =0 o cuando coincide con el centro de masas, por ser 7,

En estos casos la expresion de la energia toma la forma simplificada

1 o, 1
T=—M#v,+—*W?*Iw
2 2

88



Dindamica del Solido Rigido

Introduccion:

Consideramos al sélido rigido como aquel cuerpo constituido por un sistema de
particulas que cumplen con la condicién de rigidez detenida, es decir, mantienen sus
distancias relativas constantes.

Masa del sélido rigido:
Para un sistema de particulas, la masa total es:

M = z m;
Para el sélido rigido:
M = .[ pxdv p: Densidad

Se entiende que el proceso de integracion se extiende a todo el volumen ocupado por el

solido, es decir, se involucra una integral triple en un marco referencial adecuado.

si p=Cte.: sz*jdv:p*V

Centro de masa:
El momento de primer orden es:

D, = jmi *r,
¢

Y el centro de masa:
M *r; =D, =J-mi *r,
v

.[p *r kdy

s

:v.[p*dv b4

Cantidad de Movimiento:
Si el so6lido se encuentra en movimiento rototraslatorio reducido al polo “O” la
velocidad de cada punto sera:

V. =¥ +Wx(R -0)
La cantidad de movimiento total:
F’sz*dv*vi =jp*dv*ﬁ0 +J'p*dv*(W><(R[ -0))

P

v *jp*dv+W><J'p*dv*(Ri—0)

— p*dv*(Rz_O):De

P=v, *M+WxM *r, (1) donde:
D, =M x*r,

89



Conservacion de la cantidad de movimiento:
Derivando (1):

0P oW . = B
—=da *M+—XM *r. +WXM *r,
o ¢ ot ¢ ¢

Sabemos que la variacion de la cantidad de
movimiento respecto al tiempo es:
o -, =
_ = Ee — Fe
ot

Entonces nos queda:
Fe=a, «M+WxM %7, +WxM #7,

Momento cinético:
Para un sistema de particulas teniamos, en un

b } movimiento rototraslatorio con polo de
reduccién en “O”:

L= Z(Ri —0)xm, *7,

Para un sélido:
L=[p*(Fxi*dv)

v

V=yv (x, v, z)
F=r (x, v, z)
Pero: v=v, +Wxr
X
Reemplazando, el movimiento cinético nos

queda:
Ijsz*vaO *dv+jp*7><(W><F)*dv

v

L L,
La primera integral ( Zl) es:
L =[p*7xi, sdv ==V, x[ p#Fsdv=—,xM *F,

v

—

L =—v, XM %7, Seanulasi v, =0 o cuando la reduccién
se hace al centro de masa.

La segunda integral (Ez ) es:

L, :jp*Fx(Wx?)*dvzIp*[(?*?)xvf/—(?*vf/)*?]*dv

Expresando en coordenadas cartesianas:
Zz = jp* l(xz +y’ 4+ ZZ)X(WXZT+WJ+WZI€)— (X'WX +y-W, +z 'WZ)* (xf+ yj + Zlg)l*dv

Efectuando los productos, operando y poniendo: L: (L,,.L,,,L,,)

Teniendo presente que se trata de una igualdad vectorial.
La componente:
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Zx =Wx *J‘p*(yz +Z2)*dv_Wy >|<J‘p>z<(yx)>|<dv—Wz *Ip*(zx)*dv

Momento y productos de inercia:
Definiremos el momento de inercia respecto de un eje “e” como:
JIIL Para un sistema de particulas:

z I, = Zmi #d? Donde

di: Distancia de la particula al eje
: considerado

- Para un sdélido:

I, = jp #d” % dy
Definiremos como producto de

(1P 2)

inercia respecto de los ejes “e” y

G‘h”

I, = _zmi wdf *d
H Para un sélido:
I, =—jp*d€ sd" xdy
Los productos de inercia son:
]xy :—Ip*x*y*dv

I, :_Ip*x*z*d\;

]yz :_J-p*y*z*dv

En las férmulas de cdlculo de los
productos de inercia se trabaja con
coordenadas, es decir, pueden tener =
signo positivo o negativo. Esto hace
que el resultado de la integral de u
volumen puede resultar nulo. De h
hecho, esto ocurre cuando los ejes son
ejes principales de inercia.

La expresion del momento cinético L, nos queda:

Lo=1, W +I W +I_-W,
Lo=1,W+I_ W +I_-W,

L=1_W+I W +I_-W,
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Lz]: (Zz)c + ZZy + EZz)
[W = (Wx’Wv’Wz)

Y la matriz [I ] es la representacion en el sistema referencial adoptado del tensor de

Estas expresiones escalares fodemos poner en forma matricial:

IL] =[] W] siendo:

inercia.
I xx xy Xz
[I ] =1 »x I »y vz
1 1

2 zy b4

Finalmente la expresién del momento cinético es: L = L, + L,
L=M-7,xv, +[I]- W]

Caracter Tensorial de [/]
Supongamos la matriz [A] que transforma del sistema referencial x, y, z ortogonal al x’,
y, 7
también ortogonal.
[A] es ortogonal. Luego [A]_1 = [A]T
Tenemos que: [Zz ]T = [I ] [W]T 1)
[Z]=[A}2] =[] =[aT -[2]
l=lal- 0] = ol =[aT -l
Reemplazando en (1):
[T 2] =[r)-faT -]

Multiplicando por [A]

Transformando:

[AL-[a] -[E] =[AL[1)-[a] -]
] 7]

Nos queda

[i']T = [I']- [W']T Expresibnen x’,y’, 2’

Donde

[1']=14]-[7]-[A]

Vemos que [I ] se transforma segun la ley de transformaciones de tensores de segundo
orden, se concluye que [I ] es la representacion de un tensor.

Operador Lineal
La expresién de L = il +Z2 =M -1, XV, + [1]- W]
Tiene caricter tensorial, es decir que [Z] es un invariante de los distintos sistemas
referenciales.
[Zl ]: Proviene del producto vectorial 7; XV, y como tal tiene cardcter invariante.

[I:l]: Proviene de la aplicacién del operador lineal [I ] (tensor de segundo orden)

. T . .
sobre el tensor de primer orden [W] ; luego, es un invariante.
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L =L, +L,: Es un invariante por ser la suma de dos invariantes.

Conservacion Del Momento Cinético
El momento cinético es L = il + Zz =M -1, XV, + [7]- W] .
Derivando con respecto al tiempo:
oL P L -

™ =M -rgxXv,+M -r; Xa, +[I]- [W]T

Pero sabemos que %—i =M
M =M 7, xv, +M -7, xad, +[1]- W]
Energia Cinética
La energia cinética para un sistema de particulas
T:%*M*V{f 7,5 m k(W (R —O))+%*Zm[ #(Wx (R, —0))
Para el caso de un sé6lido nos queda:
T =%*M £92+ M # (7, *WxFG)+%*IW «W?
Si el polo de reduccién coincide con el centro de masa:
T =%*M £V +%*Iw *W?=T +T,
Ty: Energia de traslacion

. 1
Tr: Energia de rotacién 5 I, *W?*=T,

Expresando en funcién de [15] y [Z]

P=M=*y,

T, =%*jp*dv*(ﬂ7><7)z =Ip*dv*(v17x?)*(w7x?)
Desarrollandov en coordenadas cartvesianas y operando obtenemos:
T, = %[W] g [I ] g [W]T Donde [I ] : Tensor de inercia
[W]=[r]=[W] Cuadrética de energia asociada

al tensor de inercia
Finalmente:

T =%*13><\70 + P W XT, +%*[W][Z]T
Cuadraticas asociadas al tensor de Inercia
11-1) Energia cinética de rotacion

Vimos que T, = %[W]* [I ]* [W]T es invariante.

11-2) Momento de inercia respecto de un eje:

T =S WLl V] =1, w?

Iw: Momento de inercia
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respecto del eje de direccion e,
Wl Y = er ew

T

W W

le, I[t]#le, I =1,

O sea que el momento de inercia respecto de un eje es la cuadrética asociada al tensor
con respecto al versor de direccion de ese eje.

e, =(a.B.7)

- 2 2 2
I=1 %0 +1 " +1_*y +2%axf*] +2xaxy*l +2%F*y*l

Radio de Giro
Se define el radio de giro de un sélido, respecto de un eje cuya direccion es e como:

Al momento de inercia lo podemos expresar:
I, =M *r*

Si se divide en forma cuadratica [ew]* [1]= [ew I'=1 L por I,

[X]=[1]+[x] =1 Donde [X]= \[/C}VL] = \/5:’*]}’

En forma desarrollada:
I,=1, xX>+1 *Y’+1 _*Z°>+2xX*Y ] +25X*Zx] +2%Y*Zx]

Es la ecuacién de un elipsoide denominado elipsoide de inercia donde (X, y, z) son las

componentes del vector:

. 1 1
r= kel = e

_— %
I x/ﬁ*rk !

w

Es decir que todo semieje del elipsoide de inercia es proporcional a la inversa del radio
de giro.

Diagonalizacion del tensor de Inercia
El tensor [I] se transforma mediante una rotacién ortogonal

[1]=[Al=[1]+[]
Existe una transformacién [M ] tal que:
[1]=1m]+[1][m] =11,]

Donde:
I, 0 O
[Id]: 0 1, 0
0 0 I,

I, I, Iz son los autovalores del tensor de inercia, denominados momentos de inercia

principales.
Por tratarse el tensor de inercia de un tensor real y simétrico los autovalores son reales.
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Los vectores propios asociados Vi, V,, V3 establecen direcciones denominadas ejes
principales de inercia.

[«lv] =1+]T

Expresiones en la base principal
Para los ejes principales de inercia, las variables que intervienen tienen expresiones mas
simples.

Momento cinético
L| |1, o o] w,
L] =1+ W] =|L,|=|0 1, O|+W

y
L] |0 0 I3 |W,
Nos queda:
L =1*W_ L =1,*W_;
L =1,*W, =
V2
O sea que en la base principal el momento
cinético tiene la direccion del eje de rotacion. B
V1

Las cuadraticas asociadas al tensor también adquieren una forma simple.

Momento segin un eje.
I, = [ee]*[ld]*[ee]T =1, 0’ +1, * B +1, xy°
Energia cinética de rotacion.
24T, =Wl [1 ]« W] =1, +W > +1, W > +1, %W’
Elipsoide de inercia.
1=[x]#[1,]*[x] =1, X* + 1, *Y> + I, % Z*

Teorema de los ejes paralelos

Sea un sdélido e [Ig] su tensor de inercia referido a una terna x, y, z cuyo origen coincide
con el centro de masa G del sélido.

Si se desea referir el tensor a los ejes x",y",z", paralelos a la terna x, y, z, se aplica el
teorema de los ejes paralelos. De acuerdo a este teorema se debe adicionar a [Ig] un tensor
de inercia correspondiente a la masa total del sélido concentrada en el centro de masas,
referido a x°, y’, z’,. Es decir que : [I y,] = [Ig] + [Itrasiacion] donde: el tensor de
inercia referido a la terna x”,y”,z” es igual a la suma de el tensor de inercia baricéntrico mas
el tensor de inercia de la masa concentrada en el centro de masa referido a x",y",z".
Utilizando el producto tensorial esta operacion de traslacion se puede realizar mediante la
expresion

[Iyy2] =[] + M (r6” [Ip]- e e TG )

Donde:

M es la masa total del sélido

1G el vector posicidn del centro de masa respecto al sistema x",y”",z".

Ip la matriz identidad.
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Dinamica relativa del solido

Introduccion

Las causas del movimiento del sélido en el espacio son las fuerzas exteriores y sus
momentos. Estas cantidades se relacionan con las derivadas respecto del tiempo del
momento lineal o cantidad de movimiento y el momento angular o momento cinético del
sOlido. La cantidad de movimiento puede expresarse en funcién de la masa total del
sistema y la velocidad del centro de masa, en tanto que el momento angular depende del
tensor de inercia del sdlido. Si el tensor de inercia estd referido a ejes fijos, sus
componentes no permanecen constantes al cambiar el s6lido de posicién, por lo que el trato
de las ecuaciones que ligan la variacién del momento angular con el momento de las
fuerzas exteriores puede ser complicado. Esta dificultad puede eludirse introduciendo
sistemas referenciales relativos, fijos al cuerpo en estudio. Luego, la derivada de
magnitudes expresadas en este referencial mévil pueden obtenerse aplicando el operador
de derivacion para sistemas moviles en rototraslacion.

En lo que sigue, trataremos el movimiento del sélido, con sus distintas variables
dindmicas, referidos a sistemas de ejes en movimiento respecto de una terna fija.

Sélido referido a un sistema rototraslatorio
Supongamos un sélido referido a un sistema z
que se encuentra en un estado de rototraslacion
respecto de una terna fija. El sélido se encuentra
fijo respecto del sistema mévil.

Cantidad de Movimiento
Habiamos visto que la expresion de la cantidad
de movimiento referida al sistema X, y, z, era:

f/ =V, *M+W XM *7,
m

Derivando respecto del sistema fijo, recordando
que la derivacién relativa de un vector se hacia

mediante:
A A Wx)
dt|. dt|,

Para el vector cantidad de movimiento:

dP| dP . 3
ar| _ B/
dr m+(WX4J

. di

VokMAWXM %7, +WXM %7, + WXV, «M+WxWxXM *F,
?G =0, pues el solido se encuentra fijo respecto de X, y, z. Sabemos que las fuerzas
aplicadas respecto de un sistema fijo son:

Sio=p =&

Fodr
Nos queda:

Fo| =d,*M+WxM %7z +Wxv, «M+WxXWxM *7g
F

F
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Se verd que esta ecuacion se simplifica en forma notable cuando el s6lido rota alrededor de

un eje fijo, y se toma el punto “O” sobre el mismo. En ese caso, sera:

F¢ L EWXM xig +W XW XM *7g

porserd, =0yv, =0

Momento Cinético

La expresion de momento cinético en el sistema en movimiento es:

L =M-i,xv, +[1]- W]

Se considera que el tensor de inercia ha sido referido al sistema mdvil solidario al
s6lido, y por lo tanto sus componentes permanecen constantes al cambiar el sélido de
posicion.

Derivando respecto del sistema fijo:

+(Wx%):

m

dL| _dL

dt dt
F

M %7, xv, +M %7, xa, +[I]- B)T/]T +WxM 7, x5, +Wx[1]- 7]
Teniendo presente la relacién entre la derivada del momento angular y el momento de

las fuerzas externas:

il .
dt F
F
Nos queda:
M| =My, My xd, + W] W <7, %7, - <[]
(]

Rotacion de un Sélido con eje fijo
En este caso el s6lido mantiene su eje

de rotacion fijo en el espacio.
Entonces:
v, =0
a,=0
Tendremos en este caso:
Fe| =WxM =7, +WxWxM *F, ©
X

=] i o] : -

F

ML’
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Reacciones dinamicas de un sélido en rotacion

Supongamos tener un sélido rotando sobre un eje fijo en el espacio. Este eje lo
consideramos vinculado al sistema fijo a través de cojinetes. Como ejemplo, puede
considerarse el rotor de una turbina hidraulica o el impulsor de una bomba de agua. Se
trata de s6lidos montados sobre un eje, el cual es sustentado por cojinetes que permiten la
rotacion.

El sélido en su rotaciéon puede generar fuerzas inerciales que presionan sobre los
vinculos. Estas presiones dindmicas (debidas al movimiento) no existen si el sélido se
encuentra estdtico, en cuyo caso solo habrd reacciones debidas al peso u otras fuerzas
estaticas.

Las presiones dindmicas aparecen cuando el sélido se encuentra en rotacion, y asi como
las cargas estdticas originan reacciones en los soportes, estas cargas dindmicas hardn
aparecer reacciones, que se denominan reacciones dindmicas. La magnitud de estas
reacciones estaran directamente ligadas a la cantidad de masa del sélido, a la forma en que
la masa esta distribuida y a las condiciones cinematicas del movimiento.

Las condiciones dinamicas de este s6lido establecen:
F¢| =WxM %7, +WxWxM *7,
F

we| =l ]+ x oT

En ambas ecuaciones aparece un término que depende de la aceleracion angular, su
existencia se comprende con facilidad puesto que para acelerar una masa, es necesaria una
fuerza o un momento. Estos términos se anulan en el caso de que el sélido rote a velocidad
constante. El otro término involucrado, depende solamente de la velocidad de rotacion, de
la cantidad de masa y la forma en que esté distribuida, resumidas en el vector posicion del
centro de masas y el tensor de inercia.

Las acciones exteriores estdn formadas por acciones activas y acciones reactivas, es

decir:

Fe=Fe 4

M =M:+M:;

El equilibrio del sélido es:

Fe=F+ F =WxXM #7, + W xW xM 7,

iie = ai e ats =[] | il ol

Que nos provee las ecuaciones para obtener el
valor de las reacciones del sélido.

Por ejemplo si:

we=(0 0 WZ)=cte

W

7l

= cte

I

R R R xx IX)
=WXU]M]:WXQWI” e
I, I, I_| W

IZZ :

Xz

3

x ped Z

W)

XZ Z

—wx(I,-w, I, W
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Planteamos:

M +My=-1_-W>i+I_-W’-j

Debemos tener en cuenta que los vectores de la izquierda de la igualdad estdan en el
sistema fijo, mientras que los de la derecha estdn en el sistema en movimiento, lo cual

involucra una transformacion de coordenadas.

Para nuestro ejemplo, de acuerdo a los sistemas adoptados | ; k=1 J K
Luego la transformacién es una identidad. Esta ecuacidn vectorial implica:
M +My ==1I_ W

e 2 ™
4 e __
M, +M, =1_-W,
Las otras ecuaciones nos proveen: F =W xW xM 7,
Si las coordenadas del centro de masa son: Te =X Yo Xg

WXW XM %7, =| 0 0 Wl=x, W i-y, W]
-y W x,-W. 0

Nos queda: F* =x, -W2-i —y, -W2-j

Que nos da las ecuaciones:

ﬁaex + ﬁex =Xg - sz
A ) aR G ‘,2 (2)

FaL,V +Fl§y =Y W

Que resuelven junto con (1) el estado de equilibrio.
Vemos en las ecuaciones (1) y (2) que para que sea F°=0 y M* =0, deben ser
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Para que se cumplan estas condiciones, el eje de rotaciéon debe coincidir con un eje
principal de inercia y debe contener al centro de masas del sélido.

Los momentos centrifugos no nulos y el desplazamiento del centro de masa dan origen
a reacciones dindmicas. Se puede concluir que estas magnitudes “miden” el grado de
desbalanceo que posee el sélido.

Equilibrio dindmico

Dado un sélido en desequilibrio dindmico, se busca equilibrarlo de tal manera que
sea posible eliminar las reacciones dindmicas que, en general, dan origen a la aparicién de
vibracion en el sistema. Por ejemplo, las ruedas de un automévil deben “balancearse” luego
de un cierto uso, puesto que el desgaste asimétrico
da origen a reacciones dindmicas. El balanceo se
realiza agregando masas en el caso de las ruedas,
también se puede remover o quitar masa. El ob-
jetivo de este agregado o remocion de masas, es
llevar al eje de rotacién a ser nuevamente un eje
principal de inercia conteniendo el centro de masas.

A continuacién se plantea el problema del
balanceo o equilibrio dindmico de un sdlido en
rotacion.

Dado el sélido con:

I,#0

I,.#0

XY, Z, %20 A

Se buscard anular los productos de inercia que
tienen un subindice coincidente con el eje de rotacién, y los componentes de vector

posicion del centro de masas de subindice distintos del eje de rotacion.
Se ubican las masas m; y m; de tal manera que:

I'.=I1_+m Y -Z+m,-Y,-Z,=0

I'.=I1,+m-X -Z +m,-X,-Z,=0

Y'e=M Y, +m Y, +m,-Y, =0

Xo=M-X;+m -X +m,-X,=0

Tenemos ocho incégnitas (m;, m,, Xi, Xz, Y1, Yo, Zi, Z), y solo son cuatro las
ecuaciones. Esto se soluciona fijando cuatro y despejando las otras. En general se fija
posiciones a veces limitadas por la geometria y del sélido a “balancear”. Por ejemplo, en

las ruedas del automovil, los contrapesos pueden ubicarse Unicamente en la periferia de la
llanta.

Movimiento de un sélido con un punto fijo
Ecuacion de Euler

Vamos a considerar ahora el movimiento de un sélido que mantiene un punto fijo; es
decir un movimiento polar.
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Supondremos un sistema fijo y un
s6lido vinculado a dicho sistema a h
través de un punto, y otro mévil y Z
solidario con el sdlido y en las
direcciones principales de inercia.

El sélido se encuentra vinculado z Wt
en su centro de gravedad:

— —

W =W, o sea que la velocidad

angular varia en mddulo y direccion. Sl
La ecuacion que regula el ey
movimiento es: v

vie =[] - g
I, 0 0 X
donde: [I]z 0 1, O
0 0 I

Haciendo las operaciones obtendremos:
Wl =, -w.-w, —1,-w, -w.)-7 +
(I, - W, W, -1, W_-W,) j+
(,-w,-w,—1,-w, W,)+k

M =1,-W +(I,-1,) W, W,
M M¢=1,-W, +(I,-1,)-W,-W,  Ecuaciones de Euler
M =1, W +(,-1,)W, W,

Se encuentra expresado en los versores en movimiento, si queremos expresarlos en el
sistema fijo debemos aplicar la transformacion correspondiente.

Movimiento de un Sélido por Inercia

Analizaremos el movimiento del sdlido
que no esta sometido a fuerzas y momentos.
El sélido estd vinculado a su centro de masa
y lo mantiene fijo a través de un apoyo. La
resultante del peso se equilibra con la
reaccion de apoyo.

F'+F{=0

Establecemos un sistema referencial
solidario con el sélido que coincide con los
ejes principales de inercia.

I, 0 0
[71]=]0 1, ©
0 0 I,

Como no hay pares exteriores aplicados:
101



d_z -

M*=0 =0 L=cte

dr|,
Vamos a suponer un sélido giroscopico, es decir un sélido donde:
I,=1,=1

Las Ecuaciones de Euler quedan:
0=1-W +(I,-1)-W, -W,

0=1-W,—(I,-1)-W,-W,

0=1,-W,
De la tercera se deduce que:
13'WZ=O WZ=O W, =cte

O sea que la rotacidn sobre el eje “z” se realiza en ausencia de momento exterior y bajo
condicion L =cte con W, = cte

Las otras dos ecuaciones dan:

O:WX+U3T_I)-W),WZ

1

y

.WX .WZ

W +k-W. =0 _
! ! 1) Donde: k = 1, -1)

. W,
W, —k-W, =0 1 '

Se puede poner:
Derivando la primera: W, + k 'Wy =0
Introduciendo en la segunda: W, + k> -W_ =0

Cuya soluciénes: W_=A- cos(k - 1))

Luego derivando y llevando a (1): W =A- sen(P-t)

El vector velocidad
angular: ]

w =W, -z?+Wy -]+WZ -k Eje de precesion
cA2 — (w2 2
Llamando: A” = (Wx +W; ) Wa

Por tanto el médulo de W es: L
WZ :WZZ +A2 S -
El vector velocidad angular Nx

W efectia un movimiento de Y
L)

presesion alrededor del eje “z g
con pulsacion: y

e L=l Ly y

4

Para el caso particular en que
la condicién principal es tal que L tiene la direccién del eje de rotacion. /- W, =L

(1))

W =W = 0 A=0; no hay presesion, el sdlido mantiene la direccion del eje “z

constante.
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s =[r, el +wr,)- [
MF'=M-a,

a, =W?*-r, +a-t, z

El tensor de inercia respecto a un sistema L

de ejes cuyo origen se encuentra en un

punto que no coincide con el centro de

masas, se puede calcular con la expresion
tensorial

[Ig]:[lc]"'M'l[roG]2 '[ID]"'”()G ®’?>GJ
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Unidad 6: Sistemas vibratorios de un grado de libertad

Conceptos generales

El estudio de los sistemas vibratorios trata sobre el comportamiento oscilatorio de los
cuerpos, es decir, las oscilaciones alrededor de una posicion de equilibrio.

Se estudiard el comportamiento dindmico de masas sometidas a fuerzas elasticas. El
andlisis se efectia sobre masas puntuales, es decir, sistemas materiales de dimensiones
despreciables. Posteriormente se tratardn sistemas con dimensiones considerables (cuerpos
solidos) en los cudles esas deben ser tenidas en cuenta a efectos del estudio de su
comportamiento dindmico.

Los sistemas vibratorios pueden clasificarse de acuerdo a distintos puntos de vista.

Pueden ser sistemas lineales o no lineales. Un sistema es lineal cuando la composicion
de las respuestas a las fuerzas actuantes consideradas por separados es igual a la respuesta a
la composicion de dichas fuerzas. Los sistemas reales son generalmente no lineales pero en
el caso de pequenas oscilaciones pueden ser aproximados mediante sistemas lineales.

Los sistemas pueden ser de uno o varios grados de libertad, de acuerdo al nimero de
coordenadas independientes necesarias para su descripcion.

En cuanto a la vibraciones, estas pueden ser libres o forzadas. Las vibraciones libres se
producen cuando se aparta al sistema de su posicidon de equilibrio y luego este oscila bajo
la accién de fuerzas propias del sistema. En el caso de vibraciones forzadas, el sistema
vibra sometido a la accion de fuerzas forzadoras externas.

Fuerza recuperadora elastica:

Es aquella dependiente de la posicion (por lo tanto, admiten un potencial) y que se
materializa mediante elementos eldsticos tales como barras, resortes, flejes, etc.

Entendemos por eldstico a cualquier sistema susceptible de deformarse bajo
determinada solicitacion y que recupera totalmente su forma o configuracion original al
suprimirse la misma.

La fuerza recuperadora eléstica es la respuesta del sistema a la interaccién que lo
deforma.

Los cuerpos deformados almacenan energia potencial, denominada energia potencial
elastica. Esta energia es la necesaria para producir la deformacién, y es devuelta al
recuperarse la forma original.

Modelacién dinamica: T

Las interacciones dindmicas entre fuerzas masas se Y/
estudian mediante modelos tedricos o abstrac}(/:iones que, /////A”//////’
suficientemente analizadas y proximas a la realidad,
representan  satisfactoriamente a los sistemas reales.
Constituyen  esquemas  simplificados  que  permiten
progresivamente abordar el andlisis de sistemas crecientes en
grado de complejidad. En este capitulo serdn utilizados
modelos fisicos, representaciones esquematicas del sistema
real, y modelos matemadticos, es decir, representaciones
analiticas mediante una ecuacion diferencial o un sistema de
ecuaciones diferenciales establecidas en base a leyes fisicas,
como la segunda ley de Newton. Estos modelos matematicos $ 5
describen el comportamiento dindmico del modelo fisico en
cuestion.

A\ 4
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Deformacion de sistemas elasticos tipicos y fuerzas recuperadoras elasticas

6.2.1. Se analiza en primer lugar el comportamiento de una barra eldstica sometida a
traccidn, de longitud 1 y seccidn transversal A.

Se asume el material cumple la Ley de Hooke, que relaciona la deformacion resultante
(respuesta) con la fuerza actuante (solicitud o interaccion).

0 = Deformacién

F = Solicitacién

L = Longitudid original (sin deformacién) de la barra
A = Area secci6n transversal

E = Moddulo de elasticidad (m6dulo de Young)

La relacion entre la deformacién (8) y la solicitacion (F) esta dada por:

5=t [6-1]
AE
Haciendo L: i
AE K

y eligiendo la coordenada x = 9, se puede escribir:

F=Kx [6-2]
relacion que expresa que la fuerza es proporcional a la deformacién o elongacién. El
coeficiente K depende de las caracteristicas geométricas (L, A) y eldsticas (E) del
material que constituye la barra.

Desde el punto de vista energético, el trabajo (W) necesario para deformar la barra es
almacenado como Energia potencial eldstica o de deformacion:

[ R -
W= jo - Kxdx = -—Kx’= [ Kxdx=V(0)-V(x)
SiV(0)=0=V(x) = %sz [6-3]
Viga elastica simplemente apoyada, sometida a una carga concentrada en el centro

Sean:

E = Mddulo de elasticidad del material de la viga. l F
J = Momento de inercia de la seccion transversal
de la viga. INEN X _- N\
L =Luz de la viga. S~ Y_--"
F = Carga o solicitacion.
X = deformacién (deflexion) de la
viga en el punto central | |
L/2 L/2

(Y34

La flecha o deformacién “x” en el centro de
acuerdo con la teoria de la resistencia de materiales vale:

FL’
X =
48E]
y haciendo 8B _k [6-4]
3
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48EJ
X

F(x)=Kx = 3
L

[6-5]

24E) ,
—F X

V) = (AKx = =5 [6-6]

Barra elastica sometida a torsion (se aplica un momento torsor M en su extremo).

Sean: ?,
G= Moddulo de elasticidad transversal del material que
constituye la barra.
Jp = Momento de Inercia Polar de la seccion transversal de la
barra.
L = Longitud de la barra.

Al aplicar el momento torsor M la seccidn transversal extrema

—
experimenta una rotacion relativa (deformacién angular) ¢ que
responde a: 1 M
ML M

T
GJ
con K, :TP [6-7]
Asi: M=K, 0 :% [6-8]
2 GJP 2
V(9) = (172) Ko0™ =(1/2) Td) [6-9]

Modelacion
A efectos de lograr una mejor interpretacion conceptual del comportamiento de

sistemas dindmicos, los casos (sistemas) tipicos examinados son susceptibles de ser
reducidos a modelos como los que se indican:

Barra sometida a traccion:

Se sustituye la barra eldstica por un resorte axial cuya
constante eldstica es K.
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Barra sometida a flexion (viga con carga concentrada en el centro)

Si la carga estd aplicada
en el centro de la viga, l F 1
esta puede ser
reemplazada  por un A\ S~ _ T x _--7 JA
resorte cuya constante S~=-- K
vale, segin [6-4]: ‘ ‘-
| |
K= 48E L2 L2
13

Barra sometida a torsion.

Una barra cilindrica sometida a torsiéon puede asimilarse a un resorte

torsional, cuya constante es, de acuerdo Wm

con [6-7]:

_Glp
L

Esta constante relaciona el momento torsor
aplicado con el angulo de deformacion, sus

unidades son distintas de las constantes
anteriores. _~
M

Movimiento de una particula en las inmediaciones de un punto de equilibrio

Segtn se ha visto en el capitulo de dindmica de la particula, en presencia de fuerzas de
dependen de la posicion tinicamente, se define la funcion de energia potencial V(x).

Esta funcion V(x) puede desarrollarse en series de Taylor:

V(x) = gV(n)i(xo)(x—xo)“ [6-10]
V(x) = V(xo)+ VP (x0)(x-x0)+(' /) VP (X0)(x-X0) *+....

Ky

Derivando respecto de “x”:
1d°V(xy)

2
dvx) = dVixp) + dVixo) XX+ ———— (x—x0)2+. ..
dx dx dx2 2 dx3

Sabemos que si F = F(x), admite una funcién potencial tal que se verifica:

2
md—; “F(x) = - dV(x)
dt
dv
y en un punto x = X donde se verifica equilibrio, se cumple F(xo) = - ;XO) =0
X

Si se adopta como origen del sistema referencial el punto donde se verifica equilibrio,
queda:
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o a’v a’v
mx =F(x) =- (zo)x—l (zo)xz—
dx 2 dx

mX=F(X)=-KX—aX2—bX3— o [6-11]

2
donde: k= V&) - 1d7Vx)
dx 2 dx2

Si no se desprecian los términos de orden superior, la solucién de la ecuacién
diferencial [6-11] proporciona la ecuacion de movimiento del Oscilador Anarménico o no
lineal.

Si, en cambio, se toma solamente el término lineal, despreciando los de orden superior,
queda la ecuacion diferencial:

m x = -Kx [6-12]

Esta ecuacion diferencial de segundo orden es la ecuaciéon del movimiento del
Oscilador arménico o lineal. Debe quedar claro que el oscilador arménico es una
aproximacion del caso real, inarménico. Esta aproximacion es buena cuando las
deformaciones son pequeias.

La ecuacion [6-12] expresa la dindmica de un sistema material constituido por una
particula de masa m sobre la que actiia una fuerza recuperadora eldstica (proveniente de un
“resorte” idealizado de constante elastica “K”).

Visto de otro modo, si se desprecian los términos de orden superior en el desarrollo en
serie de V(x), y adoptando xo = 0, resulta:

V(x) = (',)Kx* [6-13]
2
siendo K = dV—(;O)
dx

K= Constante de proporcionalidad entre la fuerza “F” y la
deformacion “x”. El modelo fisico para este oscilador arménico
o lineal es el mostrado en la la figura. Si bien la masa se puede
dibujar como un bloque o cuadro, se interpretard se comporta
S como una particula.

Combinacion de constantes elasticas

Un sistema mecdnico puede estar constituido por
una serie de elementos elasticos (resortes) actuando K,
sobre la o las masas que lo constituyen.
Este conjunto de resortes que oponen resistencia a su
deformacion, pueden ser reducidos o sustituidos por uno
solo de tal manera que el efecto dindmico producido
resulta equivalente. $ S
Se distinguen dos modos de conexién de los resortes l
componentes:
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6.5.1. Los resortes experimentan la misma deformacion, al aplicar la (o las) fuerza activa

sobre los mismos.

La masa dispone de un solo grado de libertad, y el tnico movimiento posible es la

traslacion en direccién vertical.
“d” es la deformacién producida por la fuerza “F”.

La fuerza total “F” es absorbida por los resortes
de constantes elasticas “K;” y “K,”. La deformacion
que sufren ambos resortes es la misma, e igual a “d”.

El diagrama de cuerpo libre para la masa “m” se
muestra en el dibujo de la izquierda.
La ecuacién de equilibrio correspondiente es:
F = 0K, + 0K,
F=8(K1+K2) =5KT
Llamando Kt = K, + K;, Constante total o equivalente.

€e_9%

Generalizando, para “n” resortes que sufren igual deformacion:

Kr=YK, ,i=12,..n [6-14]

OK»

oK,

s

Los resortes presentan deformaciones diferentes bajo la accion de una misma

solicitacion

Segun la disposicion indicada, y por condicién de
equilibrio se debe cumplir:
F, = F, = F (Las fuerzas recuperadoras de
cada resortes son iguales a la solicitacion)
La deformacion total del sistema serd la suma de las
deformaciones de cada resorte:
8T = 51 + 82
Haciendo ST = FT/KT = Fl/Kl + FQ/KQ
= =F(1/K;+1/K3)
Simplificando:
1/Kr = (1/K+1/K5)

En general, para “n” resortes:
1/Kr =X 1/K;{ [6-15]

K,y

K>

&)

Se puede realizar una analogia con las resistencias en un circuito eléctrico. Las fuerzas
serian los equivalentes a las tensiones, y las deformaciones equivalentes a corrientes
eléctricas. Los resortes que tienen la misma deformacién (el primer caso expuesto) pueden
asimilarse a resistencias conectadas en serie (la misma corriente), en tanto que los resortes
sometidos a la misma fuerza equivalen a resistencias conectadas en paralelo (la misma

tension aplicada).

Estudio de Vibraciones Mecanicas Armonicas

En lo que sigue, se considerard el Oscilador armoénico o lineal. Se estudiardn
vibraciones de pequefia amplitud, que producen desplazamientos muy pequefios en torno
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de una posiciéon de equilibrio estable. Se analizardn en primer lugar, las vibraciones
armonicas libres, es decir las oscilaciones que se producen en ausencia de fuerzas externas.
Luego, serdn estudiadas las vibraciones forzadas.

Vibraciones armonicas libres no amortiguadas.

Las vibraciones libres no amortiguadas son las que se producen en ausencia de fuerzas
disipativas, por lo que unas vez iniciadas, las oscilaciones se mantienen en forma
indefinida.

La ecuacion del movimiento es:

oo F(x)

mx =F((x)=-Kx [6-16] —
F(x) representa la fuerza recuperadora eléstica. m
de [6-16]:

mx + Kx =0 X

» k . >
llamando a ®,” =— (@, es la frecuencia
m

propia o natural del sistema, o frecuencia circular POS?‘{lor} de
de oscilacion armoénica. También se suele equilibrio

denominar pulsacion).

Asi |x+ @’ . x=0| [6-17]
La [6-17] es una ecuacidn diferencial lineal homogénea de 2° orden.
Resolver esta ecuacion implica hallar la ley del movimiento x(t), es decir la relaciéon

entre la deformacion “x” y el tiempo “t”.
ucio igu S asi % uaci
Para hallar la solucién se sigue el método clasico para resolver ecuaciones

diferenciales. Se propone como soluciéna x =e™; donde p es una
constante.
Sus derivadas resultan: x=p.e"; x =p. e
Sustituyendo en (1) queda: p2 + a)ozz 0 p=+- 6002
p’= i W,
Entonces es valido x(t) = Cj.e' ' + Cp.e” ", que mediante un cambio de constante de
integracion:
A A _
C,=—.e" Cy=="
2 2
X :é'ei(a)OHB) + é'e—i(a)OHH) [6-18]
Utilizando las relaciones de De Moivre, queda:
X(t) = A cos (0, t + 0) [6-19]

A, 0, son constantes a determinar una base a condiciones iniciales.

Asi, si para t = t, = 0 las condiciones iniciales son

X=Xo, V=X =V,
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, v v
Serd Xo=A.cos 6 x, 2+ 02=A2 - A=|x,?+ )
a)O 0)0
v
Vo=-A ®sen o y w,1g0 =— - tgf=——>2
xO xoa)O

De tal modo, la ley de movimiento [6-19] corresponde a un movimiento armoénico de
amplitud A y desfasaje 6.

El éngulo de fase 0 depende de las condiciones iniciales. En particular si v, = 0
entonces 0 = 0; si x,= 0y vy # 0, resulta 6 = 90°.

T
El movimiento es periddico de periodo: 7= ; [6-20]
. . 1 o,
La frecuencia del mismo es f =— =2—. Asi: o, =27.f [6-21]
T JT

Nétese que la frecuencia natural es independiente de las condiciones iniciales, es decir,
que ante distintas configuraciones para las condiciones iniciales cambiardn la amplitud y el
angulo de fase de la oscilacidn, pero este tendrd siempre la misma frecuencia igual a la
frecuencia natural.

Oscilador Aménico Torsional Libre
En este caso 0, es la coordenada del movimiento. La ecuacién del movimiento es:
M=-ko Aplicando la Ley de Newton

M=160y 16=-k6 donde I es el momento de inercia.
oo k

0+ 7.6 =0 [6-22]

0(t) = 6o. cos (w, t + PB) Ley del movimiento

M: par aplicado

0 = & : aceleracién angular
I: momento de inercia de la masa, respecto del polo O

Oscilaciones con influencia del peso

Un par de consecuencias importantes surgen de considerar el
modelo Masa-Resorte con influencia del peso, por ejemplo si el K
movimiento se realiza en direccion vertical.

En equilibrio estético, el resorte estard deformado por la
accion del peso. Luego resulta:

P=Kk. O [6-23] (la fuerza del peso es igual a la DOkt
recuperadora eldstica). Pl vy
Se introduce un sistema referencial cuyo origen coincide con la

posicién de equilibrio, entonces el planteo de la 2° Ley de
Newton resulta:

mx =-K (Ot +X)+ P
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mx =-k&u-Kx+P y por [6-23]:

mx=-kx

Como conclusion
P mg . . "
1) De [6-23] k=—=—2> relacion que proporciona un modo expeditivo para

o 0

determinar K (Habitualmente P es conocido y Oy, se puede medir).

est est

2) Teniendo en cuenta que la fuerza P predeforma al resorte en ey, ella no influye en las
caracteristicas del movimiento.

Métodos energéticos
Para sistemas conservativos (fuerzas dependientes de la posicion) vale:

E =T + V = constante T = energia cinética
V = energia potencial

Todo sistema de fuerzas recuperadoras eldsticas del tipo

F=-kk admite V(ix)= ;kx2 (potencial eléstico)
v,
Tal que: ——=F(x)=—kx
dx

En un sistema mecdnico con vibraciones libres, es decir, sin disipaciones debidas a
amortiguamientos, la energia es en parte cinética y en parte potencial.
La ecuacion de movimiento surge de:

E =T + V = constante o d—Ezi(T+V)=O
dt dt

Para un sencillo sistema masa-resorte

2
d—Ezi(Tw):i Loy + 1 =0
dt  di dr| 2 2

Que conducea mx +kx=0

Si el sistema es mas complejo, corresponde evaluar apropiadamente T y V.

dE ., ..
— =0 conduce a la ecuacién de movimiento.

dt
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Vibraciones Armoénicas amortiguadas

Modelo dinamico
Al esquema se incorpora un elemento, el amortiguador, en el cual se origina una fuerza
dependiente de la velocidad, actuando de tal modo de oponerse a todo instante al sentido
de esta dltima. Esta fuerza se llama fuerza amortiguadora. En el caso mds general es
funcion de una potencia de la velocidad
Fp=-kVv" [6-25]

Para el estudio de oscilaciones armonicas, se adoptard n=1, que representa
razonablemente situaciones reales. La constante del amortiguador se identificard como “b”,
siendo sus unidades [Newton]/[m/s].

En el modelo dindmico, el amortiguador se simboliza como un cilindro-piston.

Para obtener la ecuacién de movimiento, se plantea el diagrama de cuerpo libre, sobre
la masa actdan dos fuerzas: la debida al resorte y la debida al amortiguador. Aplicando la
ley de

Newton, queda:

mx=-kx-bx
oo ° k x A .
mx+bx +kx=0 [6-27] | T b
que se puede escribir .);+ ﬁ).c+—x:O k % tj b
m m |
y llamando (002 _k y 4 =2i W/////////////A
m m

la ecuacién anterior queda:

X+ 2y x+ @, x=0 [6-28]

Ecuacidn diferencial homogénea de las vibraciones libres amortiguadas.

. ., t :
Proponiendo como solucion X(t) = eP con derivadas
[ ] (1]
t 2 t
x=pe’ , x =p°¢€°

Sustituyendo en [6-27]:
P mp’+bp+k) =0

Y para que ello se cumpla para todo t, debe ser :

mp® +bp+k=0 [6-29]
Esta ecuacién es llamada ECUACION CARACTERISTICA.
Las raices de esta ecuacion son:

b b\ k
-2+ | 2] £ 6-30
Pr2 2m (ij m [ ]
O bien
P =—YENY - o’ [6-31]

114



El andlisis de [6-30] y [6-31] conduce a tres situaciones fisicas diferenciadas, segun el
radicando (p* — a)oz) negativo, positivo o nulo. Si el radicando es negativo, el caso se dice

es subamortiguado, y el movimiento puede describirse como oscilaciones amortiguadas, es
decir, que se producen oscilaciones cuya amplitud decae en el tiempo. Este hecho se debe a

la naturaleza disipativa de las fuerzas amortiguadoras. Cuando el radicando 7* —a)f es
positivo, se dice que el caso es sobreamortiguado, las fuerzas amortiguadoras son de mayor
importancia y no llegan a producirse oscilaciones. Cuando ° —a)o2 es nulo, es caso se
denomina critico, y marca el limite entre los casos anteriores.

Vibraciones Subamortiguadas

En este caso

(72 — a),,z) (0 , o también (¥ < @) [6-32]

Puede interpretarse como que el término en que interviene el amortiguamiento es de
“menor significacién” en relaciéon con ®,; la influencia del amortiguamiento tiende a
desaparecer cuando Y<<®, y el movimiento se aproxima a las vibraciones libres no
amortiguadas.

Se define @, =4y —m,’ [6-33]

cantidad que se denomina pseudopulsacion.
Entonces:

N7V =0 =V-14/y" -’ =iw, donde i es la unidad imaginaria.

Las raices pueden escribirse entonces como  p;=-Y+1®;; po=-Y-10

y la solucién puede escribirse como la combinacion lineal de las soluciones particulares:
— nt pat _ (~r+ia)t (=r=iy)t
x()=C, e +C,e"™ =C,.e +C,.e

Haciendo:
C, =ée“9 =é.(cost9+isen0)
2 2
C, =ée‘i6 =é.(cos0—isen6’)
2 2

La ley del movimiento x(t) queda:

x(t)=Ae " .cos(wt+6) [6-34]

Donde m; es la pseudopulsacion o frecuencia circular de oscilaciones amortiguadas.
Las vibraciones subamortiguadas son efectivamente oscilatorias y de amplitud
decreciente en el tiempo. Su periodo de oscilacion es:
1 2z,
L=7_"= [6-35]
fioa
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Como se ve en la figura, las
oscilaciones son tales que su
amplitud va decayendo. FEl
caso expuesto corresponde a
condiciones iniciales x(0)>0 y

x>0. La fuerza del
amortiguador disipa la energia
disponible, y el movimiento
cesa una vez que se disipa
toda la energia que
inicialmente se le comunica al
sistema.

d=f Ca=a Subamortigquads
Ae™

tiempo

Vibraciones Sobreamortiguadas (movimiento no oscilatorio)
En este caso:

2 2
(7 —, ) )0 [6-36]

Cuando se cumple esta condicion, el término de amortiguamiento es importante en
relacion a ®,, cuanto mayor sea Y frente a wo la influencia del amortiguamiento serd mas

pr=-v+ \/712—(002
p2=-7v- \/7’12—(002

La solucion es:
X =Cre MM +Cre P [6-37]
que representa un movimiento exponencialmente decreciente del tiempo, y aperiddico, es
decir que no se producen oscilaciones.

fuerte.

Vibracion Criticamente Amortiguada
Ocurre cuando se cumple:

(7/2 — (002) =0 0 sea, ;/2 = (002 [6-38]

Y la ecuacion [6-30] conduce a una raiz doble pi=p2=-7Y
Xy =Cre P +Cre P =(C)+Cp)e V! =Ce™V!

O también, segin se puede demostrar:
Xy =e 71 (A + Ay )

Con las constantes A; y A, dependientes de las condiciones iniciales:

t():O

X =X, A =x,

[ ]

X=V, Ary=vo+ VX0
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La forma de la ley de
movimiento depende de los
valores de X, V.

Para un determinado x, se V(©0)>0
representan graficamente distintas
evoluciones de la deformacién, Xo V(0)=0
variando el valor de la velocidad

inicial. \
Tener velocidad inicial V(0) \
significa que se impulsa a la masa
en la misma direccion que la
deformacién X(0), por lo que el —__ V(0)<0
valor de la deformacién primero
aumentard para luego decaer bajo la accion de la fuerza eldstica del resorte. Velocidad
inicial negativa corresponde al caso en que la impulsa a la masa en direccion contraria a la
deformacion, la cantidad de energia disponible (la suma de la almacenada en el resorte y la
cinética que se le comunica a la masa) puede ser suficiente para que la masa supere la
posicién de equilibrio estético.

X(t) 4

;t

Factor o grado de amortiguamiento
De la condicién de amortiguamiento critico:

2
b
2m m

Llamando b.: coeficiente de amortiguamiento critico.
b. =2mw, =2 mk [6-39]

El Grado de Amortiguamiento suele entonces expresarse como la razén:

b b
£=-" (§= =l:»7=§.w0j [6-40]
b, 2mow, o,
b<b. (< 1) vibracion subamortiguada
Si b=b. ({=1) vibracién critica
b>b. ({>1) vibracion sobreamortiguada

Para Vibraciones subamortiguadas la ecuacion [6-34] resulta:

X = Ae™" cos(@,(1- ¢ 21+ 6) [6-41]

Donde w, = (a)(,2 - ;/2 )1/2 = (a),,2 - g’za)(,z)l/2 = a),,2 (1 - {2)1/2 [6-42]

Decremento Logaritmico

Cuando el factor de amortiguacién { es menor que uno, se producen oscilaciones
amortiguadas, es decir, oscilaciones cuya amplitud decae en el tiempo. La razon entre dos
amplitudes maximas consecutivas es:
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27
-V 2

Ko A7 cosloyt+ 1)+ 0] eMe M T,
= = = e
X, Ae™"D cos(mt + ) e
_2z
X
Intl _, @ [6-42]
'x}’l
27
_7.?/ B
Entonces: X, =X, Y =x,e " [6-43]
27
x o7
y por lo tanto no=e®
Xn+1
I~ 2—”.7: ¢ (constante)= decremento logaritmico  [6-44]
Xn+l @)

El logaritmo de la razén entre una amplitud maxima y la inmediata siguiente es una
constante denominada decremento logaritmico 9.

S :2_71"7: 271'.12 _ 2.8 [6-45]
o 0,01-%) 1-¢2
Cuando {—0 0z2m¢ [6-46]

Si se puede medir dos amplitudes mdximas consecutivas, en una vibracién
amortiguada (se logra conocer d) es posible obtener b, (despejando { en funcién de J). Esto
indica una forma experimental de medir el coeficiente de amortiguamiento.

En cuanto a la Energia Potencial Eldstica acumulada en sucesivas amplitudes méximas.

(o] AP
Eyp _ 172 kx4 || _, @ [6-46]
E, 1/2kx,> |«x

n

La energia decrece al doble de rapidez que lo que decrece la amplitud (comparar con [6-
43)).

E . =E, ¢ [6-47]

Vibraciones Armonicas Forzadas

Ocurren vibraciones forzadas cuando la masa se encuentra sometida a la accidon de una
fuerza forzadora o excitaciéon. El andlisis de diferencia segiin el como es la fuerza
forzadora.

Las soluciones mds sencillas son las que se obtienen para fuerzas forzadoras
armonicas, es decir, cuando responden a la ley F(t) = FO sen ot. Para este tipo de
excitacion, la deformacion resultante serd también arménica y de la misma frecuencia, pero
en general estard desfasada.
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Las fuerzas forzadoras periddicas pero no sinusoidales pueden descomponerse en
armonicas siguiendo el desarrollo en series trigonométricas de Fourier, luego la respuesta
serd la composicion de las respuestas a las excitaciones armoénicas consideradas por
separado. Este procedimiento es aceptable si el comportamiento del sistema es lineal.

Vibraciones Forzadas Sin Amortiguamiento

Modelo Dindmico:
F(x) =-K.x ) .
¢ Sobre la particula de masa m actia o
la fuerza perturbadora exterior arménica:

—/\/\/ \—.mT Foy=F,.sen ot

Donde ® es la frecuencia circular de la fuerza perturbadora
(es frecuentemente producida por desbalances en maquinarias rotatorias).
En ausencia de amortiguacion, la ecuacidon del movimiento resulta:

2
md—; =—kx+ F,.senaox [6-48]
dt
2k F, . . L
Llamando @, =— vy P, = — (dimensiones de aceleracion)
m m
Reemplazando en la ecuacién queda
X + (002. x = P,. sen ot [6-49]

Ecuacién diferencial no homogénea de segundo orden de las vibraciones forzadas, sin
amortiguamiento.

La solucion general, segun la teoria de las ecuaciones diferenciales es:

x(t) = xp(t) + xp(t)
donde:
x(t) = ecuacion del movimiento, da la posicién en funcién del tiempo.
xp(t): solucién de la ecuacion diferencial homogénea asociada
Xp(t): solucion particular.

Segtn lo visto anteriormente:  xp(t) = A cos (Wt + 0)
Para la solucion particular, xp(t), se prueba con:
Xp(t) = a senmt
derivando respecto del tiempo:

xp =a ®cos mt

Xp =-a0 sen ot

Reemplazando en la ecuacion [6-49], y para que se cumpla para todo t, debe ser:

a=—-""— [6-50]
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[ , .
Llamaremos A =— (razén de frecuencias)

(1)

0
P

a= "2 ;2 [6-51]
w,” 1-4%)

Ocsi: deformacién que acusa el resorte si F, se aplica en forma estdtica, o también la
deformacion que produce por accion del maximo valor que puede asumir Fy.

Entonces la ley de movimiento resulta:

X(t) = Xp + Xp = A. cos (0, t +0) + a . sen ot [6-53]

Siempre que se cumpla el valor de a, segtin [6-51]

Puede escribirse:

= T2 [6-54]

Siendo d.i una constante interesa
analizar la relacién funcional entre a
A=—  yA.
(para A > 1, a < 0, pero se

01 02 04 0B 08

acostumbra rebatir la gréfica sobre el
semiplano en que a > 0),

En la grafica se observa que cuando
la relacion entre la frecuencia
forzadora y la frecuencia natural es

igual a 1, la amplitud de la oscilacion tiende a infinito, situaciéon conocida como

Resonancia: estado para el que A =—=1 o sea @ = @), conduce a amplitud que tiende

aa —x

)

Vibraciones Forzadas con Amortiguamiento

Modelo dindmico: En el esquema, se muestra un sistema de un grado de libertad,

FoSen(wmt) m

SRE R
c= 1,

4

cuyos elementos son la masa (m), el resorte (k) y el
amortiguador (b). También se muestran las fuerzas que
actian sobre la masa: La fuerza forzadora Fgsenwt , la

fuerza del resorte (kx) y la fuerza del amortiguador (b x).
Considerando un desplazamiento “x” desde la posicion de
equilibrio estdtico, positivo dirigido hacia arriba, se
plantea la ecuacién de movimiento:

mx = -kx-b x +F,senwt [6-55]
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k b F, b
a)oz = V= F, = > é/ =—(1
m 2m m b,

X+ 27X + 0, x =P, sent [6-56]
Solucién general

X(t) = xa(t) + xp(0)

xn(t) = A e cos (0 t +0)

Para la solucion particular x,, se prueba:
X, =a.sen(®t-f) [6-57]

X, =a mcos (mt - B)

Xp =-a o sen (0t - )
Haciendo: t-B=O  obien ot= T+
Probando en [6-56]

a(- 0 +m’)sen @ +2ymacos D =P, (cos B sen & + sen 3 cos &)
Lo cual, para que se cumpla, requiere que:

a (w,” - o) =Py cos B [6-58]
2yvwa=P,sen [6-59]
Que permiten obtener los valores de la amplitud a y el angulo de fase P de [6-57]
a= b [6-59] 16f=—212 | [6:60]
\/(a)(,2 —0*)? +4y%0? 0)02 -0’

Algunas conclusiones:

1. Para distintas relaciones @/®, se obtienen amplitudes de oscilaciones forzadas
diferentes.

2. Siw=0,0si0®<<®, A—0.

4 — 1 y la amplitud de las oscilaciones forzadas tiende a ;.

est

3. Si ®>> o, la fuerza excitatriz F;) = F,. sen ot cambia de signo muy rapidamente, no

. . a
dando tiempo a la masa a reaccionar. — —> 0y a—0

est

4. Siow=wm, a —o<, situacidn de resonancia.

El dngulo de desfasaje B puede graficarse en funcion de ,1:2_ La siguiente gréafica
0)0

corresponde a un factor de amortiguacién muy pequefio.
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A
p
180° .
A=1 A
VA<l (o< ®) —>B=0 fuerza y desplazamiento tienen igual sentido.
VA>1 (0> ) > P=x fuerza y desplazamiento tienen sentido opuestos.

Aclaracion: las vibraciones forzadas sin amortiguamiento comprenden un caso ideal, ttil a
efectos de presentar el problema de excitaciones exteriores. Para amortiguaciéon muy
débiles ( << 1).

De tal modo, la solucién completa es de:

X =A e" cos (0 t+0)+asen ((0t-P) [6-61]
- ~ J H_J
(D) ()

El primer sumando (1) se amortigua relativamente pronto. Llamemos t;: tiempo de
establecimiento, de tal modo que, si por ejemplo consideramos que las vibraciones
transitorias se desprecian cuando su valor es el 1 % de la amplitud de oscilaciones
forzadas.

Ae™" =0,0l.a tg=—.1

Las vibraciones transitorias (1) dependen de las condiciones iniciales. Las vibraciones
forzadas (2) de las constantes fisicas (k, b, m) y de la fuerza perturbadora (P,, m).

Resulta de alto interés analitico las relaciones funcionales [6-59]y [6-60]

A tal fin se definen:

1= h=Lto
6()0 0)0
Fo _Lo_5 = (def. estdtica)
2 k °
w{)
La [6-59] queda:
a__ ! [6-62]

Sest (1= 22)% +4h> 22

y de la [6-60]

2hA
t =
gp Y

[6-63]
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En la figura se muestran
graficas de la relacion

. . a
adimensional —— para
est

distintos valores de A.

Se observa que la mdxima

amplitud de la oscilacion

se produce a un valor

ligeramente distinto de
» 7\.=1

Si en [6-62] llamamos € = A% la amplitud resulta mdxima cuando el denominador es un
minimo.

Asi

fo=(1-A)>+4h* A =(1-¢) +4h’e

tiene un minimo £, =0=-2e+4h*> - e=A"=1-2h’
Llamando resonancia al valor A que conduce a ap;x:
}\fres = (1 -2 h2)1/2

Por consiguiente, en presencia de amortiguamiento, las vibraciones forzadas (®) conducen
a resonancia, para valores A un poco inferiores a 1 (es decir, para ® < ,).
Algunas situaciones particulares:

a) SiA<<1, (osea, ®<< ,) resulta 5i — 1y a=de, en tanto f = 0.

b) Si A es muy grande (0 >> ®,) el valor de a se toma muy pequefio y  — 180°.
¢) SiA =1 se produce resonancia.

Para la relacion [6-63], se grafica el dngulo de desfaseje para distintos valores de factor de
amortiguacion:

v
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Conclusiones

1. La amplitud de las oscilaciones forzadas no dependen de las condiciones iniciales del
movimiento.
En presencia de resistencia (medio viscosos) las vibraciones forzadas no se amortiguan.

3. La frecuencia ® de las oscilaciones forzadas no depende de las constantes fisicas del
sistema (como ®, y ®;, por ejemplo) y estd determinada y coincide con la de la fuerza
perturbadora.
Aun para F, pequefas, se pueden producir amplitudes forzadas muy elevadas.

5. Para m>>, se puede minimizar las amplitudes, incluso para valores elevados de F,.

Representacion fasorial

La representacion fasorial de las ecuaciones de movimiento aportan elementos
analiticos adicionales. Se recuerda que un fasor es un vector rotante que se utiliza para
representar magnitudes que son funciones sinusoidales del tiempo. Se utilizan para
representar tensiones y corrientes alternas, y aqui serdn utilizadas para representar las
fuerzas forzadoras, fuerzas eldsticas, de amortiguacién y de inercia. Estas dltimas son
armoOnicas de la misma frecuencia que la fuerza forzadora, pues dependen de la
deformacion y de sus derivadas ( la velocidad y la aceleracion).

El médulo de cada fasor se hace igual a la amplitud de la magnitud que representa.
Asi, si la deformacidn sigue la ley x(t) = X seno(mt), el fasor tendrd médulo igual a X, y se
entiende es un vector que rota con velocidad angular ®. Se recuerda que e valor
instantdneo de la deformacion se obtiene como la proyeccidn sobre el eje vertical del fasor.

Vibracion Armonica Libre

mx +kx =0

X =-A ®,sen (0, t+ 0)

X :—Aooozcos(ooot+9) = —ooozx

Sea x el vector desplazamiento.

La fase del vector velocidad x estd adelantada en 90° resp. de x

La fase del vector aceleracién x estd adelantada 180° resp. de x

Vibracion Forzada no Amortiguada

mx +k x = F, sen ot
Caso (I); o< ®,, =0

F_,, y X no tienen desfasaje
Caso (II), ® > ®,, B = 180°
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F_,, y x estdn desfasados en 180°

Vibracion Forzada con Amortiguamiento

mx +2yx +kx=F,sen ot

Interesa visualizar tres casos:

Cuando: 1) <<
2) W=,
3) 0>> m,
1) <<,

Fo: fuerza excitatriz

kX: fuerza de recuperacion elastica
b m X: fuerza de amortiguamiento
m o X: fuerza de inercia

1. Las fuerzas de inercia, asi como las de
amortiguamiento son pequefias.
El dngulo B es muy pequeiio

3. F_,, tiende a equilibrar a la fuerza eldstica.

La excitacion exterior tiende a aparecer como aplicada estaticamente.
Mw?X

2) 0=,

En este caso, el dngulo de fase entre la
deformacion y la fuerza forzadora es de 90°.
La fuerza de inercia estd equilibrada por la
fuerza del resorte, y la fuerza excitatriz se
emplea para vencer a la fuerza de
amortiguacion.

J) o> o,

En este caso, al dngulo de fase
entre la deformaciéon y la fuerza
forzadora supera los 90°, y si la
frecuencia tiende a un valor muy alto,
el dngulo tiende a 180°, quedando la
deformacion en oposicion de fase con
la fuerza forzadora. Si se mantiene
constante la amplitud de la fuerza
forzadora, al aumentar la frecuencia se

verd que las amplitudes de la deformacion y la fuerza en el amortiguador se hardn

bwX

pequefias, y para altas frecuencias, la deformacion serd practicamente nula.
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Desbalance Rotatorio

El desbalance de masas en méquinas rotatorias es el origen de fuerzas excitadoras. Se
considera a continuacién un sistema masa-resorte, restringido a moverse en el sentido
vertical y sometido a una fuerza forzadora originada por el desbalance de una maquina

Sean:
w M = masa total del sistema
@ m = masa excéntrica

X\
§ e= excentricidad
\

% o= velocidad angular de rotacién

O x = desplazamiento de la masa no rotante (M —m)
% X + e Sen ot = desplazamiento vertical de m.
La ecuacion diferencial del movimiento es la
LJ siguiente:
oo 2 °
o
AN

M-m) x +md—2(x+e Senwt)= - kx - bx [6-64]
dt
ecuacion del movimiento queda:

Mx +bx +kx= meooZSen(oot)
Haciendo: Fy = me’
queda la ecuacidn:

(X ] [ ]
M x +bx +kx =FySen(wt) [6-65]

Que resulta idéntica a la ecuacién diferencial correspondiente al caso de oscilacion
forzada por una fuerza sinusoidal. En el proceso de resolucién de esta ecuacion diferencial,
la amplitud de la fuerza F, puede tomarse como constante.

La respuesta permanente se puede escribir entonces como:

x() =X Sen(w t - 0) [6-66]

Siendo la amplitud X:

2

Desarrollando la derivada, y simplificando la

X = med 6-67]
Jk—Ma*) + (bw)
. bw
y el dngulo de fase ¢ = ArcTang Mol [6-68]

Utilizando las siguientes definiciones:

o, = , l% asa frecuencia natural de oscilacién no amortiguada.

b= 2k X masa = 2 masa®, = amortiguamiento critico
€ = b/b. = Factor de amortiguamiento

puede escribirse la ecuacion de la amplitud en forma no dimensional:
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[
MX )y,
= [6-69]
me 2 2
[0 [
1-| — +|26—
a)}’l a)n
el desfasaje quedara:
w
26| —
a)l’l
tan(¢) = — [6-70]
w
1—| =
a)l’l
En la siguiente grifica, se muestra la amplitud “X”y el angulo de fase “¢” versus la
frecuencia “®”, utilizandose el factor de amortiguacién como pardmetro.
) T 180° T
i 0.05 E?/
0.05
. RN 0.25
30 . ; . 0.50 ]
i .
| 2 =
O.llO 5 90°f----- §=10
: °
2 T Jrger ey el
: 0.15 é, FES% Al
0.25 \\ | e
2,0 s
e ! ' 0 10 20 30 40 50
SlE ! Razon de frecuencias ¥
wn
| l
(
1.0
i | !
0 1.0 T 2.0 3.0 40 5.0
Razon de frecuencias %n
Fig. 3.2-2. Grifico de las Ecs. (3.2-4) y (3.2-5) para vibracion forzada con desb;xlaﬁéé
rotarorio.
Movimiento del soporte
En  muchos
casos la excitacion
del sistema no es I X
debida a wuna + — m
fuerza que actia
sobre la masa,
sino por el
movimiento  del
soporte. En esta |
seccion, se . .
considerard como y bl x—y k(x-y)
excitacion el

movimiento  del
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soporte y se verd de qué manera plantear la ecuacion diferencial que rige el movimiento.
Sea “x” la coordenada que indica la posicion de la masa, medida desde la posicion del

[ ]
equilibrio estdtico. La coordenada “y” indica el movimiento del soporte, y es la velocidad,
(X )
y la aceleracién. En el grafico de la derecha se indican las fuerzas no balanceadas (el

peso no se considera puesto que es compensada por la fuerza del resorte kd.y). La
deformacion del resorte es (x-y), y la velocidad relativa entre las piezas del amortiguador

Se plantea la ecuacion diferencial que rigen el movimiento de la masa:
mx=-k(x-y)-b (x—y} [6-71]

[T} (1]

En esta ecuacion diferencial, intervienen las variables “x” e “y”, y sus derivadas.
Haciendo la sustitucion:

Z=X-y
la ecuacidn del movimiento se transforma en:
[ X ) [ ) [ X ]
mz +b z+kz=-my [6-72]

Para el caso en que el movimiento del soporte sea sinusoidal, y = Y sen(mt), siendo
“Y” la amplitud del movimiento del soporte y “®” su frecuencia angular.
Derivando “y” dos veces, y reemplazando la ecuacion diferencial queda:

m z +bz+kz= mo’Y sen (ot) [6-73]

La forma de esta ecuacion diferencial es similar a la correspondiente al desbalance
rotatorio, con “ma’Y” reemplazando a “me®””. La solucién de la ecuacién diferencial
puede entonces escribirse como:

z =7 sen(mt - ¢)

2
Con Z= mYe [6-74]

Jtk=ma?) +(ca)?

Haciendo x = z + y se obtendrd el movimiento absoluto “x” de la masa. Por lo
tanto:
x(t) = z(t) + y(t) = Y sen (wt) + Z sen(mt - ¢ )
Siendo x(t) la suma de dos funciones sinusoidales de frecuencia angular “®”, serd
también una funcién sinusoidal de la misma frecuencia:
x(t) = X sen(t - )

donde “X” es la amplitud del movimiento % S~
de la masa, y “y” el desfasaje entre el T~
movimiento de la masa y el movimiento \\\\\\
del soporte. = pid
X 7
Ve
//
Para obtener el valor de “X” y “y”, z g

se recurre a la representacion fasorial:

128



Estos fasores pueden ser representados mediante el uso de nimeros complejos:
y=Y el
2= 7 SO0
x=Xe j(wt-y)

x=Y & 4+ Z @9

Utilizando la expresion deducida [6-74] para “Z”, se llega a que:

2 2
X = k™ +(ax) Y [6-75]
(k—ma*)? + (cw)?
3
tan(y) = meo [6-76]

k(k —ma*) + (ax)?
En la gréfica siguiente, se muestra el grafo de relacion de amplitudes X/Y, y el angulo de
desfasaje “y” versus la relacion 0/, , siendo el factor de amortiguacion el parametro.

T 180° r
= oos
- T —
o1 ——
: I 0.08 (T a1y ————]
3.0 T 120° b= 0.25
0.10 | — 0375
3 S o
‘ 60° 1 °®
0.1 . -
0.25 .
|
%0 l 0 10 20 30 40 50
x> 0.375 @
I =)
~{\X os0
1.0 '
1.0 :
£=& : \
E ST T —
RS ———
5 ——
]
0 1.0 V2 2,0 3.0 40 5.0
@
wn

Fig. 3.53-2, Grifica de las ecuaciones [6-75] y [6-76]

En el grafo se observa que:

e [La relacion X/Y vale 1 (lo que implica que X =Y, es decir que la amplitud del
movimiento de la masa es igual a la amplitud del movimiento del soporte),
cualquiera sea el factor de amortiguacion para ®W/®, = V2.

e Para valores de w/®, - \/E , X/Y es menor que la unidad, lo que significa que
la oscilacién de la masa serd atenuada por la combinacién del resorte y el
amortiguador. Debe notarse que la atenuacion serd mds efectiva cuanto menor sea
el factor de amortiguacion para frecuencia ® > .

129



Aislamiento Vibratorio

Entendemos por aislamiento vibratorio la atenuacion de los efectos de las vibraciones
originadas en mdquinas y motores. Puede tratarse de aislar fuerzas perturbadoras
producidas por desbalances rotatorios o movimientos del soporte. Se verd que ambos
problemas pueden tratarse de manera similar. La solucion de este problema consistird en el
montaje de la maquina sobre resortes, 0 combinacion de resortes y amortiguadores.

A continuacién se analizard el aislamiento de la fuerza perturbadora originada por el
desbalance rotatorio. En la figura se muestra el diagrama de fasores, indicandose la fuerza
transmitida a través del resorte y el amortiguador como Fr.

FoSen(wt)

mo X
bwX

|
- =

2
Fr= (kX)? +(b@X)* =kX 1+(b7‘”j

X = Amplitud del movimiento originado por una fuerza forzadora Fy Sen (o t)
Reemplazando X, se puede escribir la relacién (Fr/Fp) como:

\@ —= m [6-77]
e Tl )2

Esta relacion es idéntica a la relacion X/Y hallada para el caso del movimiento del
soporte, por lo que se concluye que el aislamiento de una maquina de las perturbaciones
del soporte es idéntico al problema de aislar fuerzas perturbadoras. Las razones (F1/Fy) y

(X/Y) se conocen como Transmisibilidad de fuerza o desplazamiento.
Del anélisis del grafico que corresponde a la relacion X/Y se deduce que:

o
Fy

e Para lograr una transmisibilidad menor que 1 (de esta manera se atenuaria la fuerza
transmitida) los resortes sustentadores deben ser tales que la frecuencia natural
debe ser baja comparada con la frecuencia de la perturbacion.

e En la region (/@ - \/E, a menor factor de amortiguaciéon menor es la

transmisibilidad. Como contrapartida, en la region ®w/®, < \/_Zesta relacion se
invierte.
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Respuesta a fuerzas periédicas

En el caso de fuerzas forzadoras periddicas no sinusoidales, aplicando el andlisis de
Fourier pueden descomponerse en una serie de componentes armonicos (suma de senos y
cosenos) de distintas frecuencias.

Una fuerza periddica se caracteriza por su periodo, el cual se identifica con el simbolo
T, y se cumple que F(t)=Ff(t+T), es decir que el valor de la fuerza para un instante t se
repite T segundos después.

Si F(t) es una funciéon de periodo T, puede ser representada por medio de una serie de
Fourier:

F(t) = ap+ z a,cosm,t+ z b, senw,t [6-78]
1 1

Los coeficientes ag, a, y b, se determinan mediante las férmulas de Euler.

Las frecuencias de las armonicas son multiplos de la frecuencia de la armdnica
fundamental, la cual es igual a la frecuencia de la fuerza forzadora, es decir, ®,=n@.

La serie de senos y cosenos pueden ser combinados en una serie de solo senos, y la
fuerza forzadora se escribe entonces:

F(t) = i F sen(nwt—¢,) [6-79]
1

Deben tomarse los términos necesarios para una correcta aproximacion. Considerando
que los elementos del sistema se comportan en forma lineal, es factible hallar la respuesta a
cada armoénico por separado, luego componer estas respuestas para determinar la respuesta
del sistema a la fuerza excitadora periddica.
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Unidad 7: Oscilaciones Mecanicas de Dos o Mas Grados de Libertad

Introduccion

En el capitulo anterior se ha visto que el nimero de grados de libertad de un sistema es
igual al nimero de coordenadas independientes necesarias para describir su movimiento.
Para introducir conceptos relacionados con estos sistemas de varios grados de libertad, se
iniciard con el estudio de sistemas de dos grados de libertad.

Como primera caracteristica de estos sistemas, los sistemas de dos grados de libertad
poseen dos frecuencias naturales. En casos particulares (que corresponden a ciertas formas
de iniciar el movimiento, es decir una combinacion particular de condiciones iniciales) la
vibracion libre del sistema ocurre a una de estas frecuencias naturales, existiendo una
relacion definida entre las amplitudes de las dos coordenadas y la configuracion
correspondiente es un modo normal de vibracién. El sistema de dos grados de libertad
tendrd entonces dos modos normales de vibracién, cada uno de los cuales corresponde a
una de las frecuencias naturales. Cuando el movimiento se origine bajo condiciones
generales, las vibraciones libres de las masas ocurrirdn como la superposicién de los
modos normales de vibracién (esto quiere decir que el movimiento de cada masa serd la
suma o superposicion de dos movimientos armoénicos, cada uno de los cuales tendrd una
frecuencia igual a la frecuencia natural).

Si el sistema estd sometido por una fuerza forzadora, la vibracién ocurrird a la
frecuencia de la fuerza forzadora y las amplitudes tenderdn a un maximo cuando esa
frecuencia coincida con las frecuencias naturales.

Modos normales de Vibracion

En esta seccion se determinaran las configuraciones de los modos normales de
vibracion. En primer lugar, se modelizard un sistema de dos grados de libertad. Tomando
como base el sistema mostrado en la figura x.x, donde se han despreciado las
amortiguaciones, las ecuaciones diferenciales correspondientes son:

mx, =k(x, —x,)—kx, 7-1]

mx, =k(x, —x,)—kx,

Un modo normal de vibracion es aquel en el cual cada masa experimenta un
movimiento arménico de la misma frecuencia y fase u oposicién de fase, es decir, pasan
simultdneamente por la posicion de equilibrio.

Para tal movimiento, y utilizando ndmeros complejos, las ecuaciones de las
deformaciones pueden escribirse de la siguiente manera:

X, =A™ [7-2]
X, =A e’

En estas ecuaciones, A1, A2 son las amplitudes de las armdnicas, y o la frecuencia a la
que suceden.

Sustituyendo en las ecuaciones diferenciales, queda el siguiente sistema de ecuaciones
homogéneo:

(2k - @'mA, —kA, =0 [7-3]
—kA, +(2k - 2@0'm)A, =0
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Estas ecuaciones tienen soluciones A;j, A, distintas de la trivial, si el determinante

siguiente es nulo:
2k -@’m -k
( ) , | =0 [7-4]
-k 2k -20"m)

Haciendo 0)2=7u, al resolver el determinante se llega a la ecuacion caracteristica,
polinomio de segundo grado:

Y - 35 /1+é LS =0 [7-5]
m 2{m

Las raices de esta ecuacidn son los cuadrados de las frecuencias naturales del sistema.
De la resolucidn de la ecuacidn caracteristica:

M=+4 =.[0, 634 = [7-6]

ro=y4, = |2, 366— [7-8]

Sustituyendo estas frecuencias naturales en las ecuaciones, se calculan las relaciones
entre las amplitudes, (Al/Az)(l) donde “i” indica la frecuencia para la cual se calcula dicha

relacién. Para o;:

AY ko
(A—zJ —m—0.731 [7-9]
AY .k
(A—zj —m——2.73 [7-10]

Nota: Los valores numéricos calculados corresponden al ejemplo que se esta
desarrollando.

Estas razones de amplitud son las formas modales que corresponden a cada modo
normal. La razén de amplitud para ®;, 0.731 es positivo, significando esto que para la
frecuencia ,; las dos masas oscilan en fase, en tanto que para ®, el valor —2.73 indica que
las dos masas oscilan en contrafase.

Estos modos normales de vibracién se producen para condiciones iniciales particulares.
Si el movimiento se inicia con condiciones iniciales diferentes de las de los modos
normales, las oscilaciones contienen a los modos normales simultaneamente
(superposicion de armonicas de distintas frecuencias). Para determinar las ecuaciones
correspondientes, serd necesaria la resolucién de un sistema de ecuaciones formadas por
las dos ecuaciones de movimiento y las relaciones de amplitudes. Asi, si el movimiento se
genera apartando las masas de su posicion de equilibrio mediante las deformaciones x;(0)

y x2(0), y las velocidades iniciales ;1(0) y x.z(O), se reemplazan estos valores en las
ecuaciones de las deformaciones y sus derivadas:
x1()= AV sen(ot+0,) + A sen(wt+9,) [7-11]
x2(0)= A" sen(mt+0,) + Ar'® sen(t+9,)
A estas cuatro ecuaciones se agregan las relaciones de amplitudes. De esta manera, se
genera un sistema de 6 ecuaciones con 6 incdgnitas, cuya resolucién permite calcular las
amplitudes (Al(l), Al(z), Az(l), A2(2)) y los dngulos de fase (01, ¢).
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Modelizacion de un sistema de varios grados de libertad

En este apartado se describe el proceso de modelizacién mediante el cual se obtiene el

7 sistema de ecuaciones diferenciales para un
sistema de varios grados de libertad. Como
primer caso, se considera un sistema de dos
grados de libertad sin amortiguacion, tal
como se muestra en la figura.

X1
Las masas m; y m, estdn sujetas por los
resortes de constantes ki, k, y ks. Respecto de
las posiciones de equilibrio estédtico, la masa
X2 m; estd separada la cantidad x;, y la masa mj

la cantidad x,. Si se hace X; > X», el resorte k;
estard elongado, en tanto que los resortes k; y
k3 estardn comprimidos.

Considerando que los pesos de las masas
estin compensados por la deformacion
estdtica, no son incluidas en los diagramas de
cuerpo libre. Para la masa m;, la ecuacién de Newton queda:

m; X, =-kix; ka(X;-X2)

En tanto que para la masa m; seré:

my X, = Ka(X1-X2)-K3xa

Estas ecuaciones diferenciales no son independientes entre si, puesto que las
coordenadas X; y X, aparecen en ambas. Agrupadas forman un sistema de ecuaciones
diferenciales, cuya resolucién dara como resultado las deformaciones x; y x, como funcién
del tiempo. El sistema de ecuaciones resultante es el siguiente:

m X, +(k, +k,)x, —k,x, =0
m,X, —k,x, +(k, +k;)x, =0

Haciendo k, +k, =k, ,—k, =k,,,k, +k;=k,,, €l sistema de ecuaciones puede
reescribirse como sigue:
mX, +k, x, +k,x, =0
myX, +k,x, +k,,x, =0
Forma que permitird escribir en forma matricial el sistema de ecuaciones diferenciales.
En el caso de que se tomen en cuenta las amortiguaciones, se cambia el modelo fisico
introduciendo los elementos amortiguadores. En el dibujo se han agregado los amortigua-
dores ¢y, Cy, C3.
Las velocidades de las masas son X, y x,, se considera que la velocidad de la masa m;
es mayor que la velocidad de la masa m, (x,>x, ).

Las fuerzas originadas en los amortiguadores estan representadas en los diagramas de
cuerpo libre.

En base a la segunda ley de Newton, se escriben las ecuaciones de movimiento de las
dos masas, formando un sistema de ecuaciones diferenciales. Para la masa m;:
my X, =—kx, =k, (X, —x,) — ¢ %, — ¢, (X, — X%,)
Que se reescribe:
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ki ‘ C1 C1x,
- k1X1
X4 v S S
X I (xl X, )C2 TT ko(X1-X2)
Loy,
— B (%,-%,)c2 ll ko(X1-X2)
X2 A 4 = mo
i f C3x, TT kaXo
2
- 21

Para la masa m;:
myX, =k, (x, —x,)—kyx, +c,(x, —x,) —c;X,
m,X, —k,x, +(k, +k;)x, —c,x, +(c, +¢;)x, =0
Se concluye con el sistema de ecuaciones diferenciales:
m X, +(k, +k,)x, —k,x, +(c, +¢,)x, —c,x, =0
{mzx'z —kyx, +(ky, +ky)x, —c,x, +(c, +¢;)x, =0
Noétese que en este caso, al igual que en el anterior, si se eliminan el resorte k, y

el amortiguador c, desaparece el acoplamiento y resultan dos ecuaciones diferenciales
independientes.

Acoplamiento de coordenadas.

Las ecuaciones diferenciales que describen sistemas de varios grados de libertad se
llaman acopladas porque las distintas coordenadas aparecen en cada ecuacion.

Para un caso general de dos GL, las ecuaciones tienen la forma:

my x, +mpz x, +kiiX+Ki2x2=0 [7-12]

my x, +Mx x, +ko1X1+k22x2=0

Las ecuaciones diferenciales pueden escribirse en forma matricial:

|:m11 m12:| Xy _i{ku k12:|{xl}_{0} [7-13]
My, My, );.2 k21 kzz X, (0

kll klZ
k21 k22
rigidez. Si la matriz de masas es no diagonal, existe acoplamiento dindmico o de masa, en
tanto que si la matriz de rigidez es diagonal, existe acoplamiento estdtico o de rigidez. La

matriz de masas estd multiplicando al vector de aceleraciones, en tanto que la matriz de
rigidez al vector de deformaciones.

mll le

} es la matriz de
m

Donde [M]= { } es la matriz de masas, [k]= {

21 22
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Los acoplamientos dependen del sistema de coordenadas elegido. Un sistema de
coordenadas en el cual no aparece acoplamiento alguno se denomina de coordenadas
principales o coordenadas normales.

Si el sistema presenta amortiguaciones, aparecerd la matriz de amortiguamiento

[ ] |:C11 CIZ:|
Cl=
C21 C22

Las ecuaciones diferenciales de un sistema de dos grados de libertad con amortiguacion
se escribirdn de la siguiente manera:

{mu mlz} X4 +|:C11 C12:| X4 +{k11 klz}{xl}_{o} [7-14]
My My, );.2 Cu Cnp X.z K, ky | |x,) (0

Valores y vectores propios

En esta secciéon se generalizaran los conceptos de modos normales y frecuencias
naturales para sistemas de més de dos grados de libertad. Para calcular estas cantidades, se
utilizaran los autovalores y autovectores.

Para la vibracién libre de un sistema de varios grados de libertad sin amortiguamiento
se aplica la ecuacién matricial [xx], que se puede escribir en forma abreviada:

[M] {;}Hk] {x}={0} [7-15]

Premultiplicando por la matriz inversa de la matriz de masas, queda:
M] ' [M]=[1] [I]J=Matriz identidad
[M]'l[k]:[A] [A]=Matriz de sistema o matriz dindmica
Utilizando estas definiciones, se puede reescribir la ecuacion matricial:

il {;{}HA] {x}={0} [7-16]

Asumiendo que los desplazamientos son movimientos armoénicos, la amplitud de cada
aceleracion serd igual a la amplitud de la deformacién multiplicada por el cuadrado de la
frecuencia:

X=1X

donde =g

La ecuacién matricial queda:

[a-a[1]] {x}={o} [7-17]

Igualando a cero el determinante de la matriz se obtiene la ecuacion caracteristica del
sistema:

|A-2[1]=0 [7-18]

Las raices de la ecuacidn caracteristica son los autovalores o valores propios, y las

frecuencias naturales del sistema se calculan mediante la relacion:
=0’ [7-19]

Sustituyendo los autovalores en la ecuacién matricial [7-17], se calculan los
autovectores. Estos autovectores se caracterizan porque en los mismos se encuentran las
formas modales, las que se determinan mediante las relaciones entre los componentes del
autovector. Por ejemplo, para un sistema con dos grados de libertad, para la primer
frecuencia natural se tendrd el autovector v;: [vi;,vi2]. La forma modal de la primer
frecuencia natural (Al/Az)“) serd igual a la relacién (v;1/viy).
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A cada frecuencia natural le corresponde un vector propio, el cual da la configuracién
de modo normal que corresponde a dicha frecuencia.

Vibracion armonica forzada

En los sistemas de varios grados de libertad, al ser excitado el sistema con una fuerza
sinuosidad las masas oscilan con la misma frecuencia que la fuerza excitadora. Si se varia
la frecuencia de la fuerza forzadora, se verificard que el sistema entra en resonancia cuando
la frecuencia coincide con una de las frecuencias naturales del sistema, es decir que un
sistema de varios grados de libertad tiene tantas frecuencias de resonancia como grados
de libertad.

Se analizard un sistema de dos grados de libertad, tal como se muestra en la figura. La
fuerza forzadora Fisenwt actia sobra la masa m;. El sistema de ecuaciones diferenciales
que corresponde a este sistema es:

mo 0 |x| [k, & F
{ ! } x +{ ! 12} N :{ 1}sen(wt) [7-20]
0 m, X, k, ks, %, 0
Considerando que la solucién es:
X X,
= sen(mt)
X, X,
Es decir, las oscilaciones de cada masa tendrdn la misma frecuencia que la fuerza

forzadora.
Sustituyendo el vector de deformaciones y su derivada segunda en la ecuacién queda:

m 0] [-0’X ky ky | [X F
" C O senot |12 10 sen(ot= 4 sen(ot) [7-21]
L0 m | [—e'X, ky k] (X, 0

Cancelando sen(mt) y reordenando:

_(kn _m1w2) ki } {Xl} {Fl}
= [7'22]
L ky (kzz _mza)z) X, 0

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtienen las amplitudes de las
deformaciones, las cuales pueden escribirse en funcion de las frecuencias naturales ®;, ®;
del sistema:

(k,, —m,®")F,
mym, ((012 -’ )(0)22 _wQ)
X. = _k12Fo
’ m,m, (a)lz -’ szz _wz)

X, = [7-23]

[7-24]

En estas ecuaciones de las amplitudes, puede observarse que al variar la frecuencia de la
fuerza excitadora, el denominador se anulard dos veces, cada vez que la frecuencia
coincida con las frecuencias naturales del sistema. Estas son las condiciones de resonancia
en el sistema ideal sin amortiguaciones, las amplitudes de las deformaciones tenderian a un
valor muy grande.
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En la gréfica se han representado las amplitudes X; (linea continua) y X» (linea a trazos) en
forma adimensional: se observan las dos frecuencias de resonancia.

R o

Amortiguador de vibraciones

En el caso analizado anteriormente, la fuerza forzadora actia sobre una de las masas, y
en la ecuacion de la amplitud de esta masa, en el numerador aparece el factor (k22 - mza)z)
(Ec [7-23]). Este factor se anula para una combinacioén adecuada de k,,,m,y @. Al ocurrir
esto, la amplitud de la masa m, serd nula, es decir que la masa sobre la cual actua la fuerza
forzadora no oscilard. Esto se debe a que para esta combinacién de valores, la deformacion
de la masa serd tal que la fuerza que el resorte de constante k, ejerce sobre la masa m, es

de igual magnitud y opuesta a la fuerza forzadora.
Este hecho puede ser utilizado para eliminar las vibraciones de una masa mediante el
agregado de una segunda masa vinculada a la primera por medio de un resorte,

seleccionando el valor de la masa masa m, y el resorte k, de manera tal que (k22 —mza)z)
se anule.
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Unidad 8: Mecanica analitica

Principio de los desplazamientos virtuales

Introduccion

En este capitulo se trabajard con los trabajos virtuales, principio que permitird
establecer las condiciones de equilibrio de cualquier sistema mecanico.

La particularidad de este principio es que en la aplicacion de este método la accidn de
las ligaduras no se calcula introduciendo reacciones desconocidas, sino considerando los
desplazamientos que pueden ser comunicados a los puntos del sistema, si este se saca de la
posicion ocupada. Estos desplazamientos son los denominados desplazamientos virtuales.

Los desplazamientos virtuales de los puntos de un sistema deben satisfacer las
siguientes condiciones:

1. Deben ser infinitamente pequefios, puesto que si fueran finitos el sistema pasard a otra
posicién donde las condiciones de equilibrio pueden ser diferentes.
2. Deben ser tales que respeten las ligaduras impuestas al sistema.

Se adoptard como definicion para los desplazamientos virtuales la siguiente:

Desplazamiento virtual de un sistema es un conjunto de desplazamientos infinitamente
pequeiios que son compatibles, en un momento dado, con todas las ligaduras impuestas a
este sistema.

El desplazamiento virtual de un punto de un sistema sera representado por un vector
As, dirigido en la direccion del desplazamiento.

Las ligaduras impuestas a un sistema determina un nimero finito de desplazamientos
virtuales independientes, nimero que coincide con el nimero de grados de libertad del
sistema.

Los demds desplazamientos virtuales pueden obtenerse como la suma de los
desplazamientos virtuales independientes.

Trabajos virtuales
Se denomina trabajo virtual al trabajo elemental que puede realizar una fuerza aplicada
a un punto material durante un desplazamiento que coincida con el desplazamiento virtual
de dicho punto. Sobre todo sistema sujeto a ligaduras actdan fuerzas activas y reactivas. El
trabajo virtual de la fuerza activa F* serd AW"=F"eAs y el trabajo AWR=AF eAs.
Si se considera que las ligaduras son ideales, la suma de los trabajos elementales
debido a las fuerzas reactivas serd nula, es decir que:
YAWR =0
Si se elige un punto arbitrario By del sistema, si se llama FAk a la suma de todas las
fuerzas activas que actian sobre el punto, y Ny a la suma de todas las fuerzas reactivas tan-
to internas como externas sera:
FAk + Nig= 0
FAe= -Ni
Por lo tanto, para cualquier desplazamiento virtual del punto By la suma de los trabajos
virtuales debido a fuerzas activas y reactivas debe ser nula. Si por otra parte se consideran
ideales las ligaduras impuestas, el trabajo virtual de las fuerzas reactivas serd nula, por lo
que se puede establecer la siguiente ecuacion:
AWA=0
Considerando todos los puntos del sistema:
TAWA=0
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Condicién que deben satisfacer los sistemas mecdnicos con ligaduras ideales que se
encuentran en equilibrio. Por lo tanto, la condicién necesaria y suficiente para que un
sistema mecdanico con ligaduras ideales se encuentre en equilibrio es que la suma de los
trabajos virtuales sea nula. Analiticamente se expresa esto de la siguiente manera:

Y AWA =T FAeAs = & (FALAX+F Ay+FY,Az) =0

Donde Ax, Ay, Az son las componentes de As.

El principio de los trabajos virtuales se puede utilizar para resolver sistemas estaticos.
En general, en estos problemas, dada una configuracion de cargas que actdan sobre el
sistema, se desea conocer el valor de las reacciones de los vinculos o ligaduras. El
procedimiento a seguir se puede dividir en los siguientes pasos:

a. Representar las fuerzas activas que actian sobre el sistema.

b. Asignar al sistema un desplazamiento virtual independiente.

c. Calcular los trabajos elementales de todas las fuerzas activas para el
desplazamiento dado.

d. Repetir el procedimiento para todos los grados de libertad del
sistema.

Ecuacion general de la dinamica

Tal como se ha visto, el principio de los trabajos virtuales proporciona un método
general para resolver los problemas de la Estdtica. El Principio de D’Alembert permite
aplicar los métodos de la Estdtica para resolver problemas dindmicos. Por lo tanto,
aplicando ambos métodos simultdneamente, es posible formular un método general para
resolver problemas de Dindmica.

Dado un sistema de puntos materiales al cual se han impuesto ligaduras ideales. A las
fuerzas activas y reacciones de ligaduras, se agregan las fuerzas inerciales F"y= - myay,
luego, de acuerdo con el Principio de D’Alembert, el sistema estard en equilibrio.
Aplicando a estas fuerzas el principio de los trabajos virtuales:

Y AWAAZAWS, +ZAW ™ =0
Pero siendo ideales las condiciones de ligadura, ZAWi“k:O, por lo tanto sera:
T AWAHZAWR, =0

Esta ecuacion es la ecuacion general de la dindmica y significa que en el movimiento
de un sistema sujeto a ligaduras ideales, en cada instante la suma de los trabajos
elementales de todas las fuerzas activas aplicadas y de todas las fuerzas de inercia, para
cualquier desplazamiento virtual, es nulo.

Condiciones de Equilibrio y ecuaciones del movimiento del sistema en coordenadas
generalizadas

Coordenadas generalizadas y velocidades generalizadas

Dado un sistema con ligaduras, el nimero de coordenadas independientes que
determinan la posicion de un sistema es igual al nimero de grados de libertad del mismo.
Si bien en el desarrollo de los capitulos de cinematica y dindmica se han trabajado con
distintos tipos de coordenadas (cartesianas, cilindricas, esféricas) donde las coordenadas
son en general distancias medidas sobre rectas o dngulos, se pueden elegir pardmetros de
cualquier dimensién y significado geométrico, como ser longitudes de arcos, dreas,
volumenes, etc.

Los parametros de cualquier dimensionalidad, independientes entre si, en ndmero igual
al nimero de grados de libertad del sistema y que determinan la posicién del mismo, se
denominan las coordenadas generalizadas del sistema. Estas coordenadas generalizadas
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serdn identificadas con la letra g, y los desplazamientos virtuales de cada coordenada, con
Aq.

Como ejemplo, una particula que puede moverse libremente en el espacio tiene tres
grados de libertad. Las coordenadas cartesianas x,y,z permiten localizar estd particula, al
igual que las coordenadas esféricas r®,A, las cilindricas r,z,A o las coordenadas
generalizadas q1,92,q3.

Las coordenadas cartesianas pueden expresarse como funciones de las coordenadas
generalizadas, por ejemplo para una particula con tres grados de libertad:

X:X(ql’qz’qS)
y=y(ql.q2,93)
Z:Z(ql’q29q3)

Para un sistema descrito por las coordenadas generalizadas ql,...,qn se denomina
velocidad generalizada asociada a la coordenada gk a su derivada respecto del tiempo,

q, - La dimensionalidad de estas velocidades generalizadas depende de las dimensiones

de la coordenada generalizada, por ejemplo, en coordenadas esféricas, para la coordenada
0, su velocidad generalizada serd medida en radianes/seg.

Fuerzas Generalizadas

Si sobre un sistema de n particulas cuya posicion estd determinada por coordenadas
generalizadas y sobre ellas actian fuerzas F1, F2,...,Fn. Si se aplica a la coordenada ql el
desplazamiento virtual Aql mientras que las demds coordenadas permanecen invariables.

Luego, cada vector posicion rk tendrd una variacion Ark, que puede escribirse en
funcion de las coordenadas generalizadas de la siguiente manera:

Siendo ry=rx(q1,q2,----,9s)
Considerando que unicamente varia la coordenada q;, aplicando el diferencial:

(Ark)1=aiAql
ach
El subindice 1 de Aryindica que se trata de la variacién en el vector posicién ry debido
al desplazamiento virtual Aq;.
El trabajo virtual debido a este desplazamiento virtual se calcula como:

0
AW=Y F, ¢ Ar, =Y F, 0(%)&]1
1

Donde el punto representa el producto escalar. Si se extrae Aq; como factor comun
queda:

o

1

d
El término ZFk .(aij se denomina fuerza generalizada correspondiente a la
q

coordenada q.
El razonamiento hasta aqui planteado puede extenderse para todas las coordenadas, de
esa manera se definen las fuerzas generalizadas correspondientes a cada coordenada.

or,
Q= z F K ® [gj

1
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Condiciones de equilibrio en Coordenadas generalizadas
La condicién de equilibrio expresada en coordenadas generalizadas es la siguiente:

ZQl.Aqi =0
Como los desplazamientos Ag; son independientes entre si, esta ecuacidon se cumple
unicamente si las fuerzas generalizadas Q; son todas nulas.
Por tal motivo, se puede establecer como condicién de equilibrio para un sistema
mecanico que todas las fuerzas generalizadas que corresponden a las coordenadas elegidas
sean iguales a cero.

Ecuaciones de Lagrange

Para resolver un sistema en coordenadas generalizadas, un camino posible es plantear
las ecuaciones de Newton en coordenadas cartesianas para luego realizar una
transformacion de coordenadas. Otra forma es establecer directamente las ecuaciones del
movimiento en coordenadas generalizadas. Este método se debe a Lagrange, y las
ecuaciones diferenciales del movimiento en coordenadas generalizadas se denominan
Ecuaciones de Lagrange.

Para establecer las ecuaciones del movimiento, se parte de la ecuacion:

Y AW +ZAW",=0

Asumiendo que no todas las ligaduras son ideales, el primer término puede incluir

también fuerzas de rozamiento.

En coordenadas generalizadas:
X AW = > 0Aq,
De la misma manera que se generaron las fuerzas generalizadas para las fuerzas ac-
or,
a—qi.

tivas, se introducen las fuerzas de inercia generalizada Ql.’”=ZFk’” o

Con estas definiciones, queda:
+EAW™ = D" 0" Aqg,
Reemplazando la ecuacién general de la dindmica:
T AW AZAW =" 0,Aq, +> 0" Aq, =0
Ecuacion que puede reordenarse de la siguiente manera:
> (0, +0" g, =0
Siendo las Aq; independientes, para que se cumpla esta ecuacién debe ser (Q[ +Q" )= 0.

Desarrollando esta ecuacion para cada coordenada generalizada se llegard a un sistema
de ecuaciones que pueden aplicarse directamente para resolver problemas de dindmica. El
planteo de Lagrange se basa en expresar las fuerzas de inercia generalizadas en funcién de
la energia cinética del sistema.

. : w O, : o .
En la ecuacién Q" :ZF;" Oa—k, las F;" pueden escribirse en base a las aceleraciones

i

dg.
, dv
Fl'=—ma,=—m —*
dt
reemplazando en la ecuacidn de las fuerzas inerciales generalizadas, queda:
0= —m, Ve o
dt 0g,
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Resta ahora dejar toda la ecuacién en funcién de la velocidad vg. En primer lugar se
puede escribir:

dt

dv, o _d
dgq, dt

Entonces, haciendo:

o

Ademas % =q
dt

or, d | dr
g ) o,

=y
tj ¢

don _L(%)_%
di\dq, ) dg,\ ot ) g,

o

La derivada parcial {
g,

aplicando la regla de L’Hospital queda:

(aij_ ar, | [ v,
%) \aq,) L0g,

Utilizando estas relaciones:

dv O _ d |\ OT | of
dt dq, dg, 8‘1.1 dq,

1 o .
donde T = ZE m, v, es la energia cinética del sistema.

jes el limite del cociente incremental Ari/Aq;, por lo tanto,

Finalmente planteando esta ecuacion para cada coordenada generalizada:

Estas son las ecuaciones diferenciales del movimiento en coordenadas generaliza-

das o ecuaciones de Lagrange.

Dinamica impulsiva

Se denomina movimiento impulsivo el originado por fuerzas de gran magnitud que
actiian sobre tiempos muy cortos, siendo la integral de la fuerza en funcién del tiempo
finita, como ocurre en los choques, explosiones o el disparo de proyectiles.

A

F(t)

A

1)

Sea una fuerza que actia durante el lapso de
tiempo At, con magnitud % ;
El impulso de la fuerza estd dado por:
[= fo+At
1 o
At Si se considera que el impulso es unitario cuando:

A
I= Itt(?+ "Fydr =1

F(t)dt

—>

At

——

v

Cuando el impulso es unitario y la duracién es
4 muy pequefia, es decir, se estd en el limite cuando At
tiende a cero, la fuerza se denomina funcion delta de
Dirac, con la siguiente definicion:

1 .
S(t—to) - E SltO <t<t0 + At

0 V t<tp o t>ty
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De acuerdo con la definicién, una fuerza que sigue la funcién delta de Dirac se debe
entender como de magnitud infinita, durante un lapso de tiempo infinitesimal. En la
realidad, la duracién de una fuerza es impulsiva no es infinitesimal, pero se puede tomar
esto como una aproximacién aceptable. Esta aproximacion introduce una simplificacién
notable en la resolucién de problemas, ya que se puede considerar que la particula
permanece inmovil durante la aplicacion del impulso.

Cuando actian fuerzas de tipo impulsivo o percusiones, el andlisis del movimiento se
puede hacer siguiendo los siguientes puntos:

1. Actuando simultdneamente fuerzas “ordinarias” e impulsivas, el efecto de las
primeras se desprecia.

2. Las particulas se consideran inméviles durante el lapso de actuacién de las
fuerzas impulsivas.

De acuerdo al teorema del momento angular, el impulso de las fuerzas es igual al
cambio de la cantidad de movimiento. En base a los principios enunciados se desprecian
las fuerzas no impulsivas, quedando la expresion del momento angular:

J‘tl;())+Al‘ F(I)dt =Lt(§)+Atdp
I=p1—po

Es decir, que el impulso de las percusiones es igual al incremento en la cantidad de
movimiento.

En cuanto al momento cinético, y considerando que durante la accién de las
percusiones las particulas se consideran inmdviles, se llega a que la suma de los momentos
de las fuerzas impulsivas es igual al incremento del momento cinético del sistema.

Itt0+AtM(t)dt =jt0+AtdL+ 1o+At

X
o o vo X pdt

Llamando N a la suma de los momentos de las fuerzas impulsivas, queda:
N =L;-Lo
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