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Introduccioén

En esta segunda parte se desarrollan los temas que completan el programa
oficial y que se dictan en el Primer cuatrimestre de las Asignaturas: Matematica | para las
carreras de Farmacia y Bioquimica, y la Primera y Segunda Parte de la Asignatura
Matematica/92, (cuyo dictado es anual) para las carreras Licenciatura en Genética y
Profesorado en Biologia, para el cual se tiene previsto elaborar el Cuaderno 3.

Siguiendo con el criterio en la elaboracion del Cuaderno 1, es este un
complemento de las clases dadas, servira al alumno como guia de estudio de los Programas
de las Asignaturas mencionadas, y bajo ningin punto de vista sustituye a la extensa
bibliografia existente referida a los temas tratados aqui.

Solamente se pretende unificar la notacion y ordenar los contenidos
minimos exigidos por las Carreras para las cuales se dicta.

Este trabajo surgio luego de estar a cargo de las Asignaturas nombradas hace
mas de 14 afios. El mismo fue redactado a partir de las clases dadas durante estos afios y es
un trabajo que se presentd al alumno como guia de estudio, a través de fotocopias, durante

estos ultimos afos y que fue continuamente reformulado hasta llegar a esta version, que espe-
ramos brinde un mejor servicio a las actividades del alumno en su proceso de aprendizaje.

Cuestionario

El siguiente cuestionario debera servir como un repaso de los conceptos ya
estudiados, necesarios para el desarrollo del presente tema.

1) Recuerde la definicion de valor absoluto y, en particular
como resuelve una desigualdad del tipo [x — x| < 9.

2) Repase el concepto de distancia en R y sus propiedades.

3) (Qué entiende por entorno de un punto x9 € R?; y ;por
entorno perforado?

4) (A qué llama punto de adherencia?
5) Repase el concepto de funcién real de variable real.

6) (Cuales son los tres elementos esenciales en la definicion del
concepto de funcion?

7)  (Qué entiende por grafica de una funcion?






Limite de funciones reales de variable real

1. Sucesiones de numeros reales
Introduccién

Estudiaremos ahora los limites de sucesiones de niimeros reales, y mas
adelante trataremos el limite de funciones reales de variable real.

Todos los conceptos y resultados importantes del Analisis Matematico se
refieren en forma explicita o indirectamente a limites. Por lo que resulta que esta nocion
desempefia un papel central en el estudio.

Los limites de sucesiones de numeros reales son los mas simples; por eso es
conveniente empezar por su estudio. Otros tipos de limites mas sofisticados, como
derivadas, integrales, sucesion de funciones, etc. se deberian estudiar a continuacion.

El primer paso para estudiar estos conceptos es el definir en forma formal
qué se entiende por sucesion de numeros reales, para luego estudiar los conceptos de
naturaleza algebraica y de otro tipo relacionados con esta definicion.

En nuestro curso solamente abordaremos el concepto de limite de
sucesiones con el objeto didactico de comprender con el mayor fundamento posible el de
limite de funciones reales. A pesar de lo expresado, se ha extendido su formulacion
con el fin de mostrar un estudio lo mas estricto posible del tema para un curso de este nivel.

1.1. Sucesiones de numeros reales

1.1.1. Definicidén

Se llama sucesion de nimeros reales a toda aplicacion de N en R. Es
decir, si denotamos con x a esta aplicacion, sera:

x:N > R
n (rd Xn:X(n)

El valor x@), para todo n € N, sera representado por X, y llamado el
término de orden n de la sucesion o, n-ésimo término de la sucesion.
El conjunto de las imagenes de la sucesion sera entonces {Xo; Xi; X2; = 5 Xn; = } Y le
escribiremos sencillamente (x,), < N, para indicar la sucesion x.

No se debe confundir entonces a la sucesion X, con el conjunto  (Xp)nen,
de sus términos. A este conjunto, simplificando la notacién, le llamaremos:

(Xn) = {X05 X15 X2; = 5 Xnj .



La funcibn x: N — R no es necesariamente inyectiva, podemos tener

Xm = X, con m# n. En particular, (a pesar de la notacion) el conjunto (x,) puede ser
finito, incluso reducirse a un Unico elemento, como en el caso de una sucesion constante,
enel que x,=a € R, para todo numero natural n.

Cuando una sucesion es inyectiva, es decir m#n = Xy # X,, decimos
que es una sucesion de términos dos a dos distintos.

Se dice que una sucesion (x,) estd acotada cuando el conjunto imagen
esté acotado, es decir cuando existen niimeros reales a, b talesque a< x,<b para

todo n € N. Esto quiere decir ademas que todos los términos de la sucesion pertenecen al
intervalo [a, b].

Todo intervalo [a, b] esta incluido en un intervalo de la forma [-c, c], con
¢ > 0 (intervalo simétrico). Para observar esta situacion, basta con elegir ¢ = max{|a|; [b|}.

Como la condicion x, € [-c, ¢] es equivalente a | x,|<c, vemos que una
sucesion es acotada si y solo si existe un nimero real ¢ > 0, con tal de que |x,|<c,

para todo n € N. De lo que se desprende que (x,) estd acotada siy solosi (| x,|) esta
acotada.

Una sucesion (x,) se dice acotada superiormente cuando existe un nimero
real b tal que x, <b paratodo n € N. Esto significa que todos los términos de (x,)
pertenecen a la semirecta ]-oo, b].

Analogamente decimos que (X,) esta acotada inferiormente cuando existe
a € Rtal que a<x,,esdecir, X, € [a, +oo[, para todon € N.

1.1.2. Sucesiones mondtonas

Definiciones
1.- Una sucesion (x,) de nimeros reales se dice creciente si
VneNlN Xn < Xp+1

2.- Se dice estrictamente creciente si

VneN Xn < Xn+1
3.- Se dice decreciente si
VneN Xn 2 Xn+1

4 .- Se dice estrictamente decreciente si

VneN Xn > Xn+1



Ejemplos de sucesiones

Ejemplo 1. xn = 1 para todo n € N. Es una sucesion constante: {1, 1, -+, 1, - }, esta
evidentemente acotado, pues el conjunto imagen x(N) = {1}, no es decreciente ni
creciente.

Ejemplo 2. x, = n para todo n € N. En este caso tendremos que la aplicacion x : N . R
genera la sucesion (0, 1, 2, -+, n, ) que esta acotada inferiormente, no tiene cota superior
y es monotona creciente.

Ejemplo3. x,=0 paratodo ne Ny n pary x,=1 paratodo n € Ny nimpar. La
sucesion definida sera: (0, 1, 0, -+). El conjunto imagen de la sucesion es (N) = {0, 1}. Es
acotada y no es mondtona.

. 1 .
Ejemplo 4. Xpn = — para todo n € N* Tendremos la sucesion:
n
1 1 1 1 , )
—; —; —; -3 —; -+ |; mondtona decreciente y acotada.
1 23 n

: 1+(-D)"' |- :
Ejemplo 5.- x,= J:%]—n . Tendremos que X, =n, paranimpar y x,=0 para n

par. La sucesion tomara la forma (0, 1, 0, 3, 0, 5, 0, --- ). Esta acotada inferiormente, no
estd acotada superiormente y no es mondtona. Los términos de orden impar constituyen
una sub-sucesién monoétona creciente, no acotada, Xy, =2n— 1, en cuanto a los términos
de orden par constituyen una subsucesion constante Xp, = 0.

1.2. Limite de una sucesion

Introduccién

Intuitivamente, decir que el numero real | es el limite de la sucesion (xy)
significa afirmar que, para valores lo suficientemente grandes de n, los términos X,, se
encontraran tan proximos a | como se desee.

Con un poco mas de precision podemos decir: Eligiéndose un “error” por
medio de un nimero real € > 0, existira un niimero natural p, tal que todos los términos
Xn de la sucesion que tienen como subindice n > p son valores aproximados a | con un

error inferior a €.

El nimero natural p, evidentemente debe depender de €, y es de esperar que,
para valores menores de &, se necesitara elegir o tomar p, cada vez mayor.
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Definicion
Se dice que una sucesion (x,) converge hacia |, o que tiene el limite |,
si para todo entorno U de | (de radio g), existe un niumero natural p tal que:

n>p = X, g¢U.

Sobre la recta real se puede, entonces tomar como entorno U de | un

intervalo abierto centrado en | y de radio ¢, de manera que si 2e designa la longitud
del intervalo U, se tiene:

xelU = [x-l|<e

Con tales entornos, se obtiene una definicion equivalente de convergencia:

Se dice que el namero real I =limXx,, (oque (x,) converge hacia |), donde
| = limx,, cuando para cada namero real € >0 dado arbitrariamente, es posible
n—o

encontrar un entero p € N tal que | x, - | | <& siempre que n > p es decir,
nN>p = [x,-1|<e.

Simbolicamente podemos escribir:

limx, =l <& Ve>0 FIpeN,n>p = [x,-1|<e

nN—>x

OBSERVACION

Si limx, =1 entonces cualquier intervalo ]l -¢; |+ ¢ [, de centro | y radio
€ > 0, contiene a todos los términos x, de la sucesion, con excepcion de un nimero finito
de términos con subindice un nimero natural. En efecto, dado el intervalo Jl - ¢; |1 + ¢ [,
con lim x, =1 obtenemos p € N tal que

n>p = [x,-1|<g,
0 sea
n>p = x,e]l-gl+tel.

Asimismo. fuera del intervalo ]1-¢; |+ €[, solo podran estar un nimero maximo de
términos Xi, Xa, **, Xp.

l-¢ | l+¢
.Xl .Xz ] .Xn . [ .Xp

Reciprocamente:

Si cualquier intervalo de centro | contiene a todos los x, salvo un numero
finito de términos con subindice un nimero natural, entonces lim x, = |. En efecto,
dado cualquier € >0, el intervalo ]1-¢; |+ €[ contendra todos los x, excepto para un
numero finito.
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1.2.1. Unicidad del limite

Teorema 1

Si la sucesion (x,) tiene limite |, este limite es Unico. es decir, si el
lim(xp) =1 y ellim(x,) =1 entonces | =1".
Demostracion 1:

Supondremos que los limites son distintos, esto es, | # 1’ y tenemos que
demostrar que esta suposicion nos lleva a una contradiccion. Existirdn entonces dos

entornos E; y Epde |y I’ respectivamente, tales que E; U E; = .

Pero: lim x, =1 implica la existenciade p € N tal que:
n—oo

n>p= X, €E

Asimismo lim x, =" entrafa la existencia de p’ € N tal que:
n—oo

n>p = x,€Epr
Se tendria entonces:
n>max{p,p’} = x, € E; UEr que,
contradice la hipotesis inicial de que los entornos E;, E» no tenian elementos comunes.
Demostracion 2:
Primero hacemos la siguiente observacion. Sea a € R, para todo &€ > 0 se
tiene:

|a| <g = a=0.

a|[es

En efecto, supongamos a # 0. Como el intervalo abierto ]0,
distinto de vacio, ya que debe existir € € ]0, | a | [ Se tiene entonces en ese caso € > 0
conlal >e. (Contradiccion).

Ahora, suponemos que la sucesion (x,) tiene dos limites |y I’. Luego, para
todo € > 0, existe peN tal que,

|xp-||<£ y o Ix,= <%
2
Aplicando la desigualdad triangular
-1 <|1-x,| +|x,-1'| < ¢

Y es asi paratodo €>0. Luego I-1"=0
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El limite |, si existe es Ginico y se denota:

lim x, =1
X — ©
OBSERVACION: Si una sucesion no converge, se dice que es divergente. Una sucesion

(xn) es divergente si, para todo | € R, la sucesion (x,) no converge a |, es decir tomando la
contrarreciproca de la definicion precedente:

VlieR, Je>0, VpeN, IneN, n>p talque | xo-1] >¢

Ejemplos:
a) .- VxoeR, (x,) definida por x,=x¢ Vn, converge a Xy.

b) .- La sucesion (lj converge a 0. En efecto, ¥V ¢ >0, I nge N,
n

1 .
0 < —<e. Entonces, Vn>nyg+ 1 setiene que:

n,
le}L; i{ cLe .
n n, n,
¢).- La sucesion (2 + (-1)") no converge a ninglin punto de R.
d).- La sucesion (n) no converge a ningtin punto de R.
Teorema 1.

Toda sucesion creciente y acotada superiormente ( 0 bien decreciente y
acotada inferiormente) admite limite.

Demostracion.
Supongamos por ejemplo, la sucesion (X,) creciente y acotada

superiormente. Puesto que el conjunto de los x, estd acotado superiormente, admite un
supremo |. (Recordar que si una parte A no vacia de R esta acotada superiormente, el

conjunto de las cotas superiores de A admite un elemento minimo.): | = supx, .
neN
Por la propiedad del supremo, para todo numero positivo g, existe un
numero natural p tal que |—x,<e. Como la sucesion es creciente, se tiene ademas:
n>p = | 2x,2>x,,.

Por consiguiente, se tendra luego:
n>p = I|l-x,<e.

Luego | es el limite de x,, y esta demostrado el teorema.
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Teorema 2.
Toda sucesion convergente es acotada.

En efecto, si la sucesion (x,) converge a |, paratodo € >0, existe peN
tal que n > p implica:
|x,-1]>¢ = l-g <x,<l+e
= |x| <méx{||—s| , |I+s|}=m

La sucesion ( | x, | ) esta entonces acotada por

Max { [xol, [xi ], ..., [xp ], m}.

Teorema 3.

Sea una sucesion creciente (xn) (respectivamente decreciente). Entonces
(xn) converge si, y solamente si esta acotada superiormente (respectivamente acotada
inferiormente). En este caso el limite es el supremo de (x,), (respectivamente es el
infimo de (Xp).

De acuerdo con la propiedad de la cota superior, para todo nimero € > 0, existe un nimero
natural p tal que |—x, <e. Como la sucesion es creciente, ademas se tiene:

(Vn) n>p = Il2x2x = |I-x<l-x<c¢
luego
limx, =1I.

n—oo

OBSERVACION. Toda sucesién creciente y convergente esta acotada superiormente por su
limite.
Toda sucesion decreciente y convergente esta acotada inferiormente por su limite.

1.2.2. Operaciones sobre los limites de sucesiones

- Adicion
lim x, =« y lim y, =4 implican lim x, +y =a+f.
n—o n—o n—o

- Multiplicacion

lim x, =« y lim y, =4 implican lim x, .y,

n—ow n—ow n—ow

Il
R
=

Colorario.
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Colorario:
Cualquiera que sea feR, lim x, =a implica lim (BB,) =Pa.
Es suficiente tomar y, = f3.
- Inversién.
Si lim x, =a#0 y si X,#0 paratodo n eN, sera lim 1.1
n—o n—>ow Xn a
PROPIEDAD.

lim x, =a = lim :|a|.
o0

n-—oo n—

Xn

De lo estudiado antes, tenemos que,
| Ixal-Tal | < Ix-al .
Para todo & > 0 existe un indice p tal que
n>p = |xn-al<e.

De donde,
| xal-Tal | < e
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2. Limite de una funcion real de variable real

2.1. Limite de una funcion real de variable real

Sea f: DcR — R una funcibny a un punto de DcR tal que existe

* - . . . -
un entorno perforado en a, U,, contenido en el dominio D. Se dice que el nimero
real | es el limite de la funcion f en el punto a, siy sélo si para cualquier entorno
abierto y centrado en |, U, existe un entorno abierto, centrado y perforado en a, U;

tal quesi x € U,, entonces f(x) € U,

Al expresar los entornos en términos de distancia entre puntos, se muestra la
forma tradicional de definir limite de una funcion.

El nimero | es el limite de la funcion f en el punto a siy solo si
Ve >0, 38>0 talqueVxeU, con 0< |x-al<$

se verifica que

1) =l l<e
Se suele considerar la notacion
I = lim f(X)
X—>a

para indicar que | es el limite de la funcién f en el punto a.

EJEMPLO

1)-Para demostrar que: lim x+2 =4; se procede de la siguiente forma:
X—>2

Supuesto que | f(x)- 4 |<& setiene que determinar un nimero o tal que:
Ix-2]<8 y se verifique que |f(x)-4|<£.

|f(X)—4|<8 = |x+2-4]<e = |x-2|<e entonces, basta tomar &=.5

2

X .

2)- Para demostrar que: lim [l ——J =1; debemos demostrar que dado cualquier £.> 0
X—0

2

, X .
podemos encontrar un numero o > 0 tal que: |1 - 2 —1| < &, siempre que 0 < |x-0]<8,

0 sea |X |<8.
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2

2
- X
2

Ahora bien,

<e = |¢l<2e = |x|<\/z

X—0

2
Asipues o = Ve, por lo tanto lim [1 - X?J =1

Técnica para comprobar limites

En un problema particular, con el fin de aplicar la definicion para probar
que | es el limite de la funcion en el punto a, debemos demostrar que dado €. > 0,
podemos encontrar un 6 > 0 tal que:
Ifx)—l|<eg

siempre que xeD, y
0<|x—a|<3d.

Lo que se necesita es demostrar como se elegird 6 para cualquiera sea €. Es
decir debemos dar una regla para la eleccion de & en términos de €. Una forma de hacer
esto es la siguiente:

Primero debemos sacar |x —a| como factor de [f(x)—1|:

fx) -1 =lg(x) |- x—al.

Entonces podemos encontrar un numero positivo 1 tal que siempre que 0 < |x —a| <m,
la funcion g quede acotada, digamos que |g(x)| < M, entonces:

) —T1=lgx) |- x—a<M-[x-al
siempre que 0 < [x —a| <m, Por otra parte:
M:-|x—a|<eg

siempre que [x — @] < &¢/M. De donde si 6 = min{n, ¢/M} las dos anteriores desigualdades
se verifican y

) - T =lgkx [ [x-a<M-|x—al<e
siempre que, 0 <|x—a| <3d.

Ejemplo: Comprobar que: lim (Zx2 +3x-9)= 2(2)2 +3(2)-9=5.
x—2

Se debe observar que si se divide (2x* + 3x - 9 - 5) por (x — 2) da por resultado (2x + 7)
quiere decir que:

I2x* +3x—=9)=5|=|2x+ ) (x=2) | = ]2x+ 7]x —2]
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Si |x — 2| <1y aplicando propiedad del valor absoluto tenemos que -1 <x -2 <1,y si
sumamos 2, queda: 1 <x < 3. Ahora a esta tltima desigualdad le multiplicamos por 2 y le
sumamos 7 y la desigualdad queda 9 <2x + 7 < 13. Por consiguiente tendremos:
2x+7) - x=2] < 13- |x-2]
pero
13-]x-2|< ¢
siempre que |x —2| < ¢/13. De donde si & = min{l, €/13}, entonces:
I2x*+3x-9)=5|= 2x+7)x—=2|< 13- [x-2| <€
siempre que

0<[x—2|<8.

La eleccion |x — 2| < 1, es la mas sencilla, pero no la unica.

Un ejemplo distinto.

1
X
de su grafica en las proximidades del 0. Se han dibujado en lineas de puntos, las rectas:
y=X € y=-X.

Supongamos la funcién dada por f(x)=x-sen—, y hagamos un bosquejo

A pesar del comportamiento erratico de esta funcion en la proximidad de
cero, uno puede observar sin embargo, que f tiende a 0, cerca de 0 y ldgicamente uno
deberia esperar ese resultado al aplicar nuestra definicion de limite.




18

Es decir: |f(x) — | | <& siempre que xeD,y 0<|x—a|<3d.

lim x'sen% =0 entonces tendra que ser:
x—0

[f(x)—1|<e siempre que xeD,y 0<|x—a|] <39, es decir:

|x:sent — 0] <g siempre que xeD,y 0<[x—0]<3.
x-sen%| = |x| - |sen )1(—| , Se puede observar en la grafica que:
| sen% | < |x|, para todo x # 0.

En consecuencia podemos hacer [f(x) — 0| <¢g, haciendo sencillamente |x|<e.

2.2. Limites laterales

Sea f: D © R — R una funcién y a un punto de R, que es un punto de
acumulacion del dominio D.

e Si existe un intervalo abierto, de extremo superior a, contenido en D, se
dice que el numero I; es el limite de la funcién f por la izquierda en el punto a, o
simplemente, el limite por la izquierda de fen a, siy solo si

Ve >0, 36>0 talqueVxeD 0O<a-x<4 se verificaque |f(X)—|1|<8
El limite por la izquierda suele denotarse

b = lim f(x) o i = lim f(x)
Xx—a~ X—a
x<a

o Si existe un intervalo de extremo inferior a contenido en D, se dice que el
namero | es el limite de la funcion f por la derecha en el punto a, o simplemente, el
limite por la derecha de fen asiy solo si

Ve >0, 36>0 talqueVxeD O0O<x-a<d se verificaque |f(X)—|2|<8

El limite por la derecha suele denotarse

L= lim f(x) o I, = lim f(x)
x—a®t X—a
x>a

Existe una relacion entre la existencia del limite y la existencia de los
limites laterales.
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e Si una funcién posee limite | en el punto @, entonces dicha funcién posee
limite por la izquierda y por la derecha del punto a. Ademas toman el valor .

e Siuna funcién posee limite |; por la izquierda en el punto a, limite I, por
la derecha en el punto a, y ademas coinciden, |1 = I, entonces la funcion posee limite en el
punto a, y su valor es el valor de los limites laterales.

OBSERVACION.

Una funciéon f: D c R — R puede poseer, o no, limite en un punto a. Si no
lo tiene, puede ser por alguna de las siguientes razones:

e No existe un entorno abierto perforado en a contenido en el dominio D, es
decir, a es un punto aislado de D.

e Los limites laterales existen pero no tienen el mismo valor.
e Algln limite lateral no existe.
e No existe un nimero real que verifique la definicion de limite.

e No existe un numero real que verifique la definicion de limite lateral.

La funcion f R > R

cuya regla de correspondencia es:

x% -2 si x <1

fx) = X — 1 si x>1
2
No tiene limite en x =1 dado que:
. . 1
lim f(x)=—-1 y Ilimf(x)=—
x—>1" x—1" 2
Segun se puede observar en la grafica. 2 2 1

2.3. Limite infinito

Sea f: D © R — R una funciéon y a un punto de R tal que existe un
entorno abierto perforado en a, contenido en D.
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e Si VKeR', 38 >0, talque VxeU,, 0<|x-al <& se

cumple f(x) > K, entonces se dice que el limite de la funcién f en el punto a es mas
infinito, o simplemente, el limite de fen a es mas infinito, y se denota

y
lim f(X)=+w
X—> a i .
Por ejemplo la grafica de la funcion dada por f(x) = 2 ¢
X — : '
que se muestra en la figura. Se puede observar i :
que: i !
; 1 i |
lim —— 5 =™ . :
Xx—>2(x-2) H l

|
|
|
|
SHEEL
|
|
|
|
-——1
|
|
+
|
|
+
|
>

De forma andloga se pueden definir los limites laterales infinitos en un
punto tal y como se hizo en el caso de los limites laterales finitos. Ademas, la relacion
entre el limite infinito y los limites laterales infinitos es la misma que se enunci6 para
limites y limites laterales.

OBSERVACION.
Siempre que se observe la posibilidad de existencia de limite infinito ha de
realizarse el estudio de éste mediante el analisis de los limites laterales.

Ejemplo.
Al estudiar la posible existencia de limite en X = 0 de la funcion f (x) = 1 ,
X

se deben calcular los limites laterales:

. . .1
e f(X)<O0 si x<0,luego lim f (X)= lim —=-o0
X— 0~ x— 0" X
o f(x)>0 si x>0, luego
e lim f(x)= lim 1 =o . Observar la grafica de la funcion.

x— 0% x—> 07 X
y por lo tanto, no existe limite, pues los limites laterales son distintps.




21

2.4. Limite en el infinito

El concepto de limite se generaliza nuevamente de la siguiente forma:

e Sea f: D c R — R una funcion tal que la semirrecta Jp, oof estd contenida
en el dominio D. El niimero real 1; es el limite de la funcion f en el mas infinito, o
simplemente, el limite de fen +oo siy solo si

Ve>0, dJKeR" talque VxeR, x>K secumple |f(x)—|1|<s

Este limite en el infinito se denota

lim f(x)=l, o lim f(x)=}
X—> 400 X—> 0

eSea f: Dc R — R una funcion tal que la semirrecta ]-oo, g esta
contenida en el dominio D. El nimero real |, es el limite de la funciéon f en el menos

infinito, o simplemente, el limite de fen - oo si y sélo si

Ve>0, dJKeR™ talque Vxe R, x<K secumple |f(x)—|2|<s

Este limite en el infinito se denota

lim f(x)=1,
X—>—0

OBSERVACION.

De forma analoga a como se define el limite infinito en un punto X = a se
puede definir el limite infinito en el infinito. Asi pues, se considera desde este punto hasta
el final del tema la palabra limite en su significado mas general posible. Es marco
adecuado para interpretar la palabra limite de forma correcta y ademas esencial en la
construccion de graficas de funciones y de la interpretacion de las magnitudes que
intervienen en la misma.

2.5. Propiedades del limite de una funcién

Respecto a las operaciones aritméticas, los limites de funciones cumplen las
siguientes propiedades, que aparecen sin demostracion, se haran algunas en clases y otras
quedaran a cargo del lector o la consulta bibliografica:

Sean f y g dos funciones tales que.

lim f(x)=1 'y lim g(X)=Kk
X—a X—a
con | y k € R. Entonces se verifica:
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1) lim Af(x)= A-lim f(x); VieR

X— a X— a
2) lim (f(x)£g(x))=lim f(x)=* lim g(x)

3) lim (f(x)g(x))= lim f(x)- lim g(x)
X—> a X—>a X— a

lim f(x)
4) 'lim f(X) _ X=>a

x—a g(Xx) lim g(x)
X— a

Supuesto que k #0y que g(x) no se anula en un entorno de a.

Respecto a las funciones elementales, los limites de funciones cumplen las

propiedades:
n
5 lim (f(x)" = [ lim f(x)j : vne N-{0}
X— a X—a
6) lim Q/f(x):r\]/um f(x); vne N - {0}
X—>a X—>a

Si k es un ntimero par, entonces debe ocurrir que 1>0 y que f(X) >0 en un entorno del
punto a.

7) lim (logy, f(x))= log b[ lim f(x)j; vbeR™Y
X— a X— a
supuesto que f(X) > 0 en un entorno del punto a.

lim f(x)
8 1limbf®=pw=a 7  ypeR*
X—a
lim g(x)
9) 1im (f(x))?™ =( lim f(x))“a
X— a X— a

supuesto que f(x) >0 en un entorno del punto a.

Respecto al orden de R, los limites cumplen las propiedades siguientes:

Sean f, g y h tres funciones, y sea aun punto de R tal que existe un entorno abierto

y perforado en a, U; , en el cual las tres funciones estan definidas. Si se cumplen las

condiciones:
1) f(x) <g(x) <h(x); VxeU,
2) lim f(x)= lim h(x)=1. con leR
X— a X— a
entonces
lim g(x)=1

X— a
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Todas las propiedades expuestas son igualmente aplicables al considerar
limites finitos, o infinitos, en un punto o en el infinito, siempre que no se produzca ninguna
de las siguientes indeterminaciones.

0 o
0 o0

b b

En los casos en los que se produzca indeterminacion, se procede a reducir
dicha indeterminacion transformando la expresion del limite.

3.1. Continuidad de una funcién

La nocién intuitiva de funcion continua se puede suponer tiene una
naturaleza global, al decirse que una funcion definida sobre un intervalo abierto incluido en
el dominio de la funcion es continua si, y solo si, la grafica de la funcion se puede dibujar
de un solo trazo sin levantar el lapiz del papel.

Sin embargo, la nocion de funciéon continua tiene naturaleza local, es decir,
es relativa al comportamiento de la funcién en un entorno abierto de un punto. Asi pues,
vamos a decir que una funcion f es continua en un punto a de su dominio si y sélo si

existe el limite de la funcion f en ese punto a, y su valor es f(a).

f: DcR—>R continua en aeD <« )Ilim f(x) f(a)
X— a

La definicion se puede expresar de las siguientes formas:

Sea f: Dc R — R unafuncion a e D tal que existe un entorno abierto y centrado
en &, Ua, contenido en D.

. Lafuncion f es una funcion continua en el punto a, siy solo si para cualquier entorno
abierto y centrado en f(a), Ut@), existe un entorno abierto y centrado en a, Ua tal que

VxeU, severificaque  f(X) € Usq)
e Lafuncion f esuna funcion continua en el punto a siy sélo si
Ve>0, 38>0 tal que VxeR, Ix-al<$ se verifica que
1f(x) - f(a) | <e.
La definicion establece la continuidad tan sélo en un punto de su dominio y,
se deduce de la misma que una funcion sin limite finito en un punto, no puede ser continua

en dicho punto.

Se dice que una funcion f es continua en un conjunto si y solo si dicha
funcién es continua en cada punto del conjunto. Es decir,

f esuna funcién continuaen H cR < f escontinuaen X, ¥XxeH.
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EJEMPLO
La funciéon f(x) = x* es una funcion continua en x = 1. Para observar esto, se considera
" | f(x) — (1) < y se tiene que determinar un nimero d, con |x-1]<8.
fx) - f()l<e = [X¥-1l<e = |x-Dx+Dl<e = |x-1]-|x+1]<s
Ahora bien,
|(x—1)|< |x— 1|-|x+1|,puestoque |1+x| > 1, por tanto, |x— 1 |<8.

Basta considerar 6 = €.

Como para cada valor ¢ > 0 existe un o = ¢ tal que si |x -1 |< 0 se
verifica f(x) — f(1) | < €, entonces la funcion f es continuaen x = 1.

3.2. Continuidad lateral

Dada una funcion f: D c R — R yunpunto aeD, puede ocurrir que no
exista un entorno abierto y centrado en a, contenido en el dominio D, con lo cual no
puede existir el limite de f en a, sin embargo, puede existir algin limite lateral en a.

e La funcion f es continua por la izquierda en el punto a siy sélo si

lim f(x)= f(a)
X—a 21
x<a

es decir,

Ve>0, 306>0 talque VxeR con a-Xx<0 severificaque
| f(x) —f(a) | < ¢

. La funcion f es continua por la derecha en el punto a, si y solo si
lim f(x)= f(a)
X—>a
X>a

es decir,

Ve>0, 306>0 talque VxeR con Xx—a<d severifica que

| f(x) - f(a) | < e.



25

Observacion.

Una funcion continua en un punto, tendrd que ser continua por la izquierda y por la
derecha en ese punto, y viceversa.

EJEMPLO
N X si X<0 . .

La funcion f(x)=7 , ] es una funcién continua en X =0,
X S1 X>

puesto que

f(a) =0; lim f(x)= lim x=0 vy lim f(x)= lim xq=0

X—0 X—=0 X—=0 Xx—0
x<0 x<0 x>0 x>0

3.3. El Algebra de las Funciones Continuas

En este punto se desarrollan los resultados que relacionan la

continuidad y las leyes de composicion internas (operaciones) y externas definidas sobre
funciones reales de variable real.

3.3.1.

Teorema de la conservacion respecto a la suma y

producto de funciones

Sean f y g dos funciones continuas en un punto a € R. Entonces,

1) La funcion f +g es continua en a.

2) La funcion A -f escontinuaenaconi € R

3) Lafuncion A-f + p-g, con A, ue R, escontinuaen a.
4) La funcion f-g escontinuaen a.

5) Si g(a)#0, entonces la funcion é es continua en a.

La demostracion de estos cinco apartados se puede basar en las propiedades de los limites,
estudiadas antes.
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3.3.2. Teorema de la conservacion respecto a la
composicion

Sea f una funcion continua en el punto a € R y g una funcioén continua
en el punto f(a) € R, entonces la funcion gef es continua en el punto a.

Demostracion.

lim g o f(X):XIi_r)nag(f(x)):go(f(a)):go f(a)

X—>a

puesto que la funcion g es continua en f(a) y la funcion f es continua en a

g(f(a))= g( lim f(x)j = g(f( lim xj] =go f(a)
X—> a X— a
NOTA.- El conjunto de las funciones reales, de variable real, continuas dotado de la suma
y el producto tiene estructura de anillo; dotado de la suma y el producto por un escalar
tiene estructura de espacio vectorial; y dotado de la composicion tiene estructura de
semigrupo con elemento unidad.

3.4. Discontinuidades de una funcion

Al hablar de continuidad, ha de observarse el contexto donde se expresa
para poder extraer el significado correcto; continuidad o continuidad lateral.

Sea DcR—> R unafuncion y a unpuntode R tal que existe un

* .
entorno perforado en a, U,, contenido en D.

Se dice que fes discontinua en a siy sélo si f no es continua en a.

Una funcion puede ser discontinua en un punto por:

e No coincidir el limite con el valor de la funcion
e No estar definida la funcion en el punto.
e No existir limite finito en dicho punto.

A continuacion se distinguen distintos puntos de discontinuidad. Ha de
observarse que la funcion debe estar definida en un entorno perforado de la discontinuidad.
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3.4.1. Discontinuidad evitable

La funcion f tiene un punto de discontinuidad evitableen a € R siy solo

si existe

lim f(x)=I, leR y |=#f() siexiste f en a,
x—>a

Asi pues, si f es continuaen R — {a}, entonces la funcion siguiente es
continua en R

| si X=a

g(x):{f(x) si Xx#a

EJEMPLO
X2 -
La funciéon f(x) = " estd definida en R — {- 1}, por tanto, en x = -1 tiene una
X+
discontinuidad; esta discontinuidad es evitable, puesto que y
la funcion dada por:
-2 si Xx=-1
2
X) =1 x% - -1
900 x -1 si X#-1 : 0 %
X+1 !
2

es una funcion continua en R, y su grafica coincide con la grafica de f salvoen x=- 1.

La grafica correspondiente es una linea recta

3.4.2. Discontinuidad de salto

La funcion f tiene un punto de discontinuidad de salto en a € R si y s6lo si
existen los limites laterales y son distintos

lim f(X)le. lim X =|2 y |1 ilz; |1,|2 eR
X—a ’ X—a
X<a X>a

Se denomina salto de la funcion a | =1 ’ .
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EJEMPLO.

X+1 s1 Xx<0

La funcion f(x) = { tiene una discontinuidad de salto en x = 0.

X2 -1 si x>0

lim f(x)= lim (x+1)=1 : lim f(x)= lim (x> -1)=-1
X—0" X— 0~ x—>0" Xx— 0"

3.4.3. Discontinuidad de tendencia al infinito

La funcion f tiene un punto de discontinuidad de tendencia al infinito en
acR, siy sodlo si se cumple alguna de las dos condiciones siguientes:

e Existe limite de f en a y es infinito.
e No existe limite finito de f en ay algun limite lateral de f en a es infinito
EJEMPLO.

X
infinito en X = 0. Se debera calcular los limites laterales en 0 y dibujar sus graficas.

. 1 . : o :
Las funciones f(x)=— y g(x) = —  tienen una discontinuidad de tendencia al
X
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3.4.4. Discontinuidad esencial

La funcién f tiene un punto de discontinuidad esencial ena e R siy
solo si ni existe limite, finito o no, ni existen limites laterales, finitos o no.

A las discontinuidades evitable y de salto se les denomina discontinuidades
de primera especie; a las demas, discontinuidades de segunda especie.

EJEMPLO

La funcion  f(X) = sen-.

X
existe ninguna clase de limite en X = 0. Esto se debe a que al aproximarse a X = 0 Ila
funcion oscila infinitas veces.

tiene una discontinuidad esencial en X = 0, puesto que no

N

X+1

X3—X

EJERCICIO: Estudiar los puntos de discontinuidad de la funcion: f(x) =

4.1. Calculo de limites

Para calcular el limite de una funcion continua f en un punto a € R, se
procede a sustituir la variable por el valor a, es decir, en realidad se calcula f(a).

lim f(x)= lim f(a)= f(a)
X—a X—a

Por extension se realiza el mismo proceso para cualquier otra funcion que
sea continua en un entorno del punto a, salvo, a lo mas, en ese punto. Puede ocurrir que se
produzca una indeterminacion, entonces se procede a reducir dicha indeterminacion
mediante diversos mecanismos.
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-Modificar la expresién del limite. Consiste en transformar la expresion del limite
mediante transformaciones algebraicas de esta, por ejemplo multiplicar o dividir por una
expresion, sumar Yy restar una expresion, simplificar la expresion...

-Hacer un cambio de variable. Consiste en poner la variable de la expresion del limite en
funcion de otra variable, de esta forma el limite se transforma en otro mas sencillo de
calcular en la nueva variable.

Mecanismo del calculo diferencial. Consiste en aplicar la regla de I’Hopital que se
estudiard mas adelante.

Utilizar el concepto de infinitésimos equivalentes. Consiste en sustituir una funcién por
otra funcioén que cumple con ciertas propiedades. (Se estudia a continuacion).

EJERCICIOS

Calcular los siguientes limites:
2 3
1y qim XL 2)  limx—+x:  3) lim Ixx
x—>oox3+2x_1 X—>00 X—>00 X—\/;

4.2. Infinitésimos

Se dice que una funcién f(X) es un infinitésimo para X tendiendo a Xo,
donde XpeR o Xg=+w o0 Xg=-o siysolo si

lim f(x)=0

X—=>Xp

Al observar las propiedades de los limites respecto a las operaciones
aritméticas se puede deducir las siguientes propiedades de los infinitésimos:

e La propiedad que sigue de los infinitésimos es valida.

lim f(x)=0 y lim g(x)=0 = lim (a-f(X)+A-9(X))=0 Va,BeR.

X—=>Xp X—=>Xo X—=>Xp

e El producto de dos infinitésimos es un infinitésimo. Es decir,

lim f(x)=0 y lim g(xX)=0 = lim (f(%)-g(x))=0

X—=>Xp X—=>Xp X—>Xp

Al observar las propiedades de las funciones continuas se puede deducir la
siguiente:
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o Seag: D c R — R una funcion continua tal que g(0)=0 y sea :Dc R—>R
un infinitésimo para X —> Xo (X0 € R, Xo =® 0 Xo =- ). Entonces gof esun
infinitésimo para X — Xo.

Es decir,
lim go f(x)= lim g(f(x))=g( lim f(x))=9g(0)=0
X— X X— X X=X

EJEMPLOS.

Las siguientes funciones son infinitésimos:

e f(x)=x", para x—0, ¥neN-{0}.

o f(X)=(xx-a)" parax — a, ¥n eN-{0}.

. f(x)=xin, para x—>ao y X—-o, vneN-{0}
e f(x)= a‘-1, parax —0, VxeR"

o f(x) =senx, (tgx; arcsenx; arctgx), parax— 0.

f(x) = log(1 +x), parax—0.

f(x) = 1 —cos x, para x — 0.

4.3. Infinitésimos equivalentes

Al comparar dos infinitésimos se puede observar la rapidez con la cual
tienden a cero dichos infinitésimos. Esto sugiere medir dicha rapidez, para lo cual se
considera la siguiente escala de medida:

X" para x—0, V¥neN-{0}

(x-a)' para x—a, ¥neN-{0} y aeR
Ln para X—> oo Yy X— -, ¥neN-{0}.
X

Se dice que un infinitésimo f esdeordenn e N — {0} paraXx — xo siy solosi (segin
el valorde X0, X0=0, Xp=a, Xo= ).

10 am Y im0 donde kR’

x—a(x—a)" x—>o
X

Estoes: lim .
Xx—0 X

Dos infinitésimos f, g, de un mismo orden se dicen equivalentes siy solo
s
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lim 10 _ 1
x—xp 99

Si en un limite aparece un infinitésimo multiplicado o dividiendo, éste se
puede sustituir por otro infinitésimo equivalente. Esta regla no es valida en el caso de estar
sumando o restando dicho infinitésimo.

OBSERVACION

Las nociones de infinitésimo y de infinitésimos equivalentes estan
intimamente unidas al concepto de aproximacion local de una funcién en un punto. Esta
cuestion se desarrollard mas adelante, donde se presentan los desarrollos de Taylor de una
funcion.

EJEMPLOS

e Las funciones dadas por: sen x, tgx, arcsenXx, arctgx, € son infinitésimos
equivalentes de f(x)=x, enx=0.

e La funcion dada por 1 — cos x es infinitésimo equivalente de f(x)=x%*2 en x = 0.

e Laregla de correspondencia log x es infinitésimo equivalente de f(x) =x—1 en
x=1.

TEST.

x2 =25

1) Sea f(x)= ; utilice una calculadora para tabular los valores de

f(x) cuando x toma los valores: 4; 4,5; 4,9; 4,999 y cuando x esigual a 6; 5,5; 5,1;
5,01; 5,001. ;A qué valores parece que se aproxima f(x) conforme x tiende a 5?.

2) Para cada una de las siguientes funciones decir para qué nimeros a,

existe el limite lim f(x): a) f(x)=x*—a; b) f(x):L :0) f(x)= 21 . d)
X—a X-a x2-a

f(x) =
(%) .

Dentro de lo posible, interpretar geométricamente. (jCuidado!, “a puede ser mayor que
Cero, Cero 0 menor que cero”.

3) Sicuando x— +o; fix) > +o y gx)— 0 ,aqué tiende el
f(x)

cociente .
g(x)

4) Diga que significado geométrico se le puede dar a los siguientes
resultados: a) lim f(x)=1; b) lim f(x)=0.
X >+ X—>—®
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) 2x+1 s1 x<3 .
5) Para la funcién dada por f(x)= . ; dibuje la grafica de la
5-x st x2>3

funcién y calcule, si existen los siguientes limites: a) lim f(x); b) lim f(x); c)
x—3" Xx—3"

lim f(x).

Xx—3

d) (Qué puede decir de la continuidad de esta funcién?

6) Dada la funcion por f(x)z%; a) en x = 2, ;tiene limite finito o

infinito, o ninguno de los dos?; b) Trate dentro de lo posible dibujar la grafica de esta
funcion; c) analice la continuidad de esta funcion.

7) Dada una funcién por f(x) = Ae®™ + C. Asignele valores a los nimeros
A, By C para que: 1) el conjunto imagen sea ]-5, +oo[; i) corte al eje de ordenadas en
y = -3; iii) tenga un cero en x = 2.

Bibliografia:

Calculus. Apostol.

Calculo Infinitesimal de una Variable. De Burgos.
Calculus. Spivak.

El Calculo. Leithold.

Mathématiques spéciales. Ramis- Deschamps- Odoux.
Mathématiques supérieures. Doneddu.
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Parte Il - GUIA N°1: Limite y Continuidad de Funciones Reales.

EJ. N°1. Hallar los siguientes limites:

a) lim k; (k € R, constante) b) lim(3x+2) ¢) lim (3 + V3x) d) lim (4x — 1)°

3x -4 2x* —x -3 1 2 1-x°
lim — lim—  h) lim i
x>-16X + 2 f)x—>—1 XZ—X—2 g) X—o ¥ )x—>ooX_1 x20 3x + 2

EJ. N°2. Diga si las siguientes funciones tienen limite: a) f(x) = 1 en x=0
X

b) f(x) = en x=1 o¢)f(x)=

2
X" —

1 _ _[141 -
1) en x=1 d)f(x) (1+Xjenx 0

f(x, +h)—f(x,)
h

a) f(x) = 3x" + 1 b) f(x) = Vx o) flx) = ——

x+1

EJ. N°3. Encuentre Llng para la funcion dada:

d) f(x)=-x 2+2

EJ. N°4. a) Represente el grafo de la funcion

1-x six<0
f(x) = .
1 six>0

b) Con la grafica hecha en a), defina el valor de los siguientes limites:

1) lim f(x) i) lim f(x) iii) lim f(x)
x—0" x—0

x—0"

EJ. N°. Complete los espacios en blanco.

2) lim —— = b) lim x* = -o0 ¢) lim 222 =1
x> X —23 X———— Xo——— X —
EJ. N°6. Estudie la continuidad de las siguientes funciones:
a) seno b) coseno c)f(x)=3x—1en x=-2 d) f(x) =sen (x +2)

+1 six<0 2x six<3

e) f(x) = {sz f) f(x) = x| en x = 0 o) f(x) = { 3

-1 six>0 X° six>3
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kx+1 six<3 _ .
h) f(x) = ] es continua en 3, si k = ------- .
2-kx six>3

Ej. N°7. Para la funcion de la figura, hallar: a) lim f(x)  b) lim f(x) c¢) f(3)
x—3" x—3"

(Qué conclusion obtiene de lo observado? ; Tiene limite la funcion en x = 3?

(Qué representa la ecuacion x = 3?

N
>
<

U M

109 8 765 4 -3 2HH_2

X
T
34567 8910

N

Ao

cbdudd
—

'
=

EJ. N°8. Para la funcion de la figura, determine: a) lim f(x) b) lim f(x)

¢) /Qué representan las rectasy =2; y=-1? A
Y

EJ. N°9. Represente graficamente una funcion f: R— R que satisfaga las condiciones
siguientes: f(0)=1; f(4)=0; f(5)=-1; f(6)=0; lim f(x)=2; lim f(x) = oo;
x—3" x—3"

lim f(x)=0; lim f(x)=2.

X—>—00 X—>00



36

Derivadas

4. Derivadas

Para estudiar el tema que sigue, Derivadas, seria prudente que el lector
recuerde los conceptos y conteste las preguntas que se formulan en el cuestionario de
abajo, para que la lectura de derivadas sea mas sencilla y el estudio mas efectivo.

De cualquier manera, no se debe perder de vista que el presente escrito solo
tiene el caracter de guia de estudios y conforma un complemento de las clases teoricas.

Es decir, para que el estudio de esta guia sea eficaz, el alumno necesariamente
debera asistir a las clases de Matematica 1 (Farmacia y Bioquimica), y Matematica/92
(Licenciatura en Genética, Profesorado en Biologia) en las cuales el Profesor desarrolla con
mayor amplitud los conceptos que aqui aparecen, a veces en forma muy resumida o de
teoremas no demostrados; también en clases se hacen interpretaciones graficas, que muchas
veces el alumno no encontrara en esta guia de estudios.

En el caso de que algin alumno no pueda asistir a las clases, debera utilizar
en forma complementaria la bibliografia que se indique en cada caso, o consultar en el
Gabinete de Matematica.

Cuestionario

1. Ecuaciones de la recta: ecuacion vectorial, ecuaciones cartesianas.

2. (Qué relacidn existe entre la pendiente de una recta dada pory =mx +b
y las coordenadas de un vector que tenga la misma direccion de la
recta?

3. (Cuando se dice que una funcion es creciente en un intervalo de su
dominio?.

4. ;Cuando se dice que una funcién es decreciente en un intervalo de su
dominio?

5. ¢Qué entiende por composicion de funciones reales de variable real?
6. Dadas f(x) =x y g(x)=x+ h; determine f[g(x)].

7. Concepto de limite: limite por derecha y por izquierda de una funcion
real de variable real en un punto dado del dominio.

8. Repase la definicion de continuidad de funciones reales de variable real.
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9. Dada una funciéon f; i) -Interprete los siguiente resultados:
a) lim fx) =405 D) lim f(x) = —0; ©) lim f(x)=3; d)
x—>3+ x—>3" X4
lim f(x)=3; e) lim2 fix)=0; 1) lin}) fix)=2. g)-Lafuncionf, ;es
X—>— 0 X—> X—>

continua en x = 3?. Fundamente la respuesta. Dibuje la grafica de una
funcién que cumpla todas estas condiciones.

4.1. Recta tangente a la grafica de una funcion real de
variable real

Determinar si una recta es tangente o secante a una circunferencia consiste
en estudiar si dicha recta toca a la circunferencia en uno o dos puntos, respectivamente. Asi

pues, una recta es tangente a una circunferencia, si toca a esta es un tnico punto.

Al intentar generalizar el concepto de recta tangente a la grafica de una
funcion no puede emplearse la anterior caracterizacion de la recta tangente. Por tanto, no es
correcto decir que una recta es tangente a la grafica de una funciéon en un punto si toca
unicamente a la grafica en ese punto.

Generalizar el concepto de recta tangente a la grafica de una funcion en un
punto, requiere el estudio de cortes de la recta y la grafica en un entorno del punto de
tangencia. Es decir, se realiza mediante un estudio local.

Sea f:[a,b] — R una funcién continuay Xo un punto del interior del
intervalo [a, b]. Lo que sigue es un estudio para determinar una definicion que nos permita
tener claro el concepto de recta tangente, que geométricamente lo hemos dibujado mas
abajo.

f(xo)

Tangente

NV

recta tangente en (Xo; f(Xo))
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4.1.1. Pendiente de la recta tangente a una curva en un punto

Sea f:[a,b] > R una funcion continua y Xo un punto de R en el cual la
grafica de la funcion posee recta tangente no paralela al eje OY. Se considera el intervalo
[a, b], que contiene al punto X en su interior. El vector que tiene por origen y extremo
alos puntos (a, f(a)) y (b, f(b))es, v= (b-a; f(b)—f(a))y, tendra la misma direccion
de la recta secante a la grafica de la funcion que pasa por esos dos puntos y por consiguiente,
la misma pendiente.

La pendiente de la recta secante tendra que ser el nimero dado por:

f-f@
b-a

A continuacion se considera otro intervalo [a;, bi], que contiene al punto Xg
en su interior e, incluido en el anterior. Se determina la pendiente de la recta secante a la
grafica de la funcion en los puntos (ay, f(a1)) y (b, f(b1)) como,

f(b1)_ f(al)
bl_al

Este proceso puede reiterarse y, por tanto, construir una familia de rectas
secantes en los puntos correspondientes a los extremos de intervalos incluidos unos en
otros y que contienen al punto Xo. (Hacer una gréfica, que refleje esta situacion).

Si, por ejemplo, se elige la familia de intervalos de la forma
[Xo—h, Xo+h] con he R"

se puede observar que, al considerar que h tienda a 0, la familia de intervalos se contrae
al punto Xp.

Las rectas secantes se “aproximan” cada vez mas a la recta tangente en el
punto Xg, al considerar valores cada vez mas pequefios del niimero h. Por tanto, las
pendientes de las rectas secantes son

f(xo+h)

f(X0+h)— f(XO—h)
2h

yo—n 5(0 Xo + N

y se aproximan cada vez mas a la pendiente de la recta tangente:
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Ifm f(XO +h)— f(XO —h) _
h—0 2h

B

[ es entonces la pendiente de la recta tangente en el punto Xo y es independiente de la
familia de rectas secantes que se considere. De manera que el vector v = (1, ), es un
vector director de la recta tangente.

Asi pues, si los puntos que se forman para calcular la pendiente de la recta
tangente son los extremos de un entorno de Xg, se tiene que la pendiente de la recta
tangente a la grafica de fen el punto (Xo, f(Xo)) es

lim f(XO +t)— f(Xo)

t—0 t

donde Xo puede ser un numero negativo o positivo; o, escrito de otra forma, tomando
Xo+tt=Xx

00— o)
X—)XO X_XO

DEFINICION

Sea f:[a,b] > R una funcion continua y Xo un punto de ]a, b[, se dice
que la recta

(X, y) = (X, f(x0)) + A(1, B)

y —f(Xo) = k(X —Xp), con k=

o en su forma cartesiana

es la recta tangente a la grafica de f en el punto X siy solo si

Cp— tim 1O F00)

X—)XO X_XO

4.2. Derivadas. Funciones diferenciablesde Ren R

Introduccion

La derivacion permite el estudio local de las funciones, mientras que la
integracion se aplica a problemas globales. Aunque en sus origenes la derivacion y la
integraciébn se presentaron como procesos inversos, analisis rigurosos tanto de sus
propiedades como de los problemas que originaron su descubrimiento, han conducido a
estudios autdnomos de cada uno de ellos.
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Siguiendo el orden usual se tratara primeramente de la derivacion, que como
se ha indicado es el instrumento para estudiar la variacion local de una funcién, y que
desde el punto de vista geométrico equivale al problema de la tangente.

Si f es una funcion real de variable real, la diferencia f(Xo + h) — f(Xo)
mide lo que ha variado la funcion a lo largo del intervalo [Xo, Xo + h]. Sin embargo este
valor no es muy indicativo, pues depende esencialmente de la longitud del intervalo, por lo
cual conviene considerar el valor promedio, es decir,

f(Xy +h)—f(xp)
h

Esta variacion media puede dar una informacion defectuosa sobre el
comportamiento de f en [Xo, Xo + h], que s6lo sera precisa para aquellas funciones en las
que el valor promedio sea independiente de la longitud del intervalo. Cuando esto ocurre es

f(x+h)—f(x) _

- | o fxe+h)—f(xo) =I'h h=0

por lo que la funcion f ha de ser afin, y su grafica cartesiana una recta, cosa que
normalmente no sucede.

En todo caso, la variacion media de f en la proximidad del punto X, sera
tanto mas fidedigna, cuanto menor sea el intervalo [Xo, Xo + h], lo que lleva al estudio del
limite

lim f(xp+h)— f(Xo)’
h—0 h

que cuando existe se denomina derivada de la funcion f en el punto x = Xo.

Si se designa por f’(Xo), se puede considerar la funcién
f(xo + h) = f(xo) + F(Xo)h

como aproximacion de f en el entorno de X = Xo. Su grafica cartesiana es la recta
tangente a la grafica de la funcion.

Algunas propiedades de f son las mismas que las de su aproximacion
tangente. Asi ocurre que si la pendiente f’(Xg) de la tangente es positiva, la funcion f sera
creciente en X = Xp, Yy si es negativa, decreciente; mientras que si la funcion es constante
en X = Xo, sera f’(xp) = 0.

Al introducir el instrumento de la derivacion en el Analisis se presentan
inmediatamente dos cuestiones: la existencia de la derivada y su calculo.

No todas las funciones tienen derivada.
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El calculo de las derivadas, que tiene menor importancia conceptual,
responde a una técnica, que se basa en el calculo directo de las derivadas de algunas
funciones, entre las que se encuentran las elementales, y un conjunto de reglas, para
obtener las derivadas de funciones a partir de otras de derivadas conocidas. Estas reglas
son bien de tipo algebraico, o de naturaleza funcional, como son la derivacion de las
funciones compuestas y la derivacion de las inversas.

4.2.1. Definicion de la derivada

. . f:-DcR—>R
Sea la funcion real de variable real : .

X B f(x)
A la funcion que se denota f’ y se define como:

f"DcR - R
(i f(x+}}11)—f(x)

x> f (x)=£1_)0

se la llama funcidn derivada de f.

Por otra parte si dado f: D cR — R, conXp y Xo+h elementos del dominio, tiene
limite cuando h tiende hacia cero, se dice que f es derivable en Xo, y se utiliza la
notacion:

f(Xy +h)—f(xp)
h

(%) = lim

Se dice también que f ’(Xo) es la derivada en el punto xo o también se lo
denomina ndmero derivado de x + f(X) en Xo. Se trata aqui de un limite en sentido
estricto. No intervienen los puntos +o y -oo.

De la unicidad del limite resulta que, si la derivada existe es nica.

4.2.2. Derivada a la derecha, derivada a la izquierda

f(Xp +h) = f(Xp)
h
tiende hacia cero por derecha, este limite se denomina derivada por derecha y se denota

f'(x7) .

Si la funcion h

, (1), tiene limite cuando h

Si la funcion (1), tiene limite cuando h tiende a cero por izquierda, este
limite se denomina derivada por izquierda y se denota f '(X(;).

EJEMPLO
f(x) = |x| esuna aplicacion definida en R. Se tiene:



42

X+h-x
h

x<0 = fx=-x = f'(x):%in(a)(_X_Tsz—l,

x>0 = fx)=x = f'(x)=r1]iné L

Para x=0, se tiene
f+h-f©0) [h
h h'
En consecuencia,
v e N
f'(07) = lim F:H

h—0*

f'(07) = lim m__
h—0~ h

En el punto 0, f tiene derivada por derecha + 1 y derivada por izquierda - 1. La funcidon
no tiene derivada en el punto 0.

Tomando el ejemplo anterior como un contraejemplo, y recordando que la funcion valor
absoluto es una funcion continua en todo su dominio, podemos decir que: la continuidad
de una funcién en un punto no implica que sea derivable en ese punto (ver mas adelante).

4.2.3. Interpretacion geométrica

Sea I' el grafo de la funcion y = f(X) en el plano R” con un sistema de
referencia ortonormal. Si My y m son los puntos de I" de abscisas respectivas Xo y Xo + h,
entonces el vector director (1, 8) de larecta secante Dy, ,, tiene por ordenada:

_ f(Xy +h)—f(xp)

p
h
y
Si x > f(x) es derivable en Xo, entonces [
tiene por limite la derivada f’(Xo) cuando h tiende
hacia cero, en consecuencia, larecta D, ,, tiene un
limite que es larecta T definida por el punto mg
y
Ny y el vector director es (1, f’(Xo))
P mo Por definicion, esta recta limite T se denomina:
la tangente en mg de I~
0 Xo Y+ h X
T

(1, F'(%0))
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PROPIEDAD

Si la funcidbn x - f(x) es derivable en Xy, la tangente en el punto del correspondiente
grafico existe y tiene por vector director (1, f°(Xo)). Es decir:

El numero derivado, f ’(Xo), es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la
funcidn en el punto (xo, f(xo)).

Por consiguiente la ecuacion vectorial de la recta tangente es:

m=mp+AVv, 0 sea: (%, y) = (X0, f(x0)) + M1, f’(X0)).

y, la cartesiana:

y - f(x0) = f’(x0) (x —x¢) con pendiente f’(xo).

Abhora si, estamos en condiciones de definir a la tangente:
Definimos la tangente a la gréafica de f en (Xo, f(Xo)) como la recta que pasa por (Xo, f(Xo))

y tiene por pendiente f ’(Xp). Esto quiere decir que la tangente en el punto (xo, f(Xo)) solo
esta definida si f es derivable en Xo.

La definicion de derivada se generaliza considerando limites infinitos.

DEFINICION

Seala funcion f: D cR — R y X € D. Se dice que derivada de f es
+ooen el punto x = Xo, si fescontinuaen Xpy existe el limite infinito:

lim f(Xo +h)—f(xp) _
h—0 h

+00

Hay que advertir que en las definiciones de derivadas infinitas en un punto, se exige la
continuidad de la funcion en el punto.

Con lenguaje geométrico, la existencia de derivada implica la de tangente a
la grafica de la funcion, y la de tangente implica la continuidad de dicha grafica. Esta
propiedad es consecuencia inmediata de la definicion de derivada.
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EJEMPLO

La funcion f(x) = x 3

manifiestamente continua en X = 0.

tiene derivada + oo en X = 0, pues la funcién es

Grafica de la funcion dada por: f(x) = x"

4.3. Funcion diferenciable en un punto

Daremos aqui una definicion de funciones diferenciables de R en R para
poner en evidencia la nocion fundamental del calculo diferencial que es el de aproximar
funciones por medio de aplicaciones lineales. Esta forma de proceder se repetira luego para
las funciones de R en R",y después para las funciones de R” en R".

Es bueno que el estudiante se familiarice con este método de estudio de las
funciones reales de una variable real, funciones que se conocen de los temas anteriores.

DEFINICION

Sea f: DcR > R y X e D, sediceque f esdiferenciable en xo,
si existe una funcion h ~» gh), definida en un entorno de cero y un nimero real a € R,
independiente de h, tal que:

f(xo + h) = f(xo) + a:h + gh)-h con %m(l) (=0
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4.3.1. Relaciones entre diferenciabilidad, derivabilidad vy
continuidad

Diferenciabilidad v derivabilidad

Teorema:
Para que una funciéon f: D € R — R, sea diferenciable en xy € D, es
necesario y suficiente que sea derivable en xy.

Necesidad.
Si f es diferenciable, se tiene:

h0 f(Xy +h)—f(xp)

h

=a+e(h)

y, por consiguiente:

(X, +h)—f(x
lim ( 0 ) ( 0) =a
h—0 h

i h=0 =
e
Por consiguiente, f es derivable en X y ademas a=f(xp).

OBSERVACION

conXx = X, +h

Sitomamos la funcion  g: x ~ f(Xo) + (X — Xo)-F’(X0); {
y (x-%)= h

Entonces:  g(Xo + h) = f(xo) + h-f"(Xo) y la funciéon g es de primer
grado y su grafica cartesiana una recta.
Evidentemente es:

}]ing(f(x0+h)—g(xo+h)=0,

lo que indica que g es una aproximacion a f en un entorno de Xo. Pero como se verifica

lim f(x, +h)—g(x, +h) _
h—0 h

0

y h=Xx-X, elevado a la primera potencia se dice que ¢ es una aproximacion de
primer orden de f en Xp o en términos geométricos, que las graficas de f y g son
tangentes.

Suficiencia.
f(Xg +h)— (X)) _

Supongamos f derivable en Xp; entonces: rl]irré - =1f'(xy)
-

implica
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lim f(Xo +h)—f(Xp)—h-f'(xp) _
h—0 h

0

tomamos &0) =0y, si h=0,

£(h) = f(Xy +h)—f(x,)—hf'(Xy)

h

se tiene entonces

f(xo + 1) = fx0) + P00} + athyh  con  lim & (n)=0.

En consecuencia, f es diferenciable en Xo.

Diferenciabilidad y continuidad

Teorema:

Siuna funcion f: D R — R, es diferenciable en xg € D, entonces es continua
en Xg.

En cambio la reciproca de ésta implicacion no se verifica; es decir si una funcion es
continua no necesariamente sera derivable o diferenciable.

Demostracion:

Si f es diferenciable en un punto xo € D, se debera cumplir:

f(xo +h) = f0) + F()h + ahyh con  lim e ()=0.

Sitomamos Xo + h =X, y, ademas observando que si h tiende a cero entonces x
tiende a xo. Al aplicar limite a la expresion dada de la diferenciabilidad resulta:

lim f(x0+h)=ym[f(x0)+ f'(x,)-h+&(h)-h]
—0 -0
Es decir:

lim f(x)=1f(Xy):

que es la definicion de continuidad de la funcién en xg

Por otra parte, la reciproca, es decir el hecho de que una funcion continua en
un punto, no siempre es derivable lo mostraremos haciendo el siguiente ejemplo:

Sabemos que la funcidon valor absoluto es una funcidon continua en todo su
dominio, en particular sabemos que:

lim |X| = | 0 | =0, esto es la funcidn es continua en xo =0
X—>0

pero, si calculamos la derivada en xo = 0, vemos que en ese punto la funcién no tiene
derivada; como se observa:
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_ 0+h/—|0
POy = lim S0t T00) ey wzﬂzl;dadoqueh>0
h—0" h h—0" h h
en cambio:
- 0+h/—-|0] -
PO = tim S0t M=) ey wz—hz—l;dadoqueh<0.
h—0" h h—0" h h

Por consiguiente la funcion valor absoluto no tiene derivada en cero porque la derivada por
derecha del O es distinta a la derivada por izquierda del 0.

NOTA: Una aplicacion o funcién lineal es una funcion continua y nonula f: R —» R, tal
que es:

f(x’ +x)=1(x") +f(x”’) paratodo x’,x’ € R

DEFINICION. (Diferencial de una funcion)

Para una funcion f diferenciable en xo, la aplicacion lineal de R en R
h — (X)) - h

se denomina diferencial de f en xo y sedenota df,

Por definicion, se tiene: df, pertenece al conjunto de las funciones reales
de variable real.

Como resultado de la unicidad de la derivada en Xo y del teorema anterior
se deduce que esta aplicacion lineal es inica en Xo.

La aplicacion lineal dfx0 envia h € R sobre f'(xo) - h € R. Ademas a

esta imagen se la denota dy, de manera que
dy =f"(xo) - h.

Hay que remarcar que desde el punto de vista funcional: dfx0 pertenece al
conjunto de las funciones reales de variable real, mientras que el nimero dy € R.

En el caso particular de la coincidencia y = f(X) = X, se tiene, para todo Xo,
’(Xo) =1 vy, por consiguiente, la aplicacion lineal

df,,: h = f(xo) -h  eslacoincidencia h ~ h

En consecuencia, si en el caso general de una funcion y = f(x)

diferenciable en Xy se denota dy la imagen de h por deO, si f(x) = x entonces,

sabiendo que su derivada es la funcion constante 1, se tiene que dy = 1. h, por consiguiente
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es natural denotar también dx a la variable h. Es decir la aplicacion lineal df, —envia

dx € R sobredy € R.

4.3.2. Interpretacion geomeétrica

Sea I' el grafo de x > f(X) en un sistema ortonormal de ejes.

Se sabe que la tangente en el punto mp de abscisa Xo, tiene por pendiente

f’(Xo).
f(xo+h) m/
dy
f(Xo) o I
a o X X¢+h b

Si para un valor de h tal que Xo+ h € [a, b], los puntos correspondientes se toman m
sobre el grafo de la funcion y p sobre la tangente, y recordando que,

f(xo + h) = f(xo) + f'(X0)-h + &h)h con %12(1) e(h)=0,
entonces: .
pm = f (X, +h)— f(x,)—hf'(Xy)
(se debe observar que la derivada  f'(Xo) es la pendiente de la recta tangente es decir :
f'(x,) = %, entonces el término df(Xo,h) = hf’(xg) = pr)
de donde:

e —

lim " — fim £(h) = 0.
h—>0 h h—0

Se traduce diciendo que pm tiende hacia cero mas rapidamente que h.
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(La grafica de f(x) = x> — 2x> + 2 y la recta tangente en x = 2 estin
dibujadas abajo, ;qué pendiente tiene la recta?)

M

4.4. Calculo de derivadas

4.4.1. Derivada sobre un intervalo

Sea D un intervalo incluido en R. Si f es una funcion de D en R
derivable en cada punto de D, se dice que f es derivable sobre D. Si uno de los
extremos pertenece a D, se supone que en ese punto la funcion tiene derivada lateral.

4.4.2. Proposicion

° Adicidén y productos

Silas funciones f: DcR —- R y g DcR — R, tienen derivada
finita en el punto x¢ € D, entonces las funciones (f+g), f—g, A-f, f'g son derivables
en Xop.

Ademas se tiene:

(f £9)’(%0) = F'(X0) 29’ (Xo)
(A1)’ (x0) = Af(X0)
(f- 9)"(%0) = f(x0)- 9’(X0 ) + F'(X0)-9(%0 )

Basta aplicar la definicion de derivada o diferenciabilidad en un punto.
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4.4.3. Proposicion

o Cociente
Silas funciones f: DcR — R y ¢: DcR — R, tienen derivada

- . 1 f . .
finita en el punto xo € D, entonces las funciones — 'y — son derivablesen xq Si
g g

g(xo) =0.
Ademas se tiene:
(l} __v [i) _fo-fyq
g g2 g 9>
Por hipétesis g es derivable, es decir diferenciable en todo X9 € D. Para Xo + he D, se

tiene entonces

g(Xo + h) — g(Xo) = h[g’(X0) + &1, con }liﬁégl =0.

Por consiguiente se puede escribir como  g(Xog) #0 para todo Xo € D

11 —[gtxg+m-g(xp)] _-hlg'(xg)+& 1]
g(Xo +h)  g(xp) 9(Xo +h)-g(xp) g(Xo +h)-g(xp)

(Sumando y restando hg'(x,) a la expresion anterior, queda):
9’ (X))
0
g0 g0 geg)+e,
9°(X)  9°(%) 9(%)g(xo +h)
_ h{— gz(x(’) +g(h)}
9~ (Xo)
con
g(h): g(XO) _ g(X0)+gl

gz(xo) 9(Xe)g(Xe +h)

Se verifica inmediatamente que
lime(h)=0
h—0

En consecuencia:

(;j = —g;(—XO) o también (lJ = —%
a(xp) g7 (Xy) g g




CONSECUENCIA

Si oL
g g

(ijv_ fv.g_f.gv
g g9’

entonces usando la derivada de un

producto se prueba que:

4.4.4. Proposicion

. Composicion de funciones

Se supone que la funcion f: DcR — R, tiene derivada finita en el
punto xo € D; yquelafuncion g: EcR — R, con f(D) cE, tiene derivada finita
en el punto yo= f(xo) € E.

Entonces la funcion compuesta go f: Dc R — R esderivable en xp

y su nimero derivado es:
(9 0 H)x) = 9’(f(x0)) - F'(x0)

Ademés se tiene que: la diferencial de la compuesta coincide con la compuesta
de sus diferenciales:

d(go f)xo = dgf(xo)' dfxo

Como f y g sonderivablesen Xo y Yo= f(Xo) respectivamente, se

tiene:
(1) f(Xo + h) - f(Xo) = h - [f’(X0) + &1 (h)] con %m% g =0
@ g+k-g00 =k (GO 2®]  con  lims, =0
Elegimos
3) k= f(xo + h) - f(xo)
entonces

y0+k:f(X0+h)

Sustituyendo en (2) Yo+ k por f(xo+h) y k por f(Xxo+ h) - f(Xo) y teniendo en
cuenta (1) queda:

9(f(xo + h)) - 9(f(x0)) = [f(xo + h) - f(x0)] - [9" (Vo) + &2 (K)]
9(f(xo + h)) - 9(f(x0)) = h - [F'(x0) +&1 (W] - [97(Yo) + &2(K)]

9(f(xo + 1)) - 9(f(x0)) = h - [9°(Yo) - '(X0) + F'(X0) - &2(K)+ &1 (N) - G"(y0) + &1 (M) - &2(K)]
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es decir

g[f(xo + )] = g[f(x0)] = h - [9*(f(X0))-F'(X0) + &(h)]
otambién:  (4)  g[f(xo + h)] = g[f(xo)] + h- g’[f(xo)]F (%) + & (h) - h

con ah)= g’(f(xo) - & (h) + F'(X0) ‘&2 (k) + & (h) - & (K)

Ademas se verifica que : r11111% e(h)=0
-

Se puede observar en (4) que como f ’(X) es el valor de la derivada de f
en el punto X9y que g’(yo) es el valor de la derivada de g en el punto correspondiente
yo = f(x¢), entonces este proceso implica que el nimero derivado de la compuesta g . f
en el punto x( es

(g0 )’(x0) =g’(yo) - £7(x0) = g’[f(x0)] - £*(x0)

Y la derivada de la funcion compuesta tendra que ser: D(f o g) = (Df 0Q) - Df

4.4.5. Proposicion

o Derivada de la funcién inversa

NOTA: Es conveniente repasar, en este punto, las definiciones y propiedades de la
continuidad y monotonia.

En la derivacion de la inversa de una funcion dada f intervienen tres
cuestiones: la existencia de la funcion inversa f 2, que se habra de suponer; la existencia
de su derivada, que en parte es consecuencia de la derivabilidad de f; y finalmente, la
formula que da la derivada de la funcion inversa cuando se cumplen las condiciones
anteriores.

Se supone que la funcion f: Dc R — R, continua en el intervalo D,
biyectiva con inversa f ™, diferenciable sobre D y 0 & f(D); tiene derivada finita en el
punto Xo € D.

Se puede probar ademas que f~ es diferenciable sobre f(D) y se tiene:

' . ' 1

La funcion derivada (f ‘1) = y su nimero derivado (f » ) =
v -1 (Xp) e -1

frof fltal]
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Prueba: Sabemos que (fo f ")(x) = f[f '(x)] = x; derivando y aplicando la regla de la
cadena, tenemos que: D(fof )(x) = D(x), es decir:

[Df o f'](x)Df '(x) = Df[f'(x)]'Df '(x) = 1
Despejando Df *'(x) tenemos que:

1

Df'(x) = —
DIA[f ™ (x)

3.5. Monotonia, maximos y minimos locales

Las definiciones referentes al crecimiento y decrecimiento locales, se
pueden presentar en forma mas adecuada al calculo en el caso de funciones derivables.

3.5.1. Crecimiento y decrecimiento - DEFINICIONES:

Lafuncibn f: Dc R — R, escreciente en el punto x,, cuando existe
un entorno U(xo) c D, tal que es

l.a.- (Vx, Xg+h € U(xg)) X0<x9oth — f(x0) < f(x¢t+h)
1.b.- (Wxo, xoth € U(xo)) Xoth<xg — f(xoth) < f(xo)
de l.a resulta: h>0 y f(xoth)- f(x¢) > 0;y por consiguiente, tenemos:

f(xo +h)— f(xq)
h

>0, paratodo xo € U*(xo) (A)

de 1.b resulta: h<0 vy f(xoth) - f(xg) < 0; y por consiguiente, el cociente
incremental tendra que ser positivo, igual que antes se tendra:

f(xp +h)— f(xq) 50

: paratodo xo € U*(xg) (B)

Observacion:

Las relaciones 1.a.- y 1.b.- prueban que para que la funcion sea creciente
en Xy, el cociente incremental debera ser positivo.

2.- La funcién f es decreciente en Xo, cuando existe un entorno U(xo) <D,
tal que es:
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2.a.- (Vxo, xoth € U(xp)) X0<xo+th — f(x0)> f(x¢th)

2.b.- (Vx, xoth € U(xo)) Xoth<xo — f(x) < f(xoth)

de 2a resulta: h>0 vy f(xoth) - f(x9) < 0; y por consiguiente, el cociente
incremental tendré que ser negativo.
de 2.b resulta: h <0 vy f(xoth) - f(xg) = 0; y por consiguiente, el cociente

incremental tendra que ser negativo.
De manera que, de acuerdo a lo expuesto arriba, tendra que ser :

f(xp+h)—f(xg)

N <0, paratodo xo € U*(xo) (C)

Con U*(x¢) se ha designado el entorno perforado. Al suprimir el signo
igual en las condiciones anteriores, se define el crecimiento y decrecimiento estrictos. Es
evidente que, en el primer caso,

h<0 implica Xo+h <X implica que f(xo + h) < f(Xo)
h>0 implica Xo+h >xo implica que f(xo + h) > f(Xo)

para Xo € U(Xg), que son las condiciones de crecimiento local. Lo mismo se puede decir en
el caso de decrecimiento.

4.5.2. Criterio de la derivada

Si a la expresion deducida en 1.a, identificada como (A), utilizamos el
concepto de limite, tendremos una relacion entre crecimiento de una funcion en un punto y
la derivada en ese punto. Debemos notar que, en la expresion (A), el denominador h
tendra que ser estrictamente mayor que cero (h # 0), por consiguiente calcularemos la
derivada por derecha del punto x¢. Es decir tenemos que:

Fx)= lim 1Ko = o)
h—o* h

dado que el cociente incremental es estrictamente positivo, tendra que ser f '(xg )>0.

En cambio en la expresion (B), el denominador h tomamos estrictamente menor que
cero, y calculamos entonces la derivada por izquierda del punto X, esto es:

) = lim S Kot =T00) .
0 h
h—0~
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dado que cociente incremental es positivo para todoh =0, sera f '(Xa )>0.

Por consiguiente como las derivadas por izquierda y por derecha son
positivas tendra que ser: _f* (xo) > 0.

En el caso de la situacion 2.- para funciones decrecientes el andlisis se hace
de la misma forma y se concluye, que tendra que ser en ese caso f ” (xo) <0.

De lo expuesto, y de las graficas de mas abajo, se establecen los criterios
que siguen, que permiten asegurar el crecimiento o decrecimiento locales de una funcion
derivable.

Sea la funcion f:D < R — R, con D abierto, derivable en el punto xoe D.

Sies f(xo)) >0 o f'(x) =+, lafuncion es estrictamente creciente en xo.

Sies f'(Xo) <0 o f(Xo) =-o0 lafuncion es estrictamente decreciente en Xo.

f
- U(x) U(xo)
0] X0 [0) 0
f’(x0)>0, f es en xq estric. creciente f’(xo) =+o0, fes en xo estric. creciente
f / \ f
U(%o) U(%o)
0o Xo o Xo
f’(x0)<0, fes en xo estric. decreciente f(xo) = -o0, fesen xy estric

decreciente
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Maximo Local y Minimo Local

4.5.3. Definicién

Lafuncion f: DcR — R, tieneenel punto X, el punto maximo local
(o, f(Xo)), si existe un entorno U(Xo) — en D, tal que es

f(x) < f(xo), paratodo x e U(xp).

La funcion f tiene en el punto X, el punto minimo local (Xo, f(Xo)), si
existe un entorno U(x¢) < en D, tal que es

f(x) > f(xo), paratodo x e U(xp).

Los maximos y minimos locales también se denominan maximos y minimos

relativos

Si se suprimen el signo igual en las desigualdades anteriores, se obtienen los
maximos y minimos estrictos locales.

PROPOSICION

Sea la funcion f: DcR — R, con D abierto, derivable en el punto x € D.
Si f tiene un maximo o un minimo locales en xo, es f’(xg) =0

Si fuera f’(Xg) >0, f seria estrictamente creciente en Xo, y si fuera
'(Xo) <0, f seria estrictamente decreciente en Xo.

0 X1 o / Xo
7(0)=0, f’(x1)=0, ’(X0)=0,
f(0) esun méximo local f(xo) no es ni méximo

f(x1) es un minimo local ni minimo local.
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La condicién f’(x9) =0 es necesaria para la existencia del maximo o minimo locales
en Xp, supuesta la existencia de la derivada, pero no_es suficiente.

Ejemplos: -La funcion f(x) =x’ es estrictamente monétona creciente en todo puntos, y la
derivada f’(x)=3x" se anula para x =0.

-La funcion f(x) = [x| tiene un minimo relativo en x = 0 y evidentemente la derivada no
se anula en ese punto, pues no existe. VW

4.5.4. Derivadas de las funciones elementales y circulares

Las derivadas de las funciones elementales, se pueden obtener a partir de la
derivada de la exponencial, por medio de las reglas referentes a la derivacion de las
funciones compuestas y de las funciones inversas. Incluso la derivacion de las
exponenciales de base cualquiera se reduce a la de la exponencial de base e.

PROPOSICION. La derivada de la funcion dada por ¢e* es:

(e’ = ¢, para todo x € R.

Segtin la definicion de la derivadaen x =a es

' a+h__a a,h _a h
(ea) = lim uz lim u:ea lim e 1)=ea
h—0 h h—0 h h—>o h

Observando que: (recordar que son infinitésimos equivalentes)

lim =1
h—»0 h

y asi resulta
(€") x=a = €%

Paraun a cualquiera resulta la férmula de la proposicion.

PROPOSICION. La derivada de la funcién In x es:

(Inx)” = 1 para todo X € R".
X

Sea y=Inx conx>0, obien x =¢’. La regla de la derivacion de la

funcion inversa, (f -1 ) _ L, nos permite calcular la derivada del logaritmo natural,
frof !

tomandola como la funcién inversa de la funcion exponencial, es decir: (haciendo un abuso

en la notacion: no se puede escribir e olnx, ya que la composicién es una operacion
definida para funciones y no para nameros).
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, 1 1 1
(nx)y'= ==
e"olnx e X

Para un x > 0 cualquiera, resulta la formula de la proposicion.

Cuando las funciones exponenciales y logaritmicas se refieren a una base
cualquiera a>0 y a =1, se tiene

X InaX x-In a

a‘=e = a‘=e y  ademas,
delogx=y < x=a’; setiene: Inx=y:Ina = Inx=logax: Ina,

de donde:

logax =——
Ina

y se aplica la regla de derivacion de la funcién compuesta:

PROPOSICION. Las derivadas de las funciones a* y log,s, con a>0ya #1,son
respectivamente:

I 1
-logae = ————

(@) =a"lna, (logax)’ =
X Ina

< | —

PROPOSICION. La derivada de la funcion potencial x°, con s real cualquiera es:

()" = sx** paratodo x e R".

Se puede escribir;

x* = &M Xy aplicando la regla de la derivacion de la funcion

compuesta, queda:
(XS)’ — es-In>< S

Las derivadas de las funciones circulares directas se calculan segin la
definicion, teniendo presente que es:

sen h

lim

=1, son infinitésimos equivalentes.
h—0

PROPOSICION. Las derivadas de las funciones coseno y seno son:

(cos x)’ =-senx, (sen x)’ = cos X, paratodo x € R.




59

A partir de las formulas que dan la diferencias de cosenos y senos:

X—a X+a X—a

X+a
cos X —cosa = —2sen y senX-—sena=2cos sen

sen

, Se tiene:

(Tomando en la definicion de derivada Xp=a, x=a+h, h=x-a)

X—a
sen
, ., CcOsX—cosa ) X ) 7
(COS X)’x=a = lim—— = —limsen lim =-sena
X—a X—a Xx—a 2 x—>a X-—
2
X—a
sen
, , senXx—sena X ; 2
(sen x)’y=a = lim——— = lim cos lim =cosa,
X—a X—a X—>a 2 x-»a X—a
2

pues tanto el seno como el coseno son funciones continuas, y los ultimos limites son
iguales a 1.

PROPOSICION. Las derivadas de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante
se pueden hallar aplicando la regla de la derivada de un cociente.

Las derivadas de las funciones circulares inversas, resultan de la aplicacion
de la derivacion de la funcion inversa.

Sin embargo, en los casos del coseno y seno se han de precisar los intervalos
en los que se consideran las restricciones de estas funciones, a efectos de que existan las
funciones inversas, pues los valores de sus derivadas difieren en el signo. En los casos de
la tangente y cotangente no se presenta este problema.

Determinar la derivada de estas funciones inversas quedara como un posible
ejercicio para el alumno.

TEST

1) Usando la definicion de derivada, explique por que la funcion dada por
f(x) = |x - a], no tiene derivada en x =a > 0.

2) Dada una funcion f: [a, b] & R, derivable en todo ]a, bJ. 1) ;[ Tiene recta
tangente en todos los puntos del intervalo ]Ja, b[? ii) Si la pendiente de la recta tangente es
mayor a cero Vxe Ja, c[, y menor a cero VXe |c, b[ y ademas en c la pendiente vale cero,
que puede decir del punto (c, f(c))? iii) Dibuje la grafica de una funcion que cumpla con
cumpla con estas condiciones.

3) Dada la recta (x, y) = (a, b) + t-(1, B), explique como se determinan el
punto (a, b) y el vector (1, B), para que sea tangente a la grafica de una funcion real de
variable real dada por y = f(x) en x =a.
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4) Dada una funciéon con f ’(x) > 0 en cualquier parte de su dominio,
fundamente para que valores de h se puede afirmar que el incremento f(xq + h) — f(x¢) < 0.

5) Demuestre que la funcion dada por f(x) = ax” + bx + c, es diferenciable en
cualquier punto Xy € Dr.

6) Si f(x) = ax’ + b y sabiendo que f(1)=7 yque,en x=1 la pendiente
de la recta tangente es 6. Determine a y b.

7) Dada una funcion estrictamente creciente, biyectiva, continua, con la

siguiente informacién, construya su grafica: i) X_ljffioof(x)= -3, ii) f(0) = -2; iii)
f(In3)=0; lim f(x)=+o0
X—>+ 0

8) Dada f(x) =|x + 2|. Determine: 1) Los ceros de la funcion. ii) El
intervalo de crecimiento estricto. iii) Represente graficamente.

9) Dada la funcion por f(x) =|x - b|, con b> 0. Determine: a) Dominio e imagen
de la funcién; b) Intervalos de crecimiento y decrecimiento; c) estudie la continuidad de la
funcién y diferenciabilidad de la funciéon; d) Calcule, maximos, minimos, puntos de inflexion,
si los tuviera; e) Determine la pendiente de la recta tangente en los puntos: 1) x =-2 ;i) x = 2.
f) Haga la grafica de la funcion.

10) Dada dos funciones f y g diferenciables en R. Demuestre que la funcion
producto f-g también es diferenciable en R y que la derivada del producto es:

(frgy=fg+f-g

Bibliografia:

Calculus. Apostol.

Célculo Infinitesimal de una Variable. De Burgos.
Calculus. Spivak.

El Calculo. Leithold.

Mathématiques spéciales. Ramis- Deschamps- Odoux.
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Parte Il - GUIA N°2: Derivada de funciones reales.

Ejercicio N°1. Determine f'(x,) usando la definicion de derivada si:
a)f(x)=x> en x o= -2 b) f(x)=kx+b (k,be R) ¢)f(x)= Jx enx,=2

Ejercicio N°2. Interpretacion geométrica de la derivada.

2

1) Determine el punto de la grafica de f(x) = x” + 8x + 10, donde la tangente sea

horizontal.

2) Obtenga la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion dada en el valor
de x indicado:

a)y=x2—3;x=0 b)y=(x2+2)3;x= -1 c)y=tan3x; x=mn/4

Ejercicio N°3. Encuentre (usando tablas de derivadas) las derivadas de las siguientes
funciones:

a)f(x)=x>  b)f(x)= §x3 +x’-x-1 ¢ fix)=+x-3 d) f(x) =(2x—4)"

1 1

Ofx)=x’+x° -4  Hfx)=3+x"* 2 f(x)=+/4 x*- J4

Ejercicio N°4. Derive las siguientes funciones:

a) f(x) =sen x + 2x b)Ssenx + Jx c) f(x)= —% cos X d) f(x) = tan x
e) f(x) =ctg x - % f) f(x) =-sec x + 2 cos x g) f(x) = cosec x — sen %n

Ejercicio N°5. Derivar las siguientes funciones:
2

a)2 x” - sen X b)tanx-secX  c¢)senx:cosX d) X7(x+1)3 e) :Xl
X"+
4 2 2
f)senX'\/; g)& h) 3x" —x"+5x+m i) 3x +12
X 7 (x+2)

Ejercicio N°. Derivar las siguientes funciones (tenga en cuneta la regla de la cadena).

a)f(x)=sen(x+2) b)f(x)=rcos (2x) ¢) f(x) = sen (X il ?j d) f(x) = th X

X+

e) f(x) = (sen x + cos x)° f) f(x) = (X 1’?) g) f(x) = \/sen(2x +3)  h) f(x) = cos*(2x)
X

. . _ 1 .
Ejercicio N°7. Sabiendo que Df ™' = W , encuentre las derivadas de arc sen, tan,

y In.
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Ejercicio N°8. Derive las siguientes funciones:
a) f(x)=arctg (x’—1)  b)f(x) = arc sen (5x%) ¢) f(x) = arc cos (V/x —2)

Ejercicio N°9. Derivar las siguientes funciones (recordar regla de la cadena).

gy=Shx  By=m9'  9f9=xKrh(ex)  dy=—

In(x* +1)°
X+2

X

e)y=In(sen(+/x)) Ny=In ( ) g) f(x)=In*3x" h)y=-3In(x->5)

Ejercicio N°10. Hallar la derivada de las siguientes funciones:

) fx)=x* b fix)= x**! ¢) fix) =x "X dfx)=a*"? e y=5"

Ejercicio N°11. Derivar las siguientes funciones:

a)fx)=e? b)f(x)= —163" )y=e™ d)f(x)= _ = e)y= e¥s-sen2x
3 e’

f) f(x) = e"*2-(2-x) g y=GB+hhx’ e h) f(x) = (x>~ 1) - e*

Ejercicio N°12. Decir si las siguientes funciones son diferenciables en x = x,:

a) f(x) =x>—3 b) f(x) =x* —x o) f(x)=x"—2x+1

Ejercicio N°13. Si f(x) ) = x* + x, halle la diferencial de f:

ayen x=1y para h=1 b)en x=1y para h=2 c¢)en x=2 ypara h=1y

represente geométricamente.

Ejercicio N°14. (Derivadas sucesivas). Encuentre la primera y segunda derivadas de las
siguientes funciones:

a) f(x)=x>+2x—3 b)y=%x4—2x3+§x2+x+2 ¢) f(x) = Xt

Ejercicio N°15. (Derivacion implicita). Hallar las derivadas de las funciones definidas
implicitamente:

a)x"+3xy—4=0 byx +y =a’ )X —y*=3 dxy+xy’+12=n



63

Aplicaciones de la derivada

5. Aplicaciones de la derivada

5.1. Introduccion

INTERPRETACION DE LA DERIVADA

1.- Interpretacién geométrica. La derivada de una funcion se introdujo
como la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcidon en dicho punto.
Obviamente, esto se puede considerar como una interpretacion de naturaleza geométrica
del concepto de derivada.

2.- Variacion de una magnitud. Algunas magnitudes escalares, como por
ejemplo: la temperatura de un cuerpo expuesto a una llama, la velocidad y la aceleracion
de un cuerpo en movimiento rectilineo al aplicar una fuerza, varian con respecto a otras
magnitudes escalares, por ejemplo, con el tiempo. Al tratar el estudio de la variacion de la
dichas magnitudes (temperatura, velocidad, aceleracion, respecto a otra (tiempo), aparece
ineludiblemente el concepto de derivada.

La derivada se puede interpretar como la razon instantaneas de variacion de
una magnitud escalar respecto a otra.

Sea y una magnitud escalar que depende de otra magnitud escalar X, descripta
mediante la expresion de una funcion de la forma:

X = y=f(x)

Se define razon instantanea de variacion de magnitud Yy respectoa X en
Xo al valor del limite siguiente:

Abhora bien;

limﬂ: lim Y= Yo _ 1imM:
AXx—0 AX  x—>Xg X — Xo X—>Xo X=X,
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=lim f(XO +h)_ f(XO) — f'(XO)

h—0 h

es decir,

dy
—=f'(x
i ()

Cuestionario

El siguiente cuestionario debera servir como un repaso de los conceptos ya
estudiados, necesarios para continuar con el desarrollo del presente tema.

1.- Una funciéon continua posee recta tangente en todos sus puntos. (Es
derivable la funcion en todos ellos?

2.- ;La recta tangente a la grafica de una funcion debe dejar dicha grafica a
un lado de la recta?

3.- (Cual es la recta tangente de una funcion constante?; ;y de una lineal?
4.- (Es derivable una funcion con derivadas laterales iguales, en un punto?
5.- (Es derivable una funcién continua con derivadas laterales en un punto?

6.- (Una funcion continua, creciente y que posee recta tangente en un punto
es derivable en ese punto?

7.- La derivada de una funcion se anula en un punto: ;existe maximo o
minimo en ese punto?

8.- Una funcion es derivable en Ja, b[ y f(a) = f(b). ;posee méximo o
minimo dicha funcion?

9.- Sea f derivable y a, b, ¢ tres puntos de su dominio tales que a<b <c,
fla) =f(c) y f’(b) =0.; Se puede asegurar que f alcanza un valor maximo o minimo
relativo en el punto b?

Comentario

El conocimiento de la derivada de una funcién en un punto, informa sobre
su variacion en un entorno del punto, y también el teorema clasico del incremento finito se
refiere a la variacion de la funcion en un intervalo. Sin embargo hay una diferencia
esencial; en el primer caso la “magnitud” del entorno es desconocida, mientras que en el
segundo el intervalo esta fijado de antemano, es decir, se trata de un teorema global.

Este teorema, asi como sus generalizaciones, se basan en el teorema de
Rolle, que a su vez traduce a las funciones derivables la propiedad de las funciones
continuas, en la que se asegura la existencia de maximo y minimo cuando estan definidas
en un intervalo real compacto.
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Desde el punto de vista geométrico, tanto en el teorema de Rolle como en el
incremento finito, se asegura la existencia de una tangente paralela a la cuerda que une los
extremos de un arco de curva de una funcion continua. En el caso considerado por Cauchy
la curva esta definida en forma paramétrica.

La formula de Cauchy permite demostrar la regla de 1’Hopital, una de las
mas practicas del Calculo tiene un gran atractivo, por presentarse como un método
sistematico para el calculo de los llamados limites indeterminados, y por la sencillez de su
formulacion.

Por otra parte, la regla en su version mas sencilla tiene un claro sentido
geométrico. Si dos curvas pasan por el mismo punto X = X, del eje de abscisas, para
hallar el limite de la razéon de ordenadas, se sustituyen las curvas por sus tangentes en el
punto, y el limite es el cociente de las pendientes.

Otros casos de indeterminacion, por una manipulacion adecuada se pueden
reducir al caso del cociente, tipico en la regla de I’Hopital.

Una generalizacion de la formula del valor medio de Cauchy, requiere la
introduccion de las derivadas sucesivas.

Las derivadas de los 6rdenes sucesivos constituyen el instrumento idoneo

para pasar de las aproximaciones de primer orden a de una funcion, en el entorno de un
punto, a otras de orden superior.

5.2. Teorema de Rolle y de los Incrementos finitos

5.2.1. Teorema de Rolle

Tanto la definicién de derivada, como las propiedades expuestas hasta aqui
son de caracter local, pues se refieren a un entorno de un punto que no puede fijarse
previamente. Mas importante son las propiedades globales, que se refieren a un conjunto
inicialmente fijado. Entre estas, las mas notables referentes a la derivacion son el teorema
de Rolle y sus consecuencias.

Teorema.
Sea la funcion f:[a, b] > R continua sobre [a, b] y derivable sobre
la, b[, y f(a) =1f(b), entonces existe un nimero X, en Ja, b[, tal que f’(x¢)=0.

Consideremos una funciéon f continua sobre el intervalo cerrado [a, b], y
derivable sobre el intervalo abierto ]a, by.

Si f es constante sobre [a, b], entonces f ‘=0 sobre ]a, b[. Supongamos,
pues, f no constante; entonces en el conjunto imagen de la funcion, deberan existir
nameros distintos a f(a) = f(b); por ejemplo numeros superiores a f(a). Consideremos
entonces a M como ese numero, que sera el supremo del conjunto imagen de la funcion
f, que es continua sobre el intervalo [a, b]: existe un Xo e n Ja, b[ tal que f(Xo) = m.
Como m > f(a), se tiene Xp €]a, bJ.
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Sea entonces h = 0 tal que Xo + h € Ja, b[. De la definicion de extremo
superior de un intervalo real, se tiene que f (Xo + h) —f(Xo) <0. Por lo tanto:

f(xo+h)_f(xo)so f(Xo“‘h)_f(Xo)SO

h>0 = lim
h h—0" h
h<0 = f(xo+h)_f(xo)20 —~  1im f(Xo+h)_f(Xo)20

h h—0" h

De donde, de la definicion de derivada por derecha y por izquierda en el
punto Xo, se tendra:

fi(xo") <0 y  f(xo) >0.

Como por hipotesis, f es derivable en ]a, b[, existe f’(Xo) y debera ser
f’(X0)=0. y fin.

INTERPRETACION GRAFICA

Para un funcion que cumpla con las condiciones del Teorema de Rolle, existe un punto p
de la grafica donde la tangente es paralela al eje OX.

y

f(a)=f(b)

5.2.2. Teorema de los incrementos finitos

Al conocer el valor de una funcidon derivable en un punto, se tiene
informacion acerca de la variacion de la funcion en un entorno de dicho punto. Los
resultados que se exponen en este apartado se refieren a la variacion de la funcion en un
intervalo cerrado.

Inicialmente, nos planteamos la siguiente cuestion geométrica. Si se
considera una funcién derivable y una recta secante a la grafica de la funcion en dos puntos
de contacto. (Existe un punto de la grafica de la funcion, comprendido entre los dos
anteriores, tal que la recta tangente en ese punto es paralela a esa recta secante? La
contestacion a esta cuestion se obtiene a partir del siguiente resultado.
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Teorema del incremento finito

Sea la funcion f: [a, b] > R continua sobre [a, b] y derivable sobre ]a,
b[, entonces existe un nimero X, en ]Ja, b[, tal que:

f(b) - f(a) = (b — a)-F*(xo).

recta secante

[ ] *0

Se considera la funcion auxiliar:
g:[a,b]> R

x— g(x)= f(x)—(f(a)+w-

-

La funcion g es continuaen [a, b] por ser suma de funciones continuas, y derivable
en ]a, b[ por analoga razon. Ademas,

g(@ =0=g(b)

Por tanto, se puede aplicar el teorema de Rolle. Existe un punto xo €]a, b[ tal que
g‘(xo) = 0. Asi pues,
f(b)—-f(a)

9'00 = 1100~~~ —

TO=T@ 5 px)b-a) =f(b) -f(a)

o) =0 > f(x)-—=—

Teorema generalizado del valor medio.

Sean f:[a,b]> R y g:[a b] > R dosfunciones continuasen [a, b]
y derivables sobre ]a, b[. Entonces existe un numero x, en ]a, b[, tal que:

f'(xo) - [9(b) — 9(a)] = g’ (xo) - [f(b) - f(a)]
Se considera la funcion auxiliar:

F:lab] > R
x =  F(X)=1(x)[g(b) —g(@)] - g(x) [f(b) —f(a)]
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La funcion F(x) es continua en [a, b], y derivable en ]a, b[, por ser suma
de funciones continuas en [a, b] y derivable en ]a, b[. Ademas, cumple que

F(a) = f(a) -g(b) - f(b) -g(a) = F(b)

Por tanto, se puede aplicar el teorema de Rolle. Existe un punto X, €]a, b[
tal que F(Xo) = 0. Asi pues,

F'(x) = 7(x) -[9(b) - g(a)] - g’(x) - [f(b) - f(a)]
f(X0)-[9(b) — 9(a)] - g’(xo) - [f(b) —f(a)] =0

Formula del valor medio de Cauchy

La igualdad del enunciado del teorema anterior suele ser expresada
mediante fracciones, supuestas ciertas condiciones. La igualdad expresada en forma
fraccional es conocida como formula del valor medio de Cauchy.

Para asegurar que la expresion fraccional tenga sentido han de realizarse
hipétesis adicionales. Por ejemplo.

1-Sean f:[a,b]—> R y g:[a,b] > R dosfunciones continuasen
[a, b] vy derivables sobre ]a, b[ y ademas g’ noseanulaen ]a, b[. Entonces
existe un punto Xo en ]a, b[ tal que

fl)-f@ _ f'(x)
gb)-g@ g'(xy)

2-Sean f:[a,b]> R y g:[a b]—> R dosfunciones continuas en

[a, b] Yy derivables sobre ]a,b[ y ademas g(b) =g(a) y las funciones 'y g’ no se
anulan simultaneamente en ]a, b[. Entonces existe un punto X, en ]a, b[ tal que

f)-f@ _ f'(x)
gb)-g@ g'(xy)

5.2.3. Caracterizacion de una funcidon constante

Para que una funcidon derivable sobre un intervalo cerrado sea
constante, es necesario y suficiente que se derivada sea nula

Sea f:[a b] > R. Si f es constante, se sabe que f’ = 0.
Reciprocamente, si f” es la aplicacion nula sobre [a, b], entonces, en virtud del teorema de
los incrementos finitos, existe, cualquiera que sea X de [a,b] un Xo € Ja, X[ tal que:

f(x) — f(a) = (x — a)f’(xo)
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La hipotesis '(xg) implica que f(x) = f(a); es decir, la funcion f es
constante.

Finalmente entonces, si dos funciones f y g, derivables sobre un intervalo,

tienen derivadas iguales sobre ese intervalo, f — g es una constante de acuerdo con la
expresion anterior.

5.3. Aplicacion de la derivada al calculo de limites

La formula del valor medio de Cauchy permite demostrar la regla de
I’Hopital, de aplicacion frecuente en el céalculo de limites que se presenten en forma
indeterminada.

Sean f:[a,b]> R y g:[a b] > R, dosfunciones con derivadas
finitas en cada Xo € Ja, b[, donde -0 <a<b<+o, y ademas ¢g’(X) #0 para todo
xe]a, b[. Entonces si es

limf=0 y 1limg=0,

X—)XO X—)XO
y existe
. f
lim —=A,
X=X g
también existe
lim—, y es Ilim—=A
X—)Xo g X—)XO g

donde A puede ser finito o infinito. (Regla de I’Hopital.).

1. Teorema de la regla de I’Hopital. Caso : %

Sean f:[a,b] > R y g:[a b]— R, dosfunciones derivables en
Ja, b[ ytal que g’ noseanulaen ]a, bl.

Si lim f(x)=0, 1lim g(x)=0, yexiste lim ') , entonces existe
X=X

X=X x=% g'(X)

lim M
X=X g ()()

y ademas,
lim X iy 10
S g o g'(x)
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2.-Teorema de la regla de I’'Hépital. Caso : i
o0

Sean f:[a,b] >R y g:[a b] >R, dosfunciones derivables en
]a, b[ - {c} ytalque g’ noseanulaen ]a,bl[.

P , . . f'(x .
Si lim f(x)=o, lim g(x)=o0, yexiste lim (x) , entonces existe
X=X

X=X x=>% g'(X)

lim w
% g(X)

y ademas,
lim —f 0 _ lim f'(x)
=% g(X) % g'(x)

Para ver la demostracion de estos teoremas ver: Principios de Analisis Matematico, de E.
Linés; o Calculo 1, de Apostol .

NOTA: Laregla de ’Hopital es aplicable tanto si los limites son finitos como si no, tanto
si se tiende a un punto como si se tiende al infinito.

La reduccion de las indeterminaciones 0 - o0; o0 -o0; 0% oo’ y 1%; se explicaran en
las clases practicas, cuando se presenten.

5.4. Asintotas (Oblicuas y/o horizontales)

En la construccion de graficos de funciones, muchas veces es de gran
utilidad saber si una funcion tiene o no tiene asintota, esto nos permite saber con certeza el
comportamiento de la funcion para valores muy grandes (resp. muy chicos) de la variable
independiente x.

DEFINICION.

Sea la funcion f: R —»> R, con x — f(x); y la linea recta con
ecuacion y = k'x + b; es decir una recta con pendiente k y ordenada al origen b, cuya
ecuacion vectorial lo podemos escribir entonces como: (x,y) = (0, b) +t(1, k) con teR.

Decimos que la recta y = kx + b es una asintota a la gréafica de la funcion si
y solamente si:

lim [f(x) - y]=0
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Es decir:

lim [f(x) - (k'’x + b)] = 0

A partir de esta definicion se puede, aplicando las propiedades de limite,
determinar, conocida f(x), la pendiente k y la ordenada al origen b, es decir la ecuacion de
la recta.

Es decir:

lim [f(x) — (k'x + b)] = lim [f(x) —kx —=b] = lim f(x)-k-lim x— limb=0 (1)
X—»00 X—»00

X—>0 X—>0 X—>0

o sea dividiendo por x:

im ) im X - fim 2 -
X—w X X—0 X X—0 X
— im T 0= 0

Xx—oo X

De ésta ultima expresion despejamos k, y obtendremos una formula para calcular k.

X—o X X—o\ X

k = lim 1) _ lim(l-f(x)j )

Ahora bien, a partir de la expresion (1), y ya con k calculada, podemos despejar b, ya que
el limb=b, es decir:

X—>00
b= lim(fx)-kx) |3
X—>00
Ejemplo:
3
La funcién dada por f(x) =

X2

Tiene por asintota a larecta y =x.

Solamente se debe calcular los limites

(2) y luego el (3)
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5.5. Convexidad y concavidad de una funcion

El comportamiento de una funcion en el entorno de un punto, es decir, el
estudio local de la funcidn, se puede sistematizar por medio de las aproximaciones
polinomicas. Aparte de la continuidad, las caracteristicas locales mas notables son: la
monotonia, la convexidad o concavidad y en su caso la inflexion.

La convexidad, asi como la monotonia, es de naturaleza global, pero a partir
de ella se pasa a la convexidad en un punto. La inflexion es un concepto local.

Definicion.

Sea f: 1> R unafuncionen laque | esun intervalo.

Se dice que f es convexa (abierta hacia arriba) en el intervalo |, si para
cada tres puntos a, x, b del intervalo I, con a <x <, se tiene:

f(x)—f(a)< f(b)- f(a)
X—a b-a

Esta definicion tiene un claro sentido geométrico:

La funcion f es convexa en I, si para cada tres a, x, b € I, el punto (x, f(x))
de la grafica cartesiana de la funcion, esta situada debajo de la secante que une los puntos
(a, f(a)) y (b, f(b)) de la misma grafica.

Efectivamente, la ecuacion de la secante que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), es

,_fO-f@

— (x—a)+ f(a)

@
[«

Funcion convexa.(abierta hacia arriba)
Si a<x<b, el punto X esta debajo de la secante AB

y siel punto (X, f(x)) ha de estar situado debajo de esta recta, se debera tener
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f(x) < %(x—aﬁ f(a),
0 Sea
f(x)— f(a) B f(b)—- f(a)
X—a b-a
OBSERVACION

En la definicion se ha elegido como condicion de convexidad el que la
pendiente de la recta secante AB sea mayor que el de la AX.

Aunque aparentemente, en la definicion de convexidad, el punto a juega
distinto papel que el b, la misma construccion geométrica muestra que dichos puntos
intervienen en forma analoga, lo que se comprueba en la siguiente proposicion.

La funciébn f esconvexaen 1, siparacadatrespuntos: a,x,b el, a<x<b,se
tiene

f(x)-f(a) - f(b)— f(a)< f(b)— f(x)
X—a b-a b-x

Demostracion.
Bastara deducir la tltima desigualdad de la primera.
De la primera resulta
[f(x) - f(a)]-(b — &) - [f(b) - f(a)]-(x—a) < 0
y poniendo (X—a = (b-a)—-(b-x), queda
[f() - f(b)] - (b —a) + [f(b) - f(a)](b —x) <O
que equivale a la segunda desigualdad.

En la definicion de convexidad no se ha supuesto la continuidad de la funcion
que es consecuencia de ella.

Proposicion

Una funcién f de | en R convexa en I, es continua en este intervalo.

f(x)- f(a)

La acotacion del cociente: ——————= tanto para X <a como para X > a,
X—a
implica la continuidad de f en X = a.
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OBSERVACION.

Si en la definicion de funcion convexa, se cambia el signo de la desigualdad,
es decir, se supone que para cada tres puntos a, x, b 1, con a<x <MD, se verifica:

f(x)—f(a)> f(b)- f(a)
X—a b-a

se obtiene la definicion de  funcidn concava (abierta hacia abajo). En este caso, el punto
(x, f(x)) de la grafica cartesiana esta situado encima de la secante que une los puntos

@ f@) y (b, f(b)).

Si f es una funcién convexa en I, - f es una funcion concava, e
inversamente. Bastara, pues estudiar las propiedades de las funciones convexas, ya que las
concavas, de deducen de forma inmediata.

5.6. Deriv. sucesivas vy teor. del valor medio generalizado

En la definicion de las derivadas sucesivas de una funcion, para evitar los
inconvenientes que originan la consideracion de las derivadas laterales se supondran
abiertos los dominios de definicion.

Definicion.

Dada la funcion f: DcR — R, con D abierto, si f tiene derivada en
cada punto xe D queda definida la derivada primera f: DcR — R. Si esta funcion
es finita y tiene derivada en cada punto x e D, se obtiene la funcién:

f"=(F):DcR-> R,
que es la “derivada segunda” de f.
Por recurrencia se define la derivada n-ésima de f.
Definicion.

Dada la funcién f:D = R — R, con D abierto, si existe y es finita f"™: DcR —» R,y
esta funcion tiene derivada finita o infinita en cada punto xe Dy < D; la funcion derivada
n-ésima f": Dy — R, esaquellaen laque acadaxe Dy, le corresponde (f"Y)’(x).

En forma breve se escribe

U= D> R,
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pero, se ha de advertir, que no se requiere que sea finita la derivada de f0-L), y ademas que
si Dy es un intervalo, tal como [a, b[; se considera como derivada n-ésimade f en a
la lateral (f"9)’(a™h).

Generalizacion.

Sean f:]ag,b] > R y g:]ao,b] > R,y un a e]ap, b[. Se suponen las
funciones f y g continuasen [a b], n-1 veces derivablesen Jap, b[ y con
derivadas n-ésimasen [a, b[. Ademas se suponen los n — 1 igualdades siguientes:

() [9(b) - 9(a)] = g“(@) [f(b) - f(@)], con k=1,2,..,n-L.

Entonces existe al menos un punto & e Ja, b[ en el que es

FOC&) [g(b) - 9@1 = g™(9) [f(b) - f(2)].

Férmula generalizada del incremento finito.

Sean f:Jap, b] > R,yun ae]ap, b[. Se supone que f es continua en
[a, b], n—1 veces derivable en ]ao, b[ y con derivada n-ésima en [a. b[. Ademés se
suponen las n—1 condiciones siguientes:

(@) =f’(@) = ... = f"P(@) = 0.

Entonces existe al menos un punto & e ]a, b[ en el que es
(m
f(b)— f(a):%(b—a)”.

También se puede obtener una generalizacion de la formula del valor
medio de Cauchy.

5.7. Aproximacion local de una funcidn en un punto

Conocer la variacion de una funcién en un intervalo, aun cuando la
expresion de dicha funcidon es sencilla, puede plantear gran dificultad. En este caso se
intenta encontrar una funcion, mejor conocida o estudiada por nosotros, tal que en un
entorno de un punto dado, las graficas de las dos funciones sean muy proximas.

Debe notarse, pues, que se trata de sustituir una funcidon por otra
puntualmente, por tanto se plantean dos cuestiones principales.

o (Qué funcion sustituye a la funcion que se estudia?, es
decir, ;qué tipo de funciones son las funciones
aproximadoras?

o Qué criterio mide la bondad de la aproximacioén?
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Una teoria de aproximacion de funciones consiste esencialmente en
contestar a las anteriores cuestiones. en este apartado se procede a tratar aproximaciones
polindomicas con criterios de aproximacion potencial, es decir, las funciones elegidas como
aproximaciones son funciones polindmicas.

5.8. Féormula de Taylor y de Mac-Laurin

Vamos a generalizar el teorema de los incrementos finitos, con el fin de
sustituir, en determinadas condiciones una funcién por un polinomio.

Sea f:]a,b[—» R wunafuncién n derivable en ]a, b] y con derivada de
orden n+1 en ]a, b[.

Entonces existe un xo € ]a, b[ tal que:

f(b)—f(a)+ f(a) (b-a)7 a) fr'@)+-- (b a)" f(™(a)+ (b- a)nH £ 4D (),
n! (n+1)!

Esta igualdad se denomina férmula de Taylor.

Para la demostracion, el alumno la deberéd consultar la extensa bibliografia
que existe al respecto.

Férmula de Maclaurin.

En la formula de Taylor hacemos:
h=b-a y c=a+ 6h
y se obtiene

h2 h" h"!

f(a+h)_f(a)+—f(a)+ fr@)+---+— f(”)(a) (+)f(”“)(a+6h) (1)

Esta igualdad nos dice que, en el entorno de h =0, la aplicacion h — f(a+&h) puede
reemplazarse de modo aproximado por el polinomio hasta el grado n, el término
complementario se llama resto de Taylor.

Si en la relacion (1), se reemplaza a por 0, se obtiene:

h? h" h"!

f(h)—f(0)+—f(0)+—f”(0)+ o — f<“>(o) (+)f(”+1)( )

Esta tltima igualdad se denomina férmula de Mac-Laurin.
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5.8.1. Convexidad y Concavidad

Teorema de caracterizacion

Sea f:DcR— R, unafuncidn derivable en sudominio D, y aun punto de D

* La funcion f es convexa en el punto @ siy solosi f7 es estrictamente creciente en a.

* La funcion f es concava en el punto a siy solo si f’” es estrictamente decreciente en a.

Condicion suficiente

Sea f:DcR — R, una funcion derivable dos veces en su dominio D,y a un punto de D.

* La funcion f es convexa en el punto a siy solosi f’(a) > 0.

* La funcion f es concava en el punto a siy sélosi f’(a) < 0.

Observacion:

f:]la,b[cR - R
x b f(x)
menos dos veces y convexa (abierta hacia arriba), la funcion derivada
f:]ab[cR > R
[ x B f'(x)
por f(x) = x> — 4x + 6 definida sobre el intervalo ]0, 4[ es una trozo de parabola abierta

hacia arriba, continua y derivable en todo su dominio, su derivada f’(x) = 2x — 4 tiene por
gréi:lé:a una linea recta de pendiente 2, es una funcion creciente (ver las graficas).

1.- Dada una funcién ( j, continua, derivable al

J sera una funcién creciente. Por ejemplo, la funcion dada

AY

Voo

¥

Graficade f(x)=x"—-4x+ 6 Graficade f’(x) =2x -4
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Como la funcioén derivada es una funcion creciente y derivable en todo el
dominio ]a, b[, su derivada, es decir (f )’ = f *’, tendra que ser estrictamente positiva en
todo su dominio. Es decir: V x € ]a, b[, f ”’(x) > 0.

En consecuencia: Si f es una funcién convexa (abierta hacia arriba) en Ja, b[
la derivada sequnda de f sera estrictamente positiva.

2.- El mismo estudio nos lleva a decir que si f es una funcion cédncava (abierta

hacia abajo) en ]a, b[ la derivada sequnda de f sera estrictamente negativa.

Es decir: V x € ]Ja, b[, f ’(x) <0.

5.8.1.1. Teorema (punto de inflexion)

Sea f: D cR — R, una funcion tres veces derivable en un punto ae
D. Sif”(@) =0 y f’(a) 0, entonces f tiene un punto de inflexibn en x = a.

Que la segunda derivada se anule y la tercera derivada no, son condiciones
suficientes pero no necesarias.

Por lo tanto, en un punto de inflexion: x = a, la funcién no es concava y
tampoco convexa. Ademads en ese punto la f cambia de concava a convexa o de convexa a
concava, segun el signo de la tercera derivada.
Se debe observar que la funcion dada por f(x) =x posee punto de inflexion
en x = 0; sin embargo, tenemos que: f’’(0)=0 y f “’(0) = 0. Entonces con esta funcion
el resultado reciproco no es cierto.

5.8.1.2. Teorema (condicion suficiente). Funciones n-derivables

Sea f:D cR —> R, unafuncién n veces derivable y a un punto del
dominio tal que:
'@ =Ff"@)=-=f*Y@)=0 con 2k<n y @) =0

*La funcion f esconvexaen el punto asiysélosi f%9(a) > 0.

*La funcion f es concava en el punto a siy sélo si f%(a) < 0.

Teorema
Sea f: D cR — R, una funcién n-veces derivable, y a un punto del

dominio tal que
'@ =Ff"@)=-=f®@)=0 con 2k<n



79

Si f®*@)) =0, entonces f posee un punto de inflexién en x = a.

5.9. Maximos y minimos locales de funciones varias veces
derivables

Ya vimos antes los conceptos de maximo y minimo local de una funciéon y
presentados las condiciones necesarias para la existencia de maximo y minimo local. En
este lugar se establecen las condiciones suficientes para asegurar la existencia de maximo o
minimo local para funciones varias veces derivables.

Cabe observar que si una funcion es derivable, y en un punto X = a posee
un maximo relativo, entonces la recta tangente esta por encima de la grafica de la funcion
en un entorno del punto. Es decir, la funcioén es concava en un punto maximo local.

Algo analogo sucede en los minimos locales de una funcion derivable; se
tiene que en un minimo local la funcion es convexa. Esto permite establecer una
caracterizacion de los puntos maximos y minimos locales.

Sea f:D cR— R, unafuncidn derivable en su dominio, y a un punto de D.
* f tiene un maximo local en x=a,siysolosi (@) =0 y fesconcavaenx=a
* f tiene un minimo local en x =a, siysoélosi f'(a) =0 y fesconvexaen x =a.
Los siguientes resultados muestran condiciones suficientes para la existencia

de maximo y minimo local utilizando condiciones que aseguran la concavidad y
convexidad.

5.9.1. Teorema (condiciones suficientes)

Sea f: D cR — R, una funcion dos veces derivable en un punto a del
dominio.

*Si /(@) =0y f’(a) <0, entonces f tiene un maximo localen x = a.

*Si f’(@) =0y f’(a) >0, entonces f tiene un minimo localen x = a.

El resultado reciproco no es cierto, puesto que la funcion f(x) = x* posee
minimo local en x =0y, sin embargo f"’(0) = 0. Asi pues un resultado en sentido inverso
debe contener una hipdtesis adicional, como por ejemplo {’= 0.
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Teorema
Sea f: D « R — R, una funcion dos veces derivable en un punto a tal que
f’’(a)=0, entonces:

o f tiene maximo localen x=a, siysoélosi f'(a)=0 y f’(a)<O.
e f tiene minimo localen x= a, siysolo si f'(@)=0 y f’(a)>0.
Observacion.
No siempre se puede asegurar la concavidad o convexidad en términos

de la derivada segunda. El siguiente resultado generaliza las condiciones suficientes para la
existencia de maximo y minimo local.

Teorema (conciciones suficientes). Funciones n-derivables

Sea f: D <R — R, una funcién n veces derivable en su dominio,y a un
punto de D

*Sji f@ =0 f'@=Ff"@=-=f*Y)=0 con 2kl<n y
(@) < 0, entonces f tiene un maximo localen x =a.

*Si f'(a) = 0, '@ = @) = - =f*Y@ =0 con 2kl<n vy
f®)(a) > 0, entonces f tiene un minimo local en x = a.

TEST

1) Dada una funcién f: [a, b] &> R, tal que, la funcion derivada f:[a, b] > R, es
una funcidn estrictamente creciente en todo su dominio; 1) jqué signo tiene la derivada
segunda para Vxe [a, b]? 1ii) dada ce [a, b], con f ’(c) = 0, ;{qué puede decir del punto
(c, f(c)); iii) Dibuje la grafica de una funcion que cumpla con estas condiciones.

2)Dada una funcion f: D — R, con D = R — {2, 3}; construya su grafica con los

siguientes resultados: a) lim f(x) = -0 ; b) lim f(x) = —o ;
X—>—00 Xx—>2
¢) lim f(x) =40 ; d)H(D)=1 £(1)=0,17()<0) e) lim fx) =5;
Xx—2 x—>3"
f) lim fix) =5 g) (f(4) =4, £(4) =0, 4 > 0);
x—3
flx) 1 . 1 . .
1 _—— 1 f - = 1 . 1 f =
b) (Xh—r>noo X 2 y x—l>moo( ®) 2 0 =1); 1) X—1>n—li-oo () = oo

3) Dada una funcion f: R — R, derivable al menos dos veces en todo R.
(Qué puede decir de los siguientes resultados? i) Vxe | -0, I[ U ]4, +oo[; f’(x) > 0.
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i) Vxe | 1,4[, f ‘(x) <0. iii) Vxe |2, 4o [, f(x)>0. iv) Vxe ]-o,2[,f(x) <0.
v) Sif(2) =2, ; qué puede decir del punto de la grafica, (2, 2).

4) Dada una funcion f : D - R, con D =R — {-1, 1}; continua en todo su dominio,
y con simetria impar; construya su grafica con los siguientes resultados:
, . fx) )
a) lim f(x)=+o0. b) lim f(x) = —o ; ¢)( lim —— =1y lim (f(x)-x)=0);
x>l K1 X—>®©  x X—> o©

d) (f2)=5; £°2)=0y £7(2)>0); ¢ (f0)=0; £’(0)=0; £’(0)=0y £°(0)#0)

5) Dada una funcién f; i) —Trace la grafica de una funcion que satisfaga los
siguientes resultados: a) lim f(x) = +o0 ; b) lim f(x) = —o ;
X—)1+ x—>1"
tim 1y lim (-0 =1 HED)=5 [ @=0y P@)>0
im - _ “x)=1- — 5. — .
0 lim ~==1y lim : ) )=5; £12)=0y £(2)>0;

e) f(0)=0; £°(0)=0y £’(0)<0.

6) Dada una funcién f; continua en todo su dominio i) -Interprete los siguientes
resultados: @) |im f(x) = +o0 ;D) lim f(x) = - 5 ©) lim f(x) =3; d) lim f(x)=3; e)
X—>+0

— X—> —©0
x—3t x—3

lim f(x) =0; f) limf(x)=2.
x—2 x—0

7) Dada una funcion f: DcR [T R, con D =R — {1}; continua y derivable en todo su
dominio, a partir de la siguiente informacion construya su grafica. a) La funcién no es
par ni impar; b) Los pares (-1, -3); (3, 1); (0, -4) y (5, 3) pertenecen al Grafo de la
funcion; c) larecta que pasa por el origen de coordenadas y tiene pendiente 1 (uno)
es una asintota; d)enx =2, f(x)—x=0, six>2, f(x)—x<0 e) los niimeros
derivados: f’(-1) y f “(3) son iguales a 0 (cero), f (5) es distinto de cero; f)
limf(x)=—0 Yy  lim f(x) = +o0 g) la funcion es estrictamente creciente para todo

x—>1"

x—l~

X € ]-0o,-1[ M]3, +oo[, (qué signo tiene la derivada en éste intervalo?;  h) la funcion
es abierta hacia abajo en el intervalo ] -0, 1] N ]5, +oo[, {, qué puede decir de la
derivada segunda en éste intervalo?.; i) f’(5)=0
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Parte Il - GUIA N°3: Aplicaciones de la Derivada

Ejercicio N°1. Teorema de Rolle

1)Hallar el punto ¢ € [ - 2, 4], para el cual se cumple que f'(c) =0, si f(x) =3 +2x — '
es continua en [- 2, 4] y derivable en ]- 2, 4][.

2) Calcule el valor de b para que la funcién f(x) = x> — 4x + 3 cumpla las hipétesis del
teorema de Rolle (f(0) = f(b)) en el intervalo [0, b]. ;Dénde cumple la tesis? ( f'(c)=0).
Ejercicio N°2. Teorema del Valor Medio

Hallar el valor de ¢, correspondiente al teorema del valor medio, para fix)=x*-1 en

[- 1, 1] (es decir, ¢ € ]a, b[ para el cual se cumpla que M =f'(c)).
—a
Ejercicio N°3. Regla de L’Hopital

Calcule los siguientes limites aplicando la regla de L Hopital:

2 _ X X 2x
2) lim 2t 2X =16y @0 c) lim( ! —1] d) 1im(1+3]

x—2 X2 —-x=2 x—0 X x—=0\ sen x X X—>0 X

2 X
e) lim > *l f)h’me !

X—® ¥ x—0 X

Ejercicio N°4. Extremos de una funcién. Puntos criticos

Hallar los puntos criticos (maximos, minimos (locales y/o absolutos), si:

a) f(x)=x"—6x’+9x +5 b)fx)=2+x+1)"* ¢) f(x) = !

x? +1

2_ 2_ _
d) fx) = 22X+ 2"1+3,en[- 1,4] o) fx) = X~ 273 22"4 S enl-1,1]
X_

Ejercicio N°5. Asintotas

Dadas las siguientes funciones, encuentre las asintotas (vertical, horizontal u oblicua):

2 2
2x +3 b) f(x) = 2x +52+3 o) f(x)=e"’3 d) f(x) = X°+9
X+

) f(x) =~

Ejercicio N°6. Funciones monotonas. Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Indicar en qué subconjuntos del dominio las siguientes funciones son crecientes o
decrecientes, de acuerdo con el signo de la primera derivada:

a) f(x)=3x*-2x +5 b) f(x) = 2x’ + 9x* — 24x ¢) f(x)=(2x*-3)?
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3 3x -2 _ 1
X 1-x f)f(X)_(x—3)2

Ejercicio N°7. Concavidad. Puntos de inflexion

Indicar en qué partes del dominio los graficos de las siguientes funciones son céncavos
hacia arriba, concavos hacia abajo y determine (si existen) los puntos de inflexion:

a) f(x) = — b) f(x) =x ¢) f(x) =2x> +x d) fix) = Vx
X
e) f(x) = (x - 3)(x + 2) f) fx) = 221
3x+5
Ejercicio N°8. Represente graficamente las siguientes funciones:
3 2
8) fx) = b) () = ¢) f(x) = In (x* = 1);
3-x x°—4
2
d) f(x) = cos x; e) fx) = —
2-X

Ejercicio N°9. Recta tangente. Recta normal

1) Para las siguientes funciones hallar las ecuaciones de la recta tangente y de la recta
normal, en el punto que se indique:

a)f(x)=x"+5 en x,=2 b) f(x)=2-/x en x,=9

¢) fix)=e>—sen (2x) + 1 enx,=0.

2) Obtenga el punto de la grafica de f(x) = %xz —2x en el que la recta tangente sea

paralela a la recta 3x -2y +1 = 0.

3) Indique si en algiin punto el grafico de cada una de las siguientes funciones tiene
tangente vertical:

a)f(x)=2-vx+2 b) f(x) = vx -1

Ejercicio N°11. Problemas

1)

2)

3)

Indicar en qué puntos la tangente al grafico de f forma con el eje positivo de abscisas
4

un angulo de 45° si f(x) = XT -7x+17.

Averiguar cual es el terreno rectangular de mayor area que se puede rodear con 100
metros de alambre.

Encuentre dos niimeros no negativos cuya suma sea 60 y cuyo producto sea maximo.



84

Grafica de Ej. 4.- a) f(x) = x- 6x” + 9x b)f(x)=2+(x+1)*

2_
1 B )= X2 k1,4

x* +1 x -1

¢) f(x) =




85

x? —2x-3 44
e)f(x)=ﬁ,en[ , 4]
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